1. vnitrosemestralni pisemka — MB203 — podzim 2019 — 31. 10.
SKUPINA — A

Na feSeni je 60 minut. Piste jen na pfednf strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentédiem. (Redeni sestévajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (3.5 bodu) Najdéte staciondrni body [z, y] funkce
h(z,y) = 4z + 3y

na elipse zadané rovnici
F(z,y) =42° + (y — 1)> = 13,

O kazdém z téchto bodu rozhodnéte, zda v ném nastdva bud lokélni/globdln{ maximum
nebo lokélni/globdlni minimum nebo ze v ném lokélni extrém neni.

2. (3 body) Uvazme funkci z = f(z,y) zadanou implicitné vztahem
2 — 422 420 —8y+82=0
na okoli bodu (0, 0,0).

a) Urcete parcialni derivace funkce f(z,y) v bodeé (0,0).

b) Plati z,,(0,0) = 2 a 2,,(0,0) = —1 (toto nedokazujte). Urcete druhou parcidlni

derivaci z,, v bodé (0,0) a napiste matici druhych parcidlnich derivaci v tomto bodé.

c¢) Napiste Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z,y) v bodé (0,0).

3. (3.5 bodu) Je ddna mnozina A C R? v poloroviné z > 0 ohrani¢end kiivkami y = x? — 4,
r=0ay=—x+2.
a) Nacrtnéte mnozinu A a urcete ty pruseciky uvedenych kiivek, které lezi v A. (Tyto
body jsou ,vrcholy* mnoziny A.)
b) Spoctéte [[, xdxdy.



1. vnitrosemestralni pisemka — MB203 — podzim 2019 — 31. 10.
SKUPINA — B

Na feSeni je 60 minut. Piste jen na pfednf strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentédiem. (Redeni sestévajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (3.5 body) Najdéte stacionarni body [z, y] funkce
h(z,y) = 4z + 5y

na elipse zadané rovnici
F(z,y) =2* +5(y —1)° = 21.

O kazdém z téchto bodu rozhodnéte, zda v ném nastdva bud lokélni/globdln{ maximum
nebo lokélni/globdln{ minimum nebo ze v ném lokélni extrém neni.

2. (3 body) Uvazme funkci z = f(z,y) zadanou implicitné vztahem
20% — 22 —dx +2y+82=10
na okoli bodu (0,0,0).

a) Urcete parcialni derivace funkce f(z,y) v bodé (0,0).

b) Plati 2,,(0,0) = —£ a 2,,(0,0) = & (toto nedokazujte). Uréete druhou parcidlni

derivaci z,, v bodé (0,0) a napiste matici druhych parcidlnich derivaci v tomto bodé.

c¢) Napiste Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z,y) v bodé (0,0).

3. (3.5 body) Je ddna mnozina A C R? v poloroviné x < 0 ohrani¢end kiivkami y = 2% — 1,
r=0ay=1x+5.
a) Nacrtnéte mnozinu A a urcete ty pruseciky uvedenych kiivek, které lezi v A. (Tyto
body jsou ,,vrcholy* mnoziny A.)
b) Spoctéte [[, xdxdy.



1. vnitrosemestralni pisemka — MB203 — podzim 2019 — 31. 10.
SKUPINA — X

Na feSeni je 60 minut. Piste jen na pfednf strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentédiem. (Redeni sestévajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (3.5 body) Najdéte stacionarni body [z, y] funkce
h(z,y) =3z — 4y

na elipse zadané rovnici
F(z,y) = (z —1)* + 4y* = 13.

O kazdém z téchto bodu rozhodnéte, zda v ném nastdva bud lokélni/globdln{ maximum
nebo lokélni/globdlni minimum nebo ze v ném lokélni extrém neni.

2. (3 body) Uvazme funkci z = f(z,y) zadanou implicitné vztahem
220% — 42> — 20 +y—82=0
na okoli bodu (0, 0,0).

a) Urcete parcialni derivace funkce f(z,y) v bodeé (0,0).
b) Plati 2,,(0,0) = 1= a 2,(0,0) = —& (toto nedokazujte). Urcete druhou parcidlni
derivaci z,, v bodé (0,0) a napiste matici druhych parcidlnich derivaci v tomto bodé.

c¢) Napiste Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z,y) v bodé (0,0).

3. (3.5 body) Je ddna mnozina A C R? v poloroviné z > 0 ohranic¢end kiivkami y = 2% + 1,
r=0ay=—-x+T7.
a) Nacrtnéte mnozinu A a urcete ty pruseciky uvedenych kiivek, které lezi v A. (Tyto
body jsou ,vrcholy* mnoziny A.)
b) Spoctéte [[, xdxdy.



1. vnitrosemestralni pisemka — MB203 — podzim 2019 — 31. 10.
SKUPINA — Y

Na feSeni je 60 minut. Piste jen na pfednf strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentédiem. (Redeni sestévajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (3.5 body) Najdéte stacionarni body [z, y] funkce
h(z,y) =5z — 4y

na elipse zadané rovnici
F(z,y) =5(z —1)* +¢* =21

O kazdém z téchto bodu rozhodnéte, zda v ném nastdva bud lokélni/globdln{ maximum
nebo lokélni/globdlni minimum nebo Ze v ném lokélni extrém neni.

2. (3 body) Uvazme funkci z = f(z,y) zadanou implicitné vztahem
4o — 22 =20 +y—22=0
na okoli bodu (0, 0,0).

a) Urcete parcialni derivace funkce f(z,y) v bodé (0,0).

b) Plati z,,(0,0) = 3 a 2,,(0,0) = —1 (toto nedokazujte). Uréete druhou parcidlni deri-
vaci 2, v bodé (0,0) a napiste matici druhych parcidlnich derivaci v tomto bodeé.

c¢) Napiste Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z,y) v bodé (0,0).

3. (3.5 body) Je ddna mnozina A C R? v poloroviné x < 0 ohrani¢end kiivkami y = xz* — 3,
r=0ay=1x+3.
a) Nacrtnéte mnozinu A a urcete ty pruseciky uvedenych kiivek, které lezi v A. (Tyto
body jsou ,,vrcholy* mnoziny A.)
b) Spoctéte [[, x dxdy.



Reseni a bodovani MB203

Popsané bodovani pouziva i pulbody. Pocet bodt, ktery vidite v naskenovaném opraveném freSeni, je dese-
tindsobkem poctu skuteénych bodu.
Skupina A:

1.

[3.5b] Podminky pro staciondrn{ bod [z, y] s Lagrangeovym multiplikdtorem A jsou
4 =hg(z,y) = A\Fy(z,y) = 8z,

3= hy(z,y) = AFy(z,y) =2\(y — 1), 42®+ (y—1)* =13,
[0,5b]. Tato soustava rovnic mé dvé feeni: A = 1, [z,y] = [1,4] a A = —1
postup a obé spravnd Feseni].

29
Hodnoty funkce h ve stacionarnich bodech jsou

[z,y] = [-1,—2]. [1.5b za

h(1,4) =16, h(—1,—2) = —10.

Protoze je funkce h spojitd a elipsa kompaktni (omezend, uzaviend), musi h nabyvat na elipse svého

maxima a minima. Proto v [1,4] nabyvd svého globdlnfho maxima a v bodé [—1,—2] svého globélniho
minima. [1.5b za zduvodnéni a popis extrémi.]
2.

a) [1b] Zderivujeme x? — 422 + 22 — 8y + 8z = 0 parcialné podle z a y, pficemz chapeme z jako funkci
proménnych = a y. Dostaneme

dzy(z—1)—(x+1)=0 a zy(z—1)

+1=0,
coz v bodé [z, y, z] = [0,0,0] znamend z, =
b)

7 a2y = 1, [0.5b za postup a 0.5b za spravny vysledek].
[1b] Ukédzeme vypocet vsech druhych parcidlnich derivaci. Dalsi derivaci 4z,(z — 1) — (x +1) =0
podle z a podle y a také derivaci z,(z — 1) + 1 = 0 podle y postupné dostavame

4240(2 — 1) +4(2,)* =1 =0,

Zey(2 = 1)+ 202y =0 a zy(2— 1)+ (2,)?> =0
V bodé [z,y, 2] = [0,0,0] a pro z, = — 1

7 a2y = 1 tedy dostavame

3 _1
Zyx  Rxy\ _ 6 4
ry  Ryy -1 ’

—

1 1
[0.5b za postup vypoctu 2, a 0.5b za spravny vysledek véetné matice druhych derivaci].
Pozn.: V zaddni se vyskytla chyba ve znaménku, zy. = —15 a 2y, = 1 jsou spravné hodnoty. Toto
ovsem na hodnoceni nemélo vliv.
¢) [1b] Tayloruv polynom funkce z = f(z,y) se stfedem v pocdtku je

Toa.t) = 10.0) + (30 (7) + (e (36 i) (4)

—ia +b- %aQ — iab + %b2,
[0.5b za postup a 0.5b za spravny vysledek].

[1.5b] Hledané body jsou [0,—4], [0,2] a [2,0] 4+ obrazek, [0.5b za nédért, 0.5b za postup vypoctu
bodu a 0.5b za spravny tplny vysledek].
b)

[2b] Mnozina A je plocha mezi kiivkami y = 22 —4ay = —z+ 2 pro 0 < z < 2, [0.5b za meze
intergralu]. Tedy
%xa + 3222 =1

2 p—zt2 2
//mdzdy:/ / :Edydx:/ z(—2® —x+6)dr =] =
A 0 Ja2-4 0

4 —_
-
[0.5b za sprdvné poradi integrace, 0.5b za postup integrovéni a 0.5b za spravny vysledek].

1.4
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Reseni a bodovani MB203

Popsané bodovani pouziva i pulbody. Pocet bodt, ktery vidite v naskenovaném opraveném freSeni, je dese-
tindsobkem poctu skuteénych bodu.

Skupina B:
1. [3.5b] Podminky pro staciondrni bod [z, y] s Lagrangeovym multiplikdtorem A jsou
4= hy(z,y) = \Fp(z,y) = 2z, 5= hy,(2,y) = A\F,(z,y) = 10A(y — 1), 2®+5(y—1)* =21,

[0,5b]. Tato soustava rovnic mé dvé fesenf: A = %, [z,y] = [4,2] a A = —3, [z,y] = [—4,0]. [L.5b za postup
a obé spravnd reseni).

Hodnoty funkce h ve stacionarnich bodech jsou
h(4,2) =26, h(—4,0)=—16.

Protoze je funkce h spojitd a elipsa kompaktni (omezend, uzaviend), musi h nabyvat na elipse svého
maxima a minima. Proto v [4,2] nabyvd svého globalniho maxima a v bodé [—4,0] svého globdlniho
minima. [1.5b za zduvodnéni a popis extrémi.]

2. a) [1b] Zderivujeme 222 — 2% — 4x + 2y + 82 = 0 parcidlné podle = a y, pficemz chdpeme 2 jako funkci
proménnych = a y. Dostaneme
2p(z—4)—2(x—1)=0 a 2z (z2—4)—-1=0,
coz v bodé [z,y, z] = [0,0,0] znamen3 z, = % azy = f%, [0.5b za postup a 0.5b za spravny vysledek].
b) [1b] Ukdzeme vypocet vSech druhych parcidlnich derivaci. Dals{ derivaci z,(z —4) = 2(z — 1) = 0
podle z a podle y a také derivaci z,(z —4) — 1 = 0 podle y postupné dostavame

Zow(z —4) + ((22)? = 2) = 0, Zay(z —4) + 222y =0 & zy(z—4)+ (2,’,)2 =0.

V bodé [z,y,2] =[0,0,0] a pro z, = % a zy = f% tedy dostavame

_7 _1

(me ny) o 16 32
- b

Zry  Ryy —3% 6%1

[0.5b za postup vypoctu 2, a 0.5b za spravny vysledek véetné matice druhych derivaci].
¢) [1b] Tayloruv polynom funkce z = f(z,y) se stfedem v pocétku je

Toa.t) = £0.0)+ (1) (§) + 5l (1176 1312) (i) -

32 64
_ 1 1 72 1 142
= 30— 3b— 530" — gzab+ b7,
[0.5b za postup a 0.5b za spravny vysledek].

3. a) [1.5b] Hledané body jsou [0, —1], [0,5] a [—2, 3] + obrazek, [0.5b za nacrt, 0.5b za postup vypoctu
bodu a 0.5b za spravny uplny vysledek].
b) [2b] Mnozina A je plocha mezi kiivkami y = 22 — 1 ay =z + 5 pro —2 < z < 0, [0.5b za meze
intergralu]. Tedy

0 x+5 0
// xda:dy:/ / :l:dyd:c:/ z(—2® +2+6)dr = [fix4+%x3+3z2}0_2:f?.
A —2Jz2-1 —2

[0.5b za spravné poradi integrace, 0.5b za postup integrovéni a 0.5b za spravny vysledek].



Reseni a bodovani MB203

Popsané bodovani pouziva i pulbody. Pocet bodt, ktery vidite v naskenovaném opraveném freSeni, je dese-
tindsobkem poctu skuteénych bodu.

Skupina X:

1.

2.

[3.5b] Podminky pro staciondrn{ bod [z, y] s Lagrangeovym multiplikdtorem A jsou

3:hz(‘r7y):AFm(‘T7y):2)‘(x_1)7 —4:hy(x,y):)\Fy(x7y):8)\y, ($—1)2+4y2:13,

[0,5b]. Tato soustava rovni(f mé dvé fesenf: A = 1, [z,y] = [4,-1] a A = —3, [z,y] = [-2,1]. [1.5b za

postup a obé spravnd reseni]

Hodnoty funkce h ve stacionarnich bodech jsou
h(4,-1) =16, h(-2,1)=-10.

Protoze je funkce h spojitd a elipsa kompaktni (omezend, uzaviend), musi h nabyvat na elipse svého
maxima a minima. Proto v [4, —1] nabyvd svého globdlniho maxima a v bodé [—2,1] svého globélniho
minima. [1.5b za zduvodnéni a popis extrémi.]

a) [1b] Zderivujeme 222 — 422 — 22 + y — 8z = 0 parcialné podle z a y, pficem#z chapeme z jako funkci
proménnych = a y. Dostaneme

dz;(z4+1)—(2x—1)=0 a 8z(z+1)—-1=0,

coz v bodé [z,y, z] = [0,0,0] znamen4 z, = f% azy = %, [0.5b za postup a 0.5b za spravny vysledek].
b) [1b] Ukédzeme vypocet viech druhych parcidlnich derivaci. Dalsi derivaci 4z,(z +1) — (20 — 1) =0
podle z a podle y a také derivaci 8z,(z + 1) — 1 = 0 podle y postupné dostavame
22,0(2 + 1) +2(2:)2 = 1=0, zy(z4+1) +2:2,=0 a z,(z+1)+ ()% =0.

V bodé [z,y,2] =[0,0,0] a pro z, = *i a 2y = % tedy dostavame

e 1

(Zxx Zacy) _ | 16 32
- b

Zzy  Ryy 3% —6%1

[0.5b za postup vypoctu 2, a 0.5b za spravny vysledek véetné matice druhych derivaci].

¢) [1b] Tayloruv polynom funkce z = f(z,y) se stfedem v pocétku je

Toa.t) = £0.0)+ (-5 1) (§) + 5@ (1:6 3121) (i) -

32 64
= —ia + %b—i— 312a2 + 3—12ab — 1—§8b27
[0.5b za postup a 0.5b za spravny vysledek].
a) [1.5b] Hledané body jsou [0, 1], [0,7] a [2, 5] + obrazek, [0.5b za nécrt, 0.5b za postup vypoctu boda
a 0.5b za spravny uplny vysledek].

b) [2b] Mnozina A je plocha mezi kiivkami y = 22 +1ay = —2x+ 7 pro 0 < z < 2, [0.5b za meze
intergralu]. Tedy

2 p—xt7 2
//;vda:dy:/ / zdydaj:/ z(—2® —z +6) dx:[—%x4f%x3+3x2]3:%.
A 0 241 0

[0.5b za spradvné poradi integrace, 0.5b za postup integrovéni a 0.5b za spravny vysledek].



Reseni a bodovani MB203

Popsané bodovani pouziva i pulbody. Pocet bodt, ktery vidite v naskenovaném opraveném freSeni, je dese-
tindsobkem poctu skuteénych bodu.

Skupina Y:
1. [3.5b] Podminky pro staciondrni bod [z, y] s Lagrangeovym multiplikdtorem A jsou
5= hy(z,y) = AFy(z,y) = 10A(z — 1), —4 = hy(z,y) = \Fy(z,y) =2\y, 5z —1)>+y? =21,

[0,5b]. Tato soustava rovnic mé dvé fesenf: A = %, [z,y] = [2,—4] a A = —3, [z,y] = [0,4]. [1.5b za postup
a obé spravnd reseni).
Hodnoty funkce h ve stacionarnich bodech jsou

h(2,—4) =26, h(0,4) = —16.

Protoze je funkce h spojitd a elipsa kompaktni (omezend, uzaviend), musi h nabyvat na elipse svého
maxima a minima. Proto v [2,—4] nabyvé svého globdlnfho maxima a v bodé [0,4] svého globdlniho
minima. [1.5b za zduvodnéni a popis extrémi.]

2. a) [1b] Zderivujeme 422 — 2% — 22 + y — 2z = 0 parcidlné podle z a y, piicemz chidpeme z jako funkci
proménnych = a y. Dostaneme

2z(z4+1)— (4o —1)=0 a 2z,(z+1)—-1=0,

coz v bodé [z,y, 2] = [0,0,0] znamend z, = —1a z, = %, [0.5b za postup a 0.5b za spravny vysledek].

b) [1b] Ukédzeme vypocet viech druhych parcidlnich derivaci. Dalsi derivaci z,(z + 1) — (dz — 1) = 0
podle z a podle y a také derivaci 2z,(z + 1) — 1 = 0 podle y postupné dostavame

Zee(Z+ 1)+ (22)° =4 =0, 2yy(z+1)+2:2,=0 a zy,(z+1)+(2,)*=0.

V bodé [z,y,2] =[0,0,0] a pro z, = —1 a z, = % tedy dostavame

1

Zrx Rry )\ _ 3 2
- b)

Zry  Ryy % —%

[0.5b za postup vypoctu 2, a 0.5b za spravny vysledek véetné matice druhych derivaci].

¢) [1b] Tayloruv polynom funkce z = f(z,y) se stfedem v pocétku je

To(a,b) = £(0,0) + (~1,3) (Z) #5000 @ i) (Z> B

=—a+ %b—i— %az + %ab— %bg,
[0.5b za postup a 0.5b za spravny vysledek].

3. a) [1.5b] Hledané body jsou [0, —3], [0,3] a [—2,1] + obrazek, [0.5b za nacrt, 0.5b za postup vypoctu
bodu a 0.5b za spravny uplny vysledek].

b) [2b] Mnozina A je plocha mezi kiivkami y = 22 —3 ay = 2 + 3 pro —2 < z < 0, [0.5b za meze
intergralu]. Tedy

0 rot3 0
// xda:dy:/ / :L’dydx:/ z(—2® +2+6)dr = [fix4+%x3+3z2}0_2:f?.
A —2Ja2-3 -2

[0.5b za spravné poradi integrace, 0.5b za postup integrovéni a 0.5b za spravny vysledek].



