2. vnitrosemestralni pisemka — MB203 — podzim 2019 — 28. 11.
SKUPINA — A

Na feSeni je 60 minut. Piste jen na pfednf strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentédiem. (Redeni sestévajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (3.5 bodu) Podmnozina M C R?
M={(x,y,2) €R®[2® +¢* <4, 2 <6, 2> 50" +y") },
je rotacni oblast (tento fakt nedokazujte).

a) Urcete osu rotace a nacrtnéte prunik mnoziny M s rovinou y = 0.
b) Uréete objem oblasti M.

2. (4.5 bodu)

a) Popiste vSechna feseni diferencidlni rovnice y” + 3y’ — 4y = 0.
b) Najdéte obecné feseni diferencidni rovnice y” + 3y’ — 4y = 8(x — 1)

¢) Urcete Feseni rovnice ' +3y' —4y = 8(x—1)? splnujici po¢atecni podminky y(0) = —£2
a y'(0) = 0.

3. (2 body) Médme tfi urny s micky:
— v urné L. je jeden ¢erny, dva bilé a tfi ¢ervené micky,
— v urné II. je jeden cerny, jeden bily a dva ¢ervené micky,
— v urné III. je dva ¢erné, dva bilé a dva ¢ervené micky.

Néhodné vybereme jednu z téchto uren a z ni tii micky (bez vraceni). Urcete pravde-
podobnost, ze byla vybrana druhd urna, jestlize tii vybrané micky byly ruznych barev.



2. vnitrosemestralni pisemka — MB203 — podzim 2019 — 28. 11.
SKUPINA — B

Na feSeni je 60 minut. Piste jen na pfednf strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentédiem. (Redeni sestévajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (3.5 bodu) Podmnozina M C R?
M={(z,y,2) eR’ |2 +¢> <16, 2> -1, <2’ +¢*},
je rotacni oblast (tento fakt nedokazujte).

a) Urcete osu rotace a nacrtnéte prunik mnoziny M s rovinou y = 0.
b) Uréete objem oblasti M.

2. (4.5 bodu)

a) Popiste vSechna feseni diferencidlni rovnice y” + 3y’ — 10y = 0.
b) Najdéte obecné feseni diferencidn{ rovnice y” + 3y’ — 10y = 1022 + 14z + 24.

c) Urcete feseni rovnice y” + 3y’ — 10y = 1022 + 142 + 24 splitujici pocatecni podminky
y(0) =~ a y/(0) = 0.

3. (2 body) Studenti tif obortu (matematiky, fyziky a informatiky) jsou rozmisténi v uéebnach
A, B a C nasledovné:

— v ucebné A jsou tii studenti matematiky, jeden student fyziky a jeden student infor-
matiky,

— v ucebné B jsou dva studenti matematiky, dva studenti fyziky a dva studenti infor-
matiky;,

— v ucebné C je jeden student matematiky, dva studenti fyziky a dva studenti informa-
tiky:.

Néhodné vybereme jednu z téchto u¢eben a z ni tii studenty (bez vraceni). Urcete pravde-
podobnost, ze byla vybrana uc¢ebna B, jestlize tfi vybrani studenti byli z ruznych oboru.



2. vnitrosemestralni pisemka — MB203 — podzim 2019 — 28. 11.
SKUPINA — C

Na feseni je 60 minut. Piste jen na pfednf strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentdiem. (Redeni sestévajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (3.5 bodu) Podmnozina M C R?
M={(z,y,2) e R’ |2® +y* <4, 2<3, 2> 22" +¢°) },
je rotacni oblast (tento fakt nedokazujte).

a) Urcete osu rotace a nacrtnéte prunik mnoziny M s rovinou y = 0.
b) Uréete objem oblasti M.

2. (4.5 bodu)

a) Popiste vSechna feseni diferencidlni rovnice y” + 4y’ — by = 0.
b) Najdéte obecné feseni diferencidni rovnice y” + 4y’ — 5y = 25(x — 1)

c) Urcete fesenf rovnice y” + 4y’ — 5y = 25(x — 1)? spliujici pocdtecni podminky y(0) =
—2ay'(0)=3.

3. (2 body) Médme tfi urny s micky:
— v urné L. je jeden ¢erny, jeden bily a dva cervené micky,
— v urné II. je dva ¢erné, dva bilé a dva ¢ervené micky,
— v urné III. je jeden cerny, dva bilé a tii cervené micky.

Néhodné vybereme jednu z téchto uren a z ni tii micky (bez vraceni). Urcete pravdépo-
dobnost, ze byla vybrana tieti urna, jestlize tfi vybrané micky byly ruznych barev.



2. vnitrosemestralni pisemka — MB203 — podzim 2019 — 28. 11.
SKUPINA — D

Na feseni je 60 minut. Piste jen na pfednf strany listu. (Zadni strany nebudou opraveny ani skenovény.)
Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentdiem. (Redeni sestévajici
pouze z odpoveéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (3.5 bodu) Podmnozina M C R?
M={(z,y,2) eR’ |2 +y* <1, 2> -2, 2 < —1(2*+¢°) },
je rotacni oblast (tento fakt nedokazujte).

a) Urcete osu rotace a nacrtnéte prunik mnoziny M s rovinou y = 0.
b) Uréete objem oblasti M.

2. (4.5 bodu)

a) Popiste vSechna feseni diferencidlni rovnice y” + 2y’ — 8y = 0.
b) Najdéte obecné feseni diferencidni rovnice y” + 2y — 8y = 16(x + 1)

c) Urcete fesenf rovnice y” + 2y’ — 8y = 16(z + 1)? spliujici pocdtetni podminky y(0) =
11 /

3. (2 body) Studenti tif obortu (matematiky, fyziky a informatiky) jsou rozmisténi v uéebnach
A, B a C nasledovné:

— v ucebné A jsou dva studenti matematiky, dva studenti fyziky a dva studenti infor-
matiky,

— v ucebné B je jeden student matematiky, dva studenti fyziky a dva studenti informa-
tiky,

— v ucebné C jsou tfi studenti matematiky, jeden student fyziky a jeden student infor-
matiky.

Néhodné vybereme jednu z téchto u¢eben a z ni tii studenty (bez vraceni). Urcete pravde-
podobnost, ze byla vybrana uc¢ebna B, jestlize tfi vybrani studenti byli z ruznych oboru.



ReSeni a bodovani

Popsané bodovani pouzivé i pulbody. Pocet bodu, ktery vidite v naskenovaném opraveném freSeni, je dese-
tindsobkem poctu skuteé¢nych bodu.

Skupina A:

1. a) [1b] Mnozina M je ¢4st vélce s osou z o polomérem 2, kterd je zespoda ohrani¢end paraboloidem
z = %(sc2 + 3?) a seshora ohrani¢end rovinou z = 6. Osa rotace je osa z, [0.5b], a prinik s rovinou
y = 0 je oblast mezi pfimkami z = —2 a x = 2 zespoda ohranic¢end parabolou z = %xQ a seshora
ohrani¢end piimkou z = 6, [0.5b].
b) [2.5b] Pouzijeme vélcové soufadnice, tj. provedeme transformaci do polarnich souradnic (z,y) =
(rcos p, rsin ), pficemz z2-tovd souradnice se neméni. Tedy budeme integrovat pfes oblast novych
proménnych

1
0<ep<2r, 0<r<2 a §(x2+y2)§z§6,

[0.5b]. Determinant z Jacobiho matice je r, [0.5b], takze hledany objem V je

2m 2 6 2m 2
1% :// dxdydz = / / / rdzdrdy = (/ dgp) (/ r(6 — %r2)d7‘) =
M ©=0Jr=0Jz=31r2 =0 r=0

=2 [~4rt +3r2]2 = 27 - 10 = 20m,
[0.5b za spravné poradi integrace, 0.5b za postup integrovani a 0.5b za spravny vysledek].
2. a) [1b] Diferenciéln{ rovnice y” + 3y’ — 4y = 0 m4 charakteristicky polynom A% +3\A—4 = (A+4)(A—1),
[0.5b], ktery m4 kofeny —4 a 1. Tedy fesen{ jsou tvaru Cre=4* + Cye®, C1,Cy € R, [0.5b].
b) [2.5b] Rovnice je y” + 3y’ — 4y = 8(z — 1)? m4 pravou stranu 4(z + 1)? = 822 — 16z + 8, coz je
polynom stupné dva — partikuldrni feseni y,(x) tedy budeme hledat ve tvaru polynomu stupné dva,
[0.5b]. (Piesnéji, prava strana je tvaru 8(z? — 2z + 1) - %%, kde 0 nent kofenem charakteristického
polynomu.) Tedy y,(z) = az® + bz + ¢, tj. y)(x) = 2az + b a y)/(z) = 2a, coz po dosazeni do rovnice
déva

2a + 3(2ax + b) — 4(ax? + bx + ¢) = —4ax® + (6a — 4b)x + (2a + 3b — 4c) = 82> — 162 + 8,

[0.5b]. Porovnanim koeficienti polynomu dostaneme soustavu rovnic —4a = 8, 6a — 4b = —16,
2a + 3b — 4c = 8, [0.5b], kterd m4 feseni a = =2, b =1, c = —%, [0.5b]. Tedy hledané partikuldrni
fesen je y,(z) = —22% + z —  a obecné fedent je, [0.5b],

y(z) = Cre ™ + Coe® — 222+ — 9, C1,Cr €R.
¢) [1b] Pouzitim po¢dtecnich podminek pro y(z) = C1e™4® + Cae® — 2% + x — § dostaneme
y(0)=Ci+Co—§=—1 a /(0)=—4C1 +Co+1=0,

[0.5b]. Tato soustava rovnic mé fesenf C; = 0 a Cy = —1, tedy hledané fesen{ je y(x) = —e® — 222 +

z — 9, [0.5b].

3. Pracujeme s jevem A, ze budou vytazeny micky ruznych barev, a také budeme potiebovat jevy U;, ze
k vybéru byla zvolena urna &islo i € {1,2,3}. Cheeme uréit P(Uy|A). Plati P(U;) = £ a pouzijeme vztah

3
P(U,|A) = EAIZIET) [0 5b]. Plati

6 1 2 1 8 1
P(A) =P(A|Uy)P(Uy) + P(A|U2) P(Uz) + P(A|U3) P(Us) = @ 3 E 3 @ 3=

3 3 3

_6 1,21 8 1 12 2

20 3 4 3 20 3 30 5

[0.5b za postup a 0.5b za vysledek]. Tedy
2 1
_PAUYPWU,) ()3 5 5

[0.5b).



ReSeni a bodovani

Popsané bodovani pouzivd i pulbody. Pocet bodu, ktery vidite v naskenovaném opraveném feSeni, je dese-
tindsobkem poc¢tu skute¢nych bodu.

Skupina B:

1. a) [1b] Mnozina M je ¢ast vdlce s osou z o polomérem 4, kterd je zespoda ohrani¢end rovinou z = —1
a seshora ohrani¢ena paraboloidem z = x2 + y2. Osa rotace je osa z, [0.5b], a prinik s rovinou y = 0
je oblast mezi primkami x = —4 a x = 4 zespoda ohrani¢end piimkou z = —1 a seshora ohranic¢end

parabolou z = x2, [0.5D].

b) [2.5b] Pouzijeme vélcové soufadnice, tj. provedeme transformaci do polarnich souradnic (z,y) =
(rcos p, rsinp), piicemz z-tovd souradnice se neméni. Tedy budeme integrovat pfes oblast novych
proménnych

0<ep<2r, 0<r<4 a —1<z<a?+4>

[0.5b]. Determinant z Jacobiho matice je r, [0.5b], takze hledany objem V je

21 4 r? 21 4
1% :/// dwdydz = / / / rdzdrdp = (/ d@) (/ r(r? + l)dr) -
M =0 Jr=0Jz=-1 ©=0 r=0

=2 (Lt 4 Lp2]) = 27 - 72 = 144m,
[0.5b za spravné pofadi integrace, 0.5b za postup integrovani a 0.5b za spravny vysledek].

2. a) [1b] Diferencidlni rovnice y” +3y’ — 10y = 0 m4 charakteristicky polynom A2 +3X—10 = (A+5)(A—2),
[0.5b], ktery m4 kofeny —5 a 2. Tedy feSeni jsou tvaru Cre=5 + Cye?*, C1,Cy € R, [0.5b].
b) [2.5b] Rovnice je ¥ + 3y’ — 10y = 102? + 142 + 24 m4 pravou stranu 1022 + 14z + 24, coz je
polynom stupné dva — partikuldrni feseni y,(x) tedy budeme hledat ve tvaru polynomu stupné dva,
[0.5b]. (Pfesngji, pravd strana je tvaru (1022 4 14z +24) - €%, kde 0 neni kofenem charakteristického
polynomu.) Tedy y,(z) = az® + bz + ¢, tj. y)(x) = 2az + b a y)/(z) = 2a, coz po dosazeni do rovnice
dava

2a + 3(2ax + b) — 10(az? + bz + ¢) = —10az? + (6a — 10b)x + (2a + 3b — 10c) = 102? + 14z + 24,

[0.5b]. Porovnénim koeficienti polynomu dostaneme soustavu rovnic —10a = 10, 6a — 10b = 14,
2a+3b—10c = 24, [0.5b], kterd mé fesenia = —1,b= -2, ¢ = 71—56, [0.5b]. Tedy hledané partikuldrn{

fesen{ je y,(z) = —x? — 22 — 1% a obecné feseni je, [0.5b],

y(z) = Cre ™ + Coe®™ —2® — 20— 8 O, eR.

c) [1b] Pouzitim pocdtecnich podminek pro y(z) = C1e=5* + Cae*® — 2% — 2z — 12 dostaneme
11
5

y0)=Cr+Co— 2 =- a y(0)=-5C1+2C, —2=0,

5

[0.5b]. Tato soustava rovnic mé Feseni C1 = 0 a Cp = 1, tedy hledané feSenf je y(z) = e** —z* 22— 18,
[0.5b)].

3. Pracujeme s jevem D, ze budou vybrani studenti ruznych oboru, a také budeme potiebovat jevy Ua, Up
a Ug, ze k vybéru byl zvolena uéebna A, B nebo C. Chceme urcit P(Ug|D). Plati P(Ua) = P(Ug) =
P(Uc) = § a pouzijeme vatah P(Ug|D) = ZPLZ2IUE) [0.5b]. Platf

31 8 1 4 1
P(D) =P(D|U4)P(U4) + P(D|Up)P(Ug) + P(D|Uc)P(Uc) = —= - st 3tE 3
() (3) ()

31, 8 1,41 1

10 320 3 10 3 30’
[0.5b za postup a 0.5b za vysledek]. Tedy

8
P(DIU)PWUs) 9 3 35
P(D) . 4 1n

[0.5b).



ReSeni a bodovani

Popsané bodovani pouziva i pulbody. Pocet bodu, ktery vidite v naskenovaném opraveném freSeni, je dese-
tindsobkem poc¢tu skute¢nych bodu.

Skupina C:

1. a) [1b] Mnozina M je ¢dst vélce s osou z o polomérem 2, kterd je zespoda ohraniGend paraboloidem

z = —2(2? + y?) a seshora ohranicena rovinou z = 3. Osa rotace je osa z, [0.5b], a priinik s rovinou
y = 0 je oblast mezi piimkami x = —2 a 2 = 2 zespoda ohranicens parabolou z = —2x2 a seshora
ohrani¢end pifmkou z = —1, [0.5b].

b) [2.5b] Pouzijeme vélcové soufadnice, tj. provedeme transformaci do poldrnich souradnic (z,y) =
(rcos,rsinp), pricemz z-tovd souradnice se neméni. Tedy budeme integrovat pies oblast novych
proménnych

0<p<2r, 0<r<2 a —2@>+y*)<2<3,

[0.5b]. Determinant z Jacobiho matice je r, [0.5b], takze hledany objem V je

2m 2 3 2m 2
14 z/// dzdydz = / / / rdzdrdyp = (/ d(p) (/ r(3+ 27‘2)dr) =
M ©=0Jr=0Jz=—2r2 =0 r=0

=2r[Lrt 4 3r2]; = 27 - 14 = 28,
[0.5b za spravné pofadi integrace, 0.5b za postup integrovani a 0.5b za spravny vysledek].
2. a) [1b] Diferencidln{ rovnice y” +4y’ — 5y = 0 m4 charakteristicky polynom A% +4XA—5 = (A+5)(A—1),
[0.5b], ktery m4 kofeny —5 a 1. Tedy fesen{ jsou tvaru Cre=5% + Cye®, C1,Cy € R, [0.5b].
b) [2.5b] Rovnice je y” + 4y’ — 5y = 25(x — 1)? m4 pravou stranu 25(x — 1)? = 2522 — 50x + 25, coz
je polynom stupné dva — partikuldrni fesen{ y,(z) tedy budeme hledat ve tvaru polynomu stupné
dva, [0.5b]. (Pfesnéji, pravd strana je tvaru 25(z — 1)? - €%, kde 0 nens kofenem charakteristického

polynomu.) Tedy y,(z) = az® + bz + ¢, tj. y)(x) = 2az + b a y/(z) = 2a, coz po dosazeni do rovnice
dava

2a + 4(2ax + b) — 5(az? + bz + ¢) = —5ax® + (8a — 5b)x + (2a + 4b — 5¢) = 252 — 50x + 25,

[0.5b]. Porovnénim koeficientt polynomu dostaneme soustavu rovnic —5a = 25, 8a — 5b = —50,
2a 4+ 4b — 5¢ = 25, [0.5b], kterd m4 feSeni a = —5, b =2, ¢ = —%, [0.5b]. Tedy hledané partikuldrni
fesen{ je y,(z) = =522 + 2z — ' a obecné Fedent je, [0.5b],

y(z) = Cre™" + Coe® — 522 + 2z — %, C1,Cy €R.

c) [1b] Pouzitim pocatecnich podminek pro y(z) = C1e > + Cye” — 5z? 4 22 — 2 dostaneme
y0)=C1+Co—Z =-2 a ¢(0)=-5C1+Cy+2=3,
[0.5b]. Tato soustava rovnic ma feseni C; = 0 a Cy = 1, tedy hledané feseni je y(z) = e”—5x?+2z— 2,

[0.5D).

3. Pracujeme s jevem A, ze budou vytazeny micky ruznych barev, a také budeme potiebovat jevy U;, ze
k vybéru byla zvolena urna &islo i € {1,2,3}. Chceme uréit P(Us|A). Plati P(U;) = % a pouzijeme vztah
P(Us3|A) = % [0.5b]. Plati

2 1 8 1 6 1
P(A) =P(A|Uy)P(Uy) + P(A|U2) P(Us) + P(A|U3)P(Us) = (T) "3 + (T) "3 + (T) 37

3 3 3

21 8 1 61 13 2

43 20 3 203 30 5

[0.5b za postup a 0.5b za vysledek]. Tedy
6 1
P(AU)P(Us) _ ('3 _ 15 _ 1

[0.5b).



ReSeni a bodovani

Popsané bodovani pouziva i pulbody. Pocet bodt, ktery vidite v naskenovaném opraveném freSeni, je dese-
tindsobkem poc¢tu skuteénych bodu.

Skupina D:
1. a) [1b] Mnozina M je ¢&st védlce s osou z o polomérem 1, kterd je zespoda ohrani¢end rovinou z = —2
a seshora ohrani¢end paraboloidem z = —(z? + y?). Osa rotace je osa z, [0.5b], a prinik s rovinou
y = 0 je oblast mezi pfimkami z = —1 a x = 1 zespoda ohranic¢end piimkou z = —2 a seshora
ohrani¢end parabolou z = —222, [0.5b].

b) [2.5b] Pouzijeme vélcové soufadnice, tj. provedeme transformaci do polarnich souradnic (z,y) =
(rcosp,rsinp), piicemz z-tova souradnice se neméni. Tedy budeme integrovat pfes oblast novych
proménnych

0<p<2r, 0<r<1 a —2§z§—%(az2+y2),

[0.5b]. Determinant z Jacobiho matice je 7, [0.5b], takze hledany objem V je

V= /// dmdydz—/%/r 0/_“ rdzdrdp = (/::Odgp) (/;Or(_;r%rz)dr) _

—277[ 77" —&—r} =27 8—1
[0.5b za spradvné pofadi integrace, 0.5b za postup integrovani a 0.5b za spravny vysledek].
2. a) [1b] Diferencialn{ rovnice y” + 2y’ — 8y = 0 ma charakteristicky polynom A2 +2X—8 = (A+4)(A—2),
[0.5b], ktery m4 koteny —4 a 2. Tedy fesen{ jsou tvaru Cre~** + Cye?®, O, Cy € R, [0.5D].

b) [2.5b] Rovnice je y” + 2y’ — 8y = 16(z + 1)? m4 pravou stranu 16(z + 1)? = 1622 + 32z + 16, coz
je polynom stupné dva — partikularni feseni y,(z) tedy budeme hledat ve tvaru polynomu stupné
dva, [0.5b]. (Pfesnéji, pravd strana je tvaru 16(z + 1)? - €%, kde 0 neni kotenem charakteristického
polynomu.) Tedy y,(x) = az?® + bz + ¢, tj. Yp(z) = 2ax + b a y, (z) = 2a, coz po dosazeni do rovnice
dava

2a + 2(2ax + b) — 8(az® + bx + ¢) = —8ax?® + (4a — 8b)zx + (2a + 2b — 8¢) = 162% + 32z + 16,

[0.5b]. Porovnénim koeficienti polynomu dostaneme soustavu rovnic —8a = 16, 4a — 8b = 32, 2a +

2b — 8¢ = 16, [0.5b], kterd m4 feseni a = —2, b = —5, ¢ = —13, [0.5b]. Tedy hledané partikuldrni
fesen je y,(z) = —22% — 5z — 12 a obecné fesent je, [0.5b],

y(z) = Cre ™ + Cpe®™ — 22 — 50— 12, 01,05 € R

¢) [1b] Pouzitim po¢dtecnich podminek pro y(z) = Cre=4® + Cye*® — 222 — 5z — 12 dostaneme
() Cl—i-CQ—*:—% a yl(0)2—401+202—5:—3,
0. 5b] Tato soustava rovnic mé fesenf C; = 0 a Cy = 1, tedy hledané fesen{ je y(z) = €2* — 222 —
5r — 13 [0.5b].

3. Pracujeme s jevem D, ze budou vybrani studenti riznych oboru, a také budeme potiebovat jevy Ua, Up
a Ug, ze k vybéru byl zvolena u¢ebna A, B nebo C. Chceme urcit P(Ug|D). Plati P(Us) = P(Up) =
P(Uc) = % a pouzijeme vztah P(Up|D) = %, [0.5b]. Plati
1 4 1
P(D) =P(DIUs)P(Us) + P(DIU5)P(Us) + P(DIUC)P(Uc) = o 5+ 7505 + o
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[0.5b za postup a 0.5b za vysledek]. Tedy
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[0.5b).



