MB152 Diferenciadlny a integralny pocet, skupina 10, 11. cvicenie, 6.1.2021
Nekonecné rady

Priklad 1. Vypocitajte plochu Kochovej vlocky.

Kochova vlocka je fraktal, ktory mozeme skonstruovat nasledujticim sposobom. V nultom
kroku méme rovnostranny trojuholnik. V kroku n-+1 kazdu tusecku tvoriacu objekt z predoslého
kroku rozdelime na tri rovnaké Casti a prostrednt ¢ast nahradime dvomi tseckami tejto dizky
tak, aby spolu so zvyskom obrazca tvorili stvisli lomena ¢iaru maximalizujicu ohranicent
plochu. Toto zopakujeme oo-krat.
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Vypoéitame plochu, ktort ohrani¢uje Kochova krivka. Ozna¢me symbolmi a a S dizku
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sucet obsahov niekolkych trojuholnikov, preto potrebujeme zistit ich obsahy a pocet. V kazdom
kroku pocet tise¢iek narastie Styrikrat a v kroku n+1 pribudne tolko trojuholnikov, kolko tseciek
tvori obrazec v kroku n. Dizka strany pridavanych trojuholnikov sa v kazdom kroku zmensi
trikrat, takze ich obsah sa zmensi devitkrat. Celkova plocha P je
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Pozrime sa na dlzku Kochovej krivky. V skuto¢nosti v kazdom kroku rozdelime vsetky
tisecky na tretiny a do obrazca pridame este tretinu tohto nového poétu tseciek. Celkova dizka
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Kochova krivka je prikladom krivky s nekone¢nou diZkou ohrani¢ujtcej plochu s koneénym
obsahom. ¥

Priklad 2. Urcte sucet nasledujiceho radu:
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Najprv upravime jednotlivé ¢leny a,. Pouzijeme rozklad na parcialne zlomky:
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Poslednt rovnost vynasobime spoloénym menovatelom a dopocitame koeficienty A a B:

A-B=1 _ B=-1

1=A2n+1)+B2n—1)=1=(2A+2Bn+A—-B= A+B—0 = A:%

Teraz sa pozrieme na n-ty c¢iastoény sucet s,:
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V kone¢nom désledku dostavame
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Priklad 3. Vyrieste nasledujticu rovnicu:
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Lavé strana rovnice je geometricky rad:
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COS T sin 2x

cosT +sinx  cos2z + sin2x
cos x(cos 2z + sin 2x) = sin 2z(cos x + sin x)
cos z(cos® & — sin® x + 2sinx cos ¥) = 2sin x cos z(cos x + sin x)
cos? x — sin® x 4 2sin x cos x = 2sin x(cos x + sin x)
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V3

— 42
COS T 9

:xe{%+kwMeZ}UF%+kﬂkeZ}

Pri vipocte sme vyuzili fakt, Ze kvocient ¢ spliial |¢| = |—tanz| < 1, ktory musime spétne
overit:
sin % 1
[tanz| = |—| = |=%=| = —= < L. ¥
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Priklad 4. Nech je postupnost {a,}>, dana rekurentne rovnostou a, 2 = 3a,11 — 2a,. Roz-
hodnite o konvergencii radu )~ a,.

Riesenie rekurentného vztahu a, 1o —3a,+1+2a, = 0 ma tvar a,, = e\ +co A5, kde ¢, 0 € R
a A1 a Ay st korefimi rovnice A2 — 3\ + 2 = 0. Zrejme plati A2 € {1,2}, takze a, = 12" + ¢
pre akékolvek ¢, co € R. Overme nutni podmienku konvergencie:

o0, c1 > 0,
lim a, = lim (¢;2" 4 ¢3) = { —o0, c1 <0,
Co, C1 = 0.



Vidime, Ze nutnd podmienka konvergencie je splnend len v pripade ¢; = ¢ = 0, teda len ak
{an}22 o = {0}52,. Iba v tejto situdcii uvedeny rad konverguje so stuc¢tom 0. ¥

Priklad 5 (porovnavacie kritérium). Rozhodnite o konvergencii radu
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Podla porovnévacieho kritéria rad diverguje. ¥

Priklad 6 (porovnavacie kritérium). Rozhodnite o konvergencii radu
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Uvedeny rad obsahuje len nezédporné ¢leny, a preto podla porovnavacieho kritéria konverguje.
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Priklad 7 (integralne kritérium). Rozhodnite o konvergencii radu

= =1 1 o <1 1 171%™
X UU/ _10ng Uu_ _xl == |:_ ng:| +/ _dJT = 2—+ |: :|
1

[ve,20), je uvedeny rad podla integ-
ralneho kritéria konvergentny. ¥

Priklad 8 (integralne kritérium). Rozhodnite o konvergencii radu
S
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Kedze je funkcia eV® nezdporna a nerastiica na intervale [0, 00), je uvedeny rad podla integ-
ralneho kritéria konvergentny. ¥



Priklad 9 (podielové kritérium). Rozhodnite o konvergencii radu
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v zavislosti od parametra a € [0, c0).
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Uvedeny rad obsahuje len nezaporné ¢leny, a preto podla podielového kritéria konverguje pre
a € [0,1) a diverguje pre a € (1,00). V pripade a = 1 sa jednd o harmonicky rad, o ktorom
vieme, ze diverguje. ¥

Priklad 10 (podielové kritérium). Rozhodnite o konvergencii radu
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Uvedeny rad obsahuje len nezaporné ¢leny, a preto podla podielového kritéria konverguje pre
kazdé a € [0, 00). ¥

Priklad 11 (odmocninové kritérium). Rozhodnite o konvergencii radu
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Z (arctan n)
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v zavislosti od parametra a € [0, c0).
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Podla odmocninového kritéria rad konverguje pre a € [0, ) a diverguje pre a € (5, 00). Pozrime
sa na nutni podmienku konvergencie v pripade a = 7:
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~ lim nlog { ———— | = lim = — lim
n—00 arctann n—o00 1 oo 1
n n
a 1 1
I'Hosp. . arctann a1+ n? . n? 2
— — lim =l N ==
H n-yo0 1 n—oo arctann(l +n?) 7w
n2
: 2
= lim a, = e~ #0,
n—oo
¢o znamend, Ze uvedeny rad pre a = 7 diverguje. ¥
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Priklad 12 (odmocninové kritérium). Rozhodnite o konvergencii radu
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¢o znamend, Zze podla odmocninového kritéria uvedeny rad konverguje. ¥

Priklad 13 (alternujtci rad). Rozhodnite o konvergencii radu

Z log n

n:l

V pripade, zZe konverguje, odhadnite chybu pri aproximacii si¢tom prvych 99 ¢lenov.
Jedna sa o alternujuci rad, ¢o znamend, ze nutnd podmienka konvergencie je zaroven aj
postacujicou podmienkou:

lim =0,
n—oo 1 — logn n—oo . logn
n
a preto rad konverguje. Plati nasledujtci odhad:
=, (-1 1
Z ————— — Sg9| < |ajg0] = —————— = 0,01048274840418150929127966309189. *
—~n— logn 100 — log 100

Priklad 14 ((ne)absolutna konvergencia). Rozhodnite, ¢i rad
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konverguje absolutne, relativne, alebo diverguje.
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sinn

Podla porovnavacieho kritéria rad ) -, Sgln”‘ konverguje, ¢o implikuje aj konvergenciu pévod-

ného radu. Rad )7 ) %22 konverguje absolttne. ¥
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Priklad 15 ((ne)absolitna konvergencia). Rozhodnite, ¢i rad

[e.e]
Z tan —

n=1

konverguje absolutne, relativne, alebo diverguje.
Jedné sa o alternujuci rad, takze staci overif nutni podmienku konvergencie:

1
lim a, = lim (—1)" tan — = 0,
n— o0 n— o0 n

¢o znamend, Ze rad )~ (—1)" tan 1 konverguje. Na druhej strane

g Ztan—>2—:

takze podla porovnavacieho kritéria rad >~ | }(—1)” tan%’ diverguje. Rad )
konverguje relativne, neabsoltutne.

(—1 tan —

Priklad 16. Vysetrite konvergenciu radu

takze rad diverguje.

Priklad 17. VysSetrite konvergenciu radu

takze povodny rad konverguje.
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