MB152 Diferencidlny a integralny pocet, skupina 10, 12. cvicenie, 13.1.2021
Mocninné rady

Priklad 1 (obor konvergencie). Uréte interval konvergencie radu

o0
Z n’z".
n=1
Pre polomer konvergencie R plati

é, lim, oo ¥/|an| =a € R,

R=<0, lim,, 00 ¥/ |an| = o0,

00, lim,, 0 /]an| = 0.

Pocitajme:

lim {/|a,| = lim Vn?2= lim {nyn= lim Yn-lim Yn=1-1=1.
n—o00 n—o00 n—o00 n—o00

n—oo

Takze polomer konvergencie je 1 a rad uréite konverguje pre € (—1,1). V pripadoch x = +1
nie je splnend nutnd podmienka konvergencie, takZe obor konvergencie je (—1,1). »

Priklad 2 (obor konvergencie). Uréte interval konvergencie radu

00 _
" 1

Z n3n—1 '

n=1

an+1

Vieme, ze ak existuje limita lim, . | ot |, potom existuje aj limita lim, . {/|a,| a st si
navzajom rovné. Pozrieme sa teda na prva z nich:

1
. an . (n+1)3 n3nt _ n 1
lim = lim ——— = lim ——— = lim = —,
ngnfl

Takze polomer konvergencie je 3 a rad urcite konverguje pre = € (—3,3). VySetrime krajné
body intervalu. Pre x = —3 sa jedna o konvergentny Leibnizov rad. Pre x = 3 mame docinenia
s divergentnym harmonickym radom. Obor konvergencie je preto [—3, 3). ¥

Priklad 3 (obor konvergencie). Urcte interval konvergencie radu

o0

> (=1)"(2n + 1)z

n=0

Uvedomme si, ze koeficienty tohto mocninného radu st dané nasledujicim predpisom:

. (=D*(2k +1), n=2k, ke N,
"o, n=2k—1,keN.

Vysetrime limitu podpostupnosti { X/ |ask|}22;:
1

1
lim %/|ag,| = lim %2k + 1= lim (2k 4+ 1)? = lim exp (—log (2k + 1))
k—o0 k—o00 k—o00 k—o0 2k

1



log(2k + 1
o ) oy

Postupnost {{/]a,|}5%, sa skladd z dvoch podpostupnosti { %/[agr]}52, a { *V/]aw 1]},
z ktorjch ma jedna limitu 1 a druha m4 limitu 0. To znamena, Ze limita postupnosti { ¥/]a, |},
neexistuje. To ndm nevadi, pretoze vieme, ze predpoklad o existencii tejto limity je prilis silny a
k vypoctu polomeru konvergencie ndm staci spocitat lim sup,, _, W , o je najvacsia limitna
hodnota konvergentnych podpostupnosti postupnosti {m 1> ;. Tou je zrejme ¢islo 1.
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Polomer konvergencie je preto R = % = 1, ¢o znamen4, ze dany mocninny rad urc¢ite konverguje
pre z € (—1,1). Pre x = £1 nie je splnena nutna podmienka konvergencie. Obor konvergencie
mocninného radu je preto (—1,1). >
Priklad 4 (stcet). Vypoditajte

00 l’n_
Zéln—l

n=1

Vyuzijeme moZnost zdmeny sumécie a integracie:

[e.9]

S-S S () - (£

n=1 n=1

Rad v zatvorke je geometricky s qvocientom ¢ = t* a pociatoénym séitancom ¢2. Dalej predpo-
kladajme |t*] < 1, teda —1 < ¢t < 1.

/OI (ifm_g) dt:/ow 114 dt:/ox (1—t)(1ft)(1+t2) at

Dalej uskutoénime rozklad na parcidlne zlomky:

t? A B  Ct+D
(1=t +t)(1+2) ¢ 1+t 1+
tP=A01+)1+#)+ B —t)(1+1*) + (Ct+ D)(1 +t)(1 — ).

Po dosadeni t =1 at = —1 dostaneme A = }L aB=2
A7 =2+ 288 +4(Ct + D)(1 + t)(1 — ) C—o
—2(1—1?) = 4(Ct + D)(1 +t)(1 — 1) = 5 ; 7
—2=4Ct+4D 2



Moézeme pokracovat:

e B | 1 2 1 1+x 1
= - — dt = =1 — — arctan z. ¥
;471—1 4/0 ¢ 11¢ 1+ 4Og<1—x) g Artan®

Priklad 5 (stcet). Vypocitajte

i "(2n+ 1)
5 .
n=0 5 "

UvaZzujme mocninng rad Y7 (—1)"(2n+1)2*". Ak za x dosadime 1 dostaneme &selny rad,
ktorého stucdet mame najst. Overme, ¢i ¢islo % patri do oboru konvergencie tohto mocninného
radu. V priklade 3 sme zistili, Ze obor konvergencie tohto radu je interval (—1,1) a ¢islo % do
neho zrejme patri. MoZeme sa pustit do s¢itavania:

ST (=1rEn 412 =Y (-1 @y = (Z(—l)nx%H) - (1 fx?)

_1+x2—2x2_ 1— a2
(14222 (1+22)Y

Pre z = % dostavame

1-(3)? 3 24-25"  25-6 150 >
=25 — = = .
(1+(1)22 2 25-262 13-13 169
Priklad 6 (stcet). Vypocitajte
“n+2
S
=nt 1
Zac¢neme geometrickym radom:
e //
n+1 1
/ Zx dx—Z/x da:— o —log(l—2z)+c= /1_$dm.
Dosadenim x = 0 zistime, Ze ¢ = 0. M6Zeme pokracovat:
o n+1
o 1= —log(1 — z) /-x
= g2 d
= _zlog(l — =
nZ:O n+1 wlog( 7) dx
0 n oo e o] n+2 1 X !/
"= —log(1 — = (—zlog(1l —
- 2 log(1 — 1
Z”+ xn:_Og( I)+ '
—~n+ 1 T 1—2z

Polomer konvergencie radu >~ 2" je 1. VSetky pouzité Gpravy zachovévaji polomer konver-
gencie, takze aj polomer konvergencie radu zo zadania je 1. Pre x = £1 nie je splnend nutna
podmienka konvergencie, takze obor konvergencie je (—1,1). ¥
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Priklad 7 (stcet). Vypocitajte
i (_1)n—1x2n
“—~ n(2n—1)

Opif za¢neme geometrickym radom:

1
n—1_2n—2 __
Seartat— /]
00 00 > — 1) lgp2n—1
[y =3 feymae = S S —acans +e
n —
n=1 n=1 n=1

Dosadenim x = 0 zistime, ze ¢ = 0. Pokracujme:

o0 n 1,2n—1
E = arctanx / /
-1

n=1

0 1)n 1 2n
Z (2 1 / arctan xz dx
2n(2n —

n=1

1
T 1422
v =1 V=21

u = arctanx o

t ! 2 t Ly (1+2°) +

= rarctanx — — = rarctanx — = lo x c.
2] 1+a2 5 8

Opit po dosadeni z = 0 zistime, Ze ¢ = 0. Po vynésobeni tejto rovnice ¢islom 2 sa dostaneme

k zelanému vysledku:

n12n

= 2z arctanz — log(1 + 2*).
; n2n—1 zarctan x — log(1 + x*)

Ziadna z uprav nezmenila povodny polomer konvergencie R = 1. Pre x = =41 je uvedeny
rad alternujici a navySe spliia nutnt podmienku konvergencie, takZe konverguje pre kazdé
€[-1,1]. ¥

Priklad 8. Rozviiite funkciu f(z) = y/x do Taylorovho radu so stredom v bode zq = 1. Najdite
obor konvergencie tohto radu.
V cvideni 4 sme odvodili vzorec pre vypocet n-tej derivicie funkcie f(x) = \/x:

n—1
f”%x%=%'(—%) (2n =3

Taylorov rad funkcie f(x) so stredom v bode 2y = 1 m4 preto nasledujtci tvar:

Ty =31 1Nx—-m":1_+§:%.(_%>”'.Q@i%ﬁﬂw__nw

Pozrime sa na polomer konvergencie:

(n)

1 (:ﬁ" (2n — 1)!!
2\ 2] Thx1n — 1N _
i || | 2\ 2 (n+1)! . (2n — 1) _ o2n—1

1 =
n—oo | 1 ( 1)”—1 (2n — 3)I! nl—>rf>102(n+1)(2n—3)!! nl—>r{>lo2(n—|—1)

2\ 2

n—0o | Qp,

n!



TakZe rad uréite konverguje pre x € (0,2). Pre x = 2 je to alternujtci rad spliiajici nutnt
podmienku konvergencie:

2n — 3)! 1 2n-— 2n — 1
tim (<1t G g gy L 2028 2ems L
n—00 27! n—o00 2n 2(n—1) 2(n—2) 2

<1
kde sme pouzili vetu o troch limitach:
: 1 . (2n — 3)!! 1
— < —qyntA T < — =
e T T

PodTa limitného Raabeovho kritéria rad tiez konverguje pre x = 0. Obor konvergencie Taylo-
rovho radu je preto [0, 2]. es

Priklad 9. S presnostou 10~ urcte fol sin(t?) dt.
Pouzijeme Taylorove rady. Pripomenme, ze funkcia sinus sa da na celom svojom defini¢nom
obore rozviniat do svojho Taylorovho radu:

R =~ (-1)" L,
i T D DY
Taylorov rad funkcie sin(z?) mé preto tvar
26 g0 1 X (—q)n
@)=yt t ;(2n+1)!$

D4 sa ukazat, Ze v kazdom bode z € R plati T'(z) = sin(z?). Integrujme:
/ sin(t?) dt = / Z V2 gy — i /1 L T RY
2n+1 —Jo (2n+1)!

_ (=" mis] N (="
_;{(2n+1)!(4n+3)t }_;(2n+1)!(4n+3)'

0

Uvedeny rad je alternujuci a pre chybu aproximacie n-tym c¢iasto¢nym stuc¢tom mame horny

odhad: )
/ sin(t?) dt — s,
0

Potrebujeme preto najst n, pre ktoré plati |a, | < 107

< |(ln+1| .

1
(2n+3)!(4n+T7)
(2n + 3)!(4n + 7) > 10*

<10

Zrejme prvé n, pre ktoré tato rovnost plati je n = 2. Uréme teda pribliznt hodnotu integréalu:

1 2
, (—1) 11 1 13201147 .
) dt ~ =-— = = =0, 310281385.
/0 sin(#") HZ:O @n+1)dn+3) 3 42 120-11  7-120-11 ’

Presna hodnota je priblizne 0,310268. Funkcia S(z) = [ sin(¢?) dt sa nazyva Fresnelov
integral a okrem iného sa pouziva napriklad pri stavbe ciest a zZeleznic. »
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Priklad 10. Néajdite sucet radov

inm(l —z)" a in%(l — )",
n=0 n=0

kde z € [0, 1].
Sucty obidvoch radov st nulové pre z € {0,1}, takze staci uvazovat pripad = € (0,1).
Zacneme prvym z nich:

N (e Rt
f%—nu—x)"-l——; /-(-1)
ni;n(l—x)"l:ﬁ [x(l—x)
;nx(l—x)”:1;$

Zn(l — )"t = % /-(1—x)
Soni =1

—Zn2(1—x)"71 = 1 = /-(=1)

Y 01— o)t = 270l —1)

3

in2x(1—x)”:(2_x)(1_x) x2—333+2'

2 2

Vypocitali ste prvy a druhy vSeobecny moment nahodnej veli¢iny s geometrickym rozdelenim.

,.).

Priklad 11. Pomocou mocninnych radov vyrieste rovnicu 3" + ay’ + by = 0 popisujicu okrem
iného pohyb tlmeného kyvadla.

Diferencialnu rovnicu y” 4+ ay’ + by = 0 nahradime ekvivalentnym systémom dvoch rovnic
prvého radu:

y =z, 2= —az—by.

V skutoc¢nosti sme len zaviedli substitiiciu z = y'. Privlastok ekvivalentny vyjadruje nasledujicu

vlastnost. Prva zlozka kazdého riesenia (y, z) nového systému urcuje rieSenie pdvodnej rovnice

a naopak kazdé rieSenie y povodnej rovnice urcuje rieSenie (y,y’) nového systému.
Predpokladajme, Ze rieSenie (y, z) sa da rozvinit do mocninného radu:

(o] o0
Yy = E anx"”, z= E bpx™.
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KedZe plati
o [e.e]
y = Z api1(n+1)z", 2 = an+1(n + 1)z"
n=0

musia byt splnené nasledujtice rovnosti

Zanﬂ (n+ 1)z be an+1 (n+ 1)z :—aana: —bZan "

Porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninach dostaneme rovnosti

b, —ab,, — ba,,

py1 = —, bpy1 =
S 1 n+1

)

ktoré mozeme napisat v maticovom tvare

Go)= (2 ) )= (5 ) G
bn+1 _nL—l—l _nL—s—l bn n+1 —b —a bn

Hodnoty (ay, b,) mdzeme vyjadrit v zavislosti od pociato¢nych hodnét (ag, by):
an\ l 0 1\" [ao
b,) nl\-b —a by )
Potrebujeme najst prvky matice
0 1\"_ [in Jn
b —a) \k, l,)°
Zrejme plati
Z.n-l—l jn+1 _ 0 1 Zn jn o kn ln
knii loyr)  \=b —a) \k, l,) \—=bi,—ak, —bj,—al,]’

Z'n-l—l = kN7 kn—l—l = _bzn - akn = _akn - bkn—h

jnJrl = ln; ln+1 = _b,]n —al, = —al, — blnflv

takze

Postupnosti {k,,}5°, a {l,,}7°, st rieSenim linedrnej rekurencie druhého rddu s konstantnymi
koeficientami. Vieme, Ze jej rieSenie mozeme vyjadrit pomocou korefiov A; a Ay charakteristic-
kého polynému A? + a) + b. Vypodet dalej rozdelime na dva pripady podla charakteru tjchto
koretniov.

Korene A\; a Ay st rozne. V takom pripade méa n-ty ¢len postupnosti, ktora je riesenim spo-
minanej rekurencie tvar c; A 4+ coAJ, kde konstanty c; a ¢y st uréené pociatocnou podmienkou.

T4 ma v nasom pripade nasledujici tvar:
i o1y _ (0 1
kl ll o —b —a/’

o Joy (1 0
ko o) \0 1)’

Zdoraznime, Ze plati a = —A; — Ay a b = A\ \y. Po dopocitani tychto konstant nadjdeme hladané
Styri postupnosti:

Ao A 1 1
.n — )\n _ )\n’ .n — _ )\n )\n’
! )\2—>\1 ! >\2 >\1 2 J >\2_>\1 1—i_)\Q_)\l ?
ky, = b o0 AL, l, = — Al AP 4 A AL

A=At A=\ PV VR VDY



Preto plati

Qp\ l Zn jn Qo 1 )\n /\2 —1 422 )\n _Al 1 [ ao
b,) nl\k, [, bo Xo— A \ b =)\ Ao—A \—b Ao \by /)

Pre a,, dostavame

1/ A AL
Ay = E (/\2 — /\1 ((10)\2 — bo) + )\2 — )\1 (—ao)\1 + bo)) s

¢o nas konecne priviedlo k rieseniu y(z):

B d n oAz — by > ATa™ —agA + by > Ay
y(x)_;%a”x - n nz% ST W % !
agAa — b —agA1 + b
— ﬁ exp(A\x) + ﬁ exp(Aa).

Ak Ay a Ay st redlne korene, sme hotovi. V opacnom pripade sa jedna o dvojicu komplexne
zdruzenych koreniov. Oznac¢me A\ = ¢ + id a \y = ¢ — id. Ukazme, ze uvedeny predpis aj tak
zadava realne rieSenie:
) = B2 exp(nn) +
. ao)\g - b()
IRY R

—&0)\1 + bo

)\2 — )\1
(e“(cos(dx) + isin(dz))) + Me“‘(cos(dm) — isin(dz))

Ao — A\
ao(A2 — A1) —2by + ap(Aa + A1)
A2 — A1

Ao — A\
bo — CQy

exp(Aa)

= e“ cos(dx) + e“isin(dx)

= ape™ cos(dx) + e sin(dx).

Pri tipravach sme pouzili Eulerov vzorec €' = cos(dz) + i sin(dz).

Rovnica mé jeden dvojnésobny koreni A\. Ak A = 0, potom ma diferencidlna rovnica tvar y” =
0. Jej rieSenim je potom akykolvek polyném stupiia nanajvys jeden. Dalej preto predpokladajme
A # 0. V takom pripade méa n-ty ¢len postupnosti, ktora je rieSenim spominanej rekurencie tvar
A" + con A", kde konstanty ¢ a c¢o st ur¢ené pociato¢nou podmienkou. Po dopocitani tychto
konstant najdeme hladané Styri postupnosti:

=(1—n)A\", Jn = n)\"_l,
_ n—1 — \" _ 2 n
A L=\ (1+ A) nA™,

Preto plati

an) _ 1 (in gn) (a0 _ 1 [(T—=n)A" nA! a
bn) 0l \kn In) \bo) nl \ =bnA" ' X" — (1+4)nX") \b )

Pre a,, dostavame
1 1
a, = — ((1 —n)A\"ag + n/\“_lbo) = (/\”ag —n\'ag + n)\”_lbg) ,

n!

¢o nés opét priviedlo k rieSeniu y(z):

A"z = Amz" A Lgn
y(x) = Zanx —GOZ OZ +boz( — )

n=0 '

= agexp(Az) — ao)\:p exp()\:p) + box exp()\x) = apexp(Az) + (b — apN)zexp(Az). ¥
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