MB152 Diferencialny a integralny pocet, skupina 10, 2. cvic¢enie, 14.10.2020
Derwadcia funkcie

Na zaciatok uvedieme a pripomenieme niektoré pravidla pre pocitanie s derivaciami, aby
sme sa na ne mohli odvolavat. VSetky mozu byt dohladané v [1], [2] alebo [3].

Veta 1. Nech maju funkcie f(x) a g(x) vlastni deriviciu v bode x a nech ¢ € R je lubovolné.
Potom platia nasledujice rovnosti:

(c- f(x)) =c- fi(x), (1
(f(x) £ g(x)) = f(z) £ g'(2), (2
(f(x) - g(x))" = f'(x) - g(x) + f(z) - g'(2), (3
(@Y @) gle) - fx) - g(x)
Ak g(x) # 0, tak tiez (g(a:)) = (@) . (4)

Veta 2. Nech md funkcia g vlastni derivdciu v bode xo a nech md funkcia f vlastni derivdciu
v bode g(xg). Potom md derivdciu v bode x¢ aj zloZend funkcia f o g a plati

(f ©9)' (o) = f'(9(x0)) - g' (o). (5)
Veta 3. Ak je funkcia [ spojitd a rydzo monotonna na intervale J a ak je yo € J wvniutorny
bod tohto intervalu taky, Ze f md v yo derivdciu, potom md inverznd funkcia f=' derivdciu v
bode xo = f(yo) a plati nasledugice:

o Ak f/(yo) £ 0, potom (f~1) (z0) = — !

Fi(xo) — F'(f(yo))

oo pre f rasticu

—oo pre f klesajicu

o Ak f'(yo) = 0, potom (f~1)'(x9) = {

Veta 4. Nech r € R~ {0}. Platia nasledugice rovnosti:

1

(xr)/ — T‘ZL‘T_I, (6) (log :L‘) - x: . (13)
(sinz)" = cosx, (7) (log, z) = T Toga’ (14)
(cosz) = —sinw, (8) AV ;
(tanz)’ = ( 1 5 (9) (arcsinz)’ = T (15)

Cos T , 1

(COt I)/ _ m’ (10) (aI'CCOS 513) = 1/—1 — 2 ) (16)

() = e, (11) (arctanx)’ = T (17)

(a®) =loga-a®, (12) 1

(arccot z)" =

2 (18)

Posledna veta nam déava ndvod na vypocet derivacii elementarnych funkcii. Podla vety 1
vieme derivovat vyrazy, ktoré vznikli aplikdciou zédkladnych aritmetickych operacii a nakoniec
veta 2 hovori, ako derivovaf zloZzent funkciu. To znamend, Zze vdaka tymto pravidlam sme
schopny zderivovat aktukolvek funkciu, ktord vznikne aplikdciou konecného poctu zakladnych
aritmetickych operacii a elementarnych funkcii na elementarne funkcie. VSeobecny postup pri
derivovani funkcii je nasledujici. Najprv identifikujeme vsetky operacie, ktoré skonstruovali
dany vyraz. Potom na zéklade uvedenych pravidiel budeme tieto operécie derivovat od posledne;j
pouzitej k prvej pouzitej, az kym sa nezbavime vsetkych operatorov derivovania. Vysledny vyraz
zjednodusime. Ukazeme si to na konkrétnych prikladoch.
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Priklad 5. Zderivujte funkciu
1

(x +3)*

Méme dve moZnosti ako postupovat. V kazdom pripade je funkcia f(z) = (z + 3)* zloZenim
funkcii f = aob, kde a(z) = z* a b(z) = x + 3.

L\ _ Ve (@+3)' —1-((z+3)")

((w+3>4) N (z+3)8 w
_0-(x+3) —(ifi())g);;?)) (z +3) (1= 0 a vota 2)
=14z +3)* (' +3)

N (x4 3)8 @
_ —1.4(534;3;)8(1—1-0) ((6) a3 =0)
Az +3) 4
(z+3)%  (z+3)°
1 ’_ 3 —a\! 4 3 -5 3 / ta 2
(i) =@+ 9 =~ w97 r) (et 2)
— 4 (e 3) (4 3) )
=—4-(z+3)77-(140) ((6) a3 =0)
" (x13)
,*.

Priklad 6. Zderivujte funkciu

52 + 4/x + log(z* 4+ 1) — arctan x.
Uvedomme si, e /z = z3, take pri derivovani tejto funkcie mozeme pouzit pravidlo (6).
Funkcia f(z) = log(z? + 1) je zloZenim funkcii, konkrétne f = a o b, kde a(z) = log(x) a
b(z) = 2* + 1.

(52° + 4/x + log(2* + 1) — arctan z)’

= (52°) + (4¥/z) + (log(z* + 1)) — (arctan z)’ (2)
1 1
= 5(z%) + 4(¥/z) + PO (2* + 1) i ((1), veta 2 a (17))
R
2 1 -2 1 24/ ’ 1
=53z +4- = 3+$2+1 ((CE)+1)—1+$2 ((6) a (2))
4 1 1 1
_ 2 _
=15z +§(\3/E)2+x2+1. 2 ((6) a1l =0)
4 1 20 — 1
= 1522 + — .
R Yo el
¥



Priklad 7. Zderivujte funkciu

9 17 9 17 17 9
Cdpm - 2w —3pw 43w —Ugn - 2w 772w — 15
= 3 = 3 = 33
xr2 T2 84128
).).
Priklad 8. Zderivujte funkciu
2
T —XT
elt+z .

(14 x)%

Posledna aplikovana operacia je stéin funkeii f(z) = et a g(x) = ﬁ Funkcia f vznikla
zlozenim funkcii h(x) = e a k(z) = 1 takto: f = hok. Funkcie g a k st podiely polynémov.
Pocitajme:

( x —22 .\ —a? x 2%

el+e ¢+ —m8 —— — el+tz S — + eltx . S
(1~|—x)2) < ) (1+2)? ((1+x)2)

N H/—/ R ;

&r) veta 2 1)
(1) a (6) veta 2: (14+x)2=(aob)(x), kde a(x)=22,b(x)=1+x
v \' e’ (=2®)(1+2)° — (=2?) (L + 2)*)'
= el-}—% . . + el-{—% .
~~ 1+x) (1+x)? (1+x)4
B k() N e
K (z)
=1, podla (6) =1, podla (6) a (2) =1, podla (6) a (2)
=~ —— ——
= ¥ (14+x)—xz(1+z) —a? e —2x(1+2)* — (—2?)2(1+2)- (1 +z)
= e T . . e T .
(1+z)? (1+z)? (1+ax)*
— 22 _ 2 _ (_2
:eﬁ.(l—’_x) T T e, 2¢(1+x)* — (—2%)2(1 4+ x)
(I+2)2  (142)? (1+2)*
149i _;1;2 -+ % —2r
= e T e — e Lz ———
Gra T e

Priklad 9. Zderivujte funkciu
sin(cos?(arctan(z® — 2x))).
Oznac¢me postupne nasledujiice funkcie: f(z) = sinz, g(z) = 22, h(x) = cos(x), i(z) = arctan x

a j(x) = 3 —2z. Pouzitim indukcie sa d4 pravidlo (5) vo vete 2 rozsirif na zlozenie lubovolného
konec¢ného poctu funkcii. V pripade piatich funkcii ma toto pravidlo nasledujuci tvar:

(fogohoioj)(z)=f(g(h(i(j(x))) g (h(i(i(x)))) - K(i(j(x)))-i'(i(x)) - j'(x)



Pouzijic pravidla (7), (6), (8), (17), (2) a (1) dostaneme

1

o2 §'(z) = 32% — 2.

f'(z) =cosz, ¢(x)=2x, h'(x)=—sinz, (z)=

Takze po dosadeni dostaneme

(sin(cos®(arctan(2® — 22))))" = cos(cos?(arctan(x® — 22))) - 2 cos(arctan(z® — 2x))
1

1+ (23 —22)% (32" ~2)

- (—sin(arctan(z® — 2x))) -

Vypocet tejto derivacie sme tiez mohli uskuto¢nit postupnou aplikéciu vety 2:

(sin(cos?(arctan(z® — 2:13)))1)’ = cos(cos?(arctan(z® — 21))) - (SOSQ(arctan(x?’ - 2:13))1)’

’ =(fog)(x), kde f(x)=sinz, g(x)=cos?(arctan(z®—2z)) ‘ ’ =(fog)(x), kde f(z)=x2, g(x)=cos(arctan(z3—2x)) ‘

= cos(cos?(arctan(z® — 27))) - 2 cos(arctan(z® — 27)) - (Sos(aurctam(ar:3 - 296)))'

v~

’ =(fog)(x), kde f(x)=cos , g(x)=arctan(z>—2x) ‘

= cos(cos?(arctan(z® — 2x))) - 2 cos(arctan(z® — 2x)) - (— sin(arctan(z® — 2z)))

- (arctan(z® — 22))’

~~

’ =(fog)(z), kde f(z)=arctanz, g(z)=23—2z ‘

= cos(cos?(arctan(z® — 2x))) - 2 cos(arctan(z® — 2x)

- (2® — 2x)

- (—sin(arctan(z® — 27))) -

= cos(cos?(arctan(z® — 2x))) - 2 Cos(arctan(x3 2x)

Priklad 10. Zderivujte funkciu .
(1'2 + 1)arcsmx‘

V tomto pripade uvazovani funkciu nie sme schopni napisat ako zloZenie dvoch funkcii. Opiit
si pomozeme vztahom A = e84 kde A > 0:

. / /
((IZ + 1)arcsinm)/ _ (elog(IQ—l-l)‘“CS‘n“c) _ (earcsinx-log(m2+1)>

_ earcsmxlog T +1) (arcsmx ]Og I‘ + 1)) (Veta 2)
g? 4 1)resine ((arcsm x) -log(z® 4+ 1) + arcsin x - (log(z” + 1))') (3)

log(z* +1)  arcsinx

Vie? | 2Pt

log(z®> +1) 2z arcsinx )

— 2 1arcsinx'
(@ +1) V1—a2 * x?2+1

(”
= (”

g% 4 1)2resine ( (2 + 1)’) ((15), veta 2 a (13))

((2) a (6))
).}

[’Hospitalovo pravidlo



0 +
Veta 11. Nech xy € R U {00} a nech je limita lim & typu — alebo = Ak existuje
T—T0 g(([j) 0 +o0
f'(@)

x
vlastnd alebo nevlastnd limita lim potom tieZ existuje limita lim f(z)
T—T0 g’(;c) —T0 g(m)

lim @ = lim f(z)

o g(z) v ()

a plati

Rovnakeé turdenie plati aj pre jednostranné limity.

Pomocou "Hospitalovho pravidla mozeme po vhodnej tprave vySetrovanej funkcie pocitat
aj limity typu oo — oo, 0+ 00, 0°, oa® a 1°°. Ak f(z) — oo a g(z) — oo pre x — xg, potom

1 1
lim (f(2) — g(@)) = lim | —— - —— | = lim 2_J)
f@)  g(x) f()g(x)
¢o je limita typu g. Podobne, ak f(x) — 0 a g(z) — oo pre x — xg, potom
Jim (7o) -oto) = Jim T,
g(x)

¢o je opit limita typu 8. Vyrazy 0°, oo® a 1°° sa upravia nasledujtiicim spésobom:

lim f(2)?®) = lim e/(®)108f(@) — limaag(g(z)log f(z))
T—T0 T—x0

Detaily st uvedené v [3].

Priklad 12. Ukéazte, ze lubovolny polyném p(z) = a,x"™ + - -+ + ayx + ag pre x — oo rastie
pomalsie ako funkcia e”.
Ulohu zo zadania mézeme formulovaf ako dokaz platnosti nasledujiicej rovnosti:
. apr" + -+ a1x + ag
lim = 0.

T—00 e

Aplikujme na tato limitu n-krat 'Hospitalovo pravidlo:

. an " + -+ a1 + ap I'Hosp. . nanl’n_l + -+ a1 | 'Hosp. I'Hosp. . n!an
lim lim e > | lim =0
T—00 el % T—00 er % % r—oo  eF

KedZe poslednd limita existuje, existuju aj vSetky limity pred iou a ich hodnota je rovnaka.
Specialne

x
im P& _
rz—o0 e~
,*.
Priklad 13. Spocitajte limitu
x
lim VT .
Riesenie:
|
—T 2
"Hosp.. . .l N
lim THOSP Yim 2 — lim —— = lim ~r? = 0.
T—00 10g(£€) — T—00 l z—00 2 T2 z—00 2
x
KedZe limita podielu derivacii existuje, existuje aj pdvodna limita a je rovné oo. ¥



Priklad 14. Vypocitajte jednostrannt limitu

. logx
lim .
z—0+ cot T
Opit pouzijeme I’'Hospitalovo pravidlo.
1 "Hosp. . - . . i . . . i
lim —8f MHosy i L = lim —sin(z) - %~ lim —sin(z) - lim Y _0.1=0.
z—0+ cot T == z—07t . 1 z—0t X z—07t z—0t X
sin? x
Priklad 15. Vypocitajte limitu
. 1 1
lim — .
z—1 \logx x—1
Limitu upravime na typ % a potom pouzijeme 1’Hospitalovo pravidlo:
1
. 1 1 . r—1—logx\ rHosp. .. I_E
lim — = lim > lim 1
a=1 \logex -1 z—1 \ logz(x — 1) R tlogz
1
l’Hosp.\ li x2 _ 1
o a1 |1 1 2
x?

Priklad 16. Vypocitajte limitu
lim ((1 + 3tan? ) :”) :
z—0

Najprv si dany vyraz upravime pomocou exponencialy:

lim <(1 + 3tan2 x)cotQ a:> — lim ecot2 z-log(14+3 tan? x) _ elimz%o(cot2 z-log(1+3 tan? ))
z—0 z—0

VysSetrime limitu v exponente:

6tanzx
1 1 3t 2 "Hosp. ;. 1 3t 2 2
lim (cot? z - log(1 + 3tan®z)) = lim og(1 + 3tan’z) rHosp. lim (14 3tan®x)cos? x
20 z—0 1 % z—0 2
cot? x cotd - sin’ x

. 3cos?x
= lim T 9
20 (1 4 2sin” x)

Takze v konec¢nom dosledku plati

lim ((1 + 3tan2 x)cotQJ:) _ elimzﬁo(cot2 J:~log(1+3tan2 z)) — 63.
z—0



Derivacia implicitne zadanej funkcie

Zapis y = f(z) nazyvame explicitnym zadanim funkcie f. Uvazujme rovnicu F(z,y) = 0,
kde F' je funkcia alebo vyraz v premennych x a y. Jej rieSenim je vo vSeobecnosti krivka v
rovine. Predpokladajme, Ze bod (z¢,%0) splia F(zg, 1) = 0. Ak existuje okolie (xq — 6,z +
d) X (yo — &,y0 + €) bodu (xg,yo) také, Ze pre kazdé x € (xy — J,x¢ + J) existuje prave jedno
y = f(x) € (yo — &,90 + ¢) splitajice F(x, f(z)) = 0, potom povieme, Ze rovnica F(z,y) =0 v
okoli bodu (z0, yo) implicitne zadéva funkciu f.

¥
F(x,y)=0

1 Lo e LIy S i

|
I
|

Nie vzdy sme schopni v takejto situdcii najst explicitny predpis funkcie f, ¢o v praxi znamena,
ze nevieme z rovnice F(x,y) = 0 vyjadrit premennt y. Aj napriek tomu vieme vypocitat
derivéacie tejto funkcie. Pouzijeme pravidlo o derivovani zloZenej funkcie. Fakt, Ze bod (x¢, yo)
vyhovuje zadanej rovnici eSte nestac¢i na to, aby v jeho okoli bola implicitne zadana nejaka
funkcia. Napriklad rovnica y?> = z v okoli bodu (0,0) nezadéva Ziadnu funkciu, nakreslite si
obrazok.

Priklad 17. Vypocitajte derivaciu funkcie zadanej implicitne rovnicou
z +sin(y) = xy.

Obidve strany rovnice zderivujeme podla premennej x majic na paméti, ze symbol y reprezen-
tuje funkciu y = f(x) v premennej x:

(z +sin(y)) = 2’ + (sin(y)) = 1+ cos(y) - v/,
— —~
(2) veta 2
(zy ) =ay+ay =y+uy.
(3)

Vysledky porovname:

1—
Ltcos(y) g =y+ay = y=— 2
x — cos(y)

Napriklad bod (0,0) vyhovuje uvazovanej rovnici a funkcia f(x), ktord je v okoli bodu (0, 0)
touto rovnicou implicitne zadana, ma v bode z = 0 derivaciu

1—1y(0) 1-0 1

f0)=y(0) = 0 — cos(y(0)) T 0- cos(0) T o1 -l




)

,.).

Priklad 18. V bode (0, 1) vypocitajte prvi a druht derivaciu funkcie zadanej implicitne rov-

nicou

Budeme postupne derivovat:

(&

(2* — 2y +y* — 1) = (2°

~~

(2)

-~

(2)

—ay+yt—1=0.

~—

(6) (3)

(1) a (6)
61, - y/ _ y/

Z prvej rovnice vyjadrime 3’ a z druhej y”:

/_

3a% —y
x — 3y?’

Za z dosadime 0 a za y dosadime 1:

y'(0)

3021

S 0—-3-12

1
37

" _ 6x — 2y/ + Gy(y/>2

®3)

Yy
—~—

Vi

eta 2

(Bz® —y —ay +3y%y) = (322) =y — (zy' ) + By*Y)
- =~

(3) a veta 2

—ay” +6y(y)* + 3y’y" =0.

x — 3y?

[

) —(zy )+ (v’ ) —1=3"—y—ay + 3y =0,



Slovné ulohy

Priklad 19. Uvazujme valec spalovacieho motora. Predpokladajme, Ze polomer zalomenia
kIukového hriadela je 5 cm, dlzka ojnice je 15 cm a nech motor vykonéva rovhomerny pohyb s
frekvenciou 3000 otac¢ok za minttu. Vypocitajte rychlost piestu medzi hornou a dolnou tvratou
a jeho zrychlenie v hornej tivrati.

Ozna¢me symbolom 7 polomer zalomenia klukového hriadela, symbolom ! dlzku ojnice,
symbolom x vzdialenost piestového ¢apu od osi klukového hriadela a nakoniec symbolom ¢ uhol
kluky a osi valca v smere hodinovych ruciciek. Celd situécia je znézornend na nasledujtcich
obrazkoch.

valec

==k

é__d____. ojnica

@=0° - horna Gvrat =90°

Uhol ¢ a poloha piestu x st zrejme funkcie ¢asu t. Fakt, ze motor vykonava rovnomerny
pohyb znamend, Ze uhlova rychlost kluky je v ¢ase konStantnd. Ak ju ozna¢ime symbolom
w, potom mozeme pisat p(t) = wt. Podla zadania kluka za jednu sekundu opise cely kruh
péitdesiatkrat, teda od ¢asu ¢t = 0 do Casu ¢t = 1 uhol ¢ stipne z 0 na 50 - 27, z ¢oho mozeme
dopoditat uhlovi rychlost w:

0-2r=p(l)=w-1=w = w = 100m.
Pozrime sa na prvy obréazok. Podla kosinusovej vety plati nasledujtica rovnost:
I? =2 +r* = 2xrcosp
Poktsme sa z tejto rovnosti vyjadrit polohu piestu x:

1> = 2% + 1% — 27 cos ¢ + r? cos® p — % cos® o,
?=7r*+(z —rcosgp)® —r*(1 —sin® @),

> —r?sin®p = (z — rcosp)?,

\/I2—=1r2sin® p = 2 — rcos p,
T =r1cosp+ /12 —r2sin? .



Okamzita rychlost piestu je prva derivacia polohy piestu x(¢) podla ¢asu ¢ a zrychlenie je prva
derivacia okamzitej rychlosti podla ¢asu ¢, ¢ize druhé derivéacia polohy piestu podla casu t.
Dosadme ¢ = wt a derivujme:

r?w sin(wt) cos(wt)

V12— r2sin®(wt)

/!
> = —7rw? cos(wt)

2(t) = (7’ cos(wt) + /12 — 1 sin2(wt)>/ — rwsin(wt) —

sin(wt) cos(wt)
V12— r2sin®(wt)

() = (—rw sin(wt) — 7w

(w cos?(wt) — wsin®(wt)) - /12 — rZsin®(wt) — sin(wt) cos(wt) —— Sin{uwt) cos(wr)
—r’w V2 — r2sin®(wt)
12 — r2sin®(wt)

_ _re? cos(wt) — 1% cos?(wt) — sin?(wt) A sin?(wt) cos?(wt)

V12 —r2sin®(wt) <\/l2 — 2 Sinz(wt)>3‘

Nés zaujima rychlost piestu medzi hornou a dolnou tvratou, teda hodnota derivacie =’ pre p =

wt = 7 a zrychlenie piestu v hornej tvrati, teda hodnota druhej derivacie 2" pre ¢ = wt = 0:
2,2 2
m m rew 2514\ m
¥ =—rw=0,05-100-7 — = 5w —, " = —rw? — = [ —5007% — —.
s s l 0,15 ) g2

Ak mé piest, povedzme, hmotnost 400 gramov, potom sila nan pdsobiaca v hornej tvrati ma
velkost
F =0,4kg - |2"| ~ 2631 N. (19)

,.).
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