MB152 Diferencialny a integralny pocet, skupina 10, 3. cvic¢enie, 21.10.2020

Priebeh funkcie

Opit zatneme pripomenutim potrebnych tvrdeni.

Veta 1. Nech f ma vlastni derivdciu na otvorenom intervale 1.
o Ak pre kazdé x € I plati f'(x) > 0, potom je f na I rastica.
o Ak pre kazdé x € I plati f'(x) < 0, potom je f na I klesajica.

Veta 2. Funkcia moze mat lokdlny extrém len v bodoch xo € D(f), kde f' neezistuje alebo plati

f/<l’0) = O

Veta 3. Predpokladajme, Ze v nejakom rydzom okoli bodu ¢ existuje vlastnd derivdcia f’
funkcie f. Potom plati

o Ak f'(z) < 0 prex < zo a f'(x) > 0 pre x > xy, potom sa v bode xy nachddza lokdlne

o Ak f'(x) > 0 pre x < zo a f'(x) < 0 pre x > x4, potom sa v bode xy nachddza lokdlne
Mazimum.

o Ak f'(x) >0 prex <z a f'(x) >0 pre x > xo, potom sa v bode xy nenachddza lokdlny
extréem a f je v okoli bodu x( rastica.

o Ak f'(x) <0 prex <z a f'(x) <0 pre x > xo, potom sa v bode xy nenachddza lokdlny
extrém a f je v okoli bodu x( klesajica.

Veta 4. Nech x¢ € D(f) je staciondrny bod funkcie f, teda f'(xo) = 0, a nech existuje f"(xg).
o Ak f"(x¢) > 0, potom sa v bode xy nachddza lokdlne minimum.
o Ak f"(xo) <0, potom sa v bode x¢ nachddza lokdlne mazimum.
Veta 5. Nech md funkcia f vlastni druhi derivdciu na otvorenom intervale 1.
o Ak pre kazdé x € I plati f"(x) > 0, potom je f na I konveznd.
o Ak pre kazdé x € I plati f"(z) < 0, potom je f na I konkdvna.
Veta 6.
o Ak vinflexnom bode xq existuje druhd derivdcia f"(xq) funkcie f, potom plati f"(xq) = 0.
o Ak f"(x9) =0 a f” meni v bode xy znamienko, potom je xq inflexny bod funkcie f.
o Ak f"(x9) =0 a f"(x0) # 0, potom je xq inflexny bod funkcie f.

Definicia 7. Priamka = = x( sa nazyva asymptotou bez smernice funkcie f, ak je aspon jedna
jednostranna limita funkcie f v bode xy nevlastna.

Veta 8. Priamka y = ax + b je asymptotou so smernicou v oo funkcie f prdve vtedy, ked

lim @) =a, lim (f(x) — ax) = b.

r—o00 I T—00

Podobné tvrdenie plati pre asymptotu so smernicou v —oo.

1



Zhrnime si postup pri vysetrovani priebehu funkcie f:

V prvom rade ur¢ime definiény obor D(f) a obor hodnot H(f). Mézeme rozhodnut o tom, ¢
je funkcia parna, neparna alebo periodickd. Pre Tahsiu konStrukciu grafu mozeme tiez najst
nulové body funkcie a intervaly, na ktorych je kladna, respektive zaporna. Vysetrime body
nespojitosti.

Spocitame prvu derivaciu a s jej pomocou vySetrime monoténnost funkcie a lokalne extrémy;,
teda najdeme intervaly, na ktorych rastie, respektive klesa, a v stacionarnych bodoch alebo
v bodoch, kde prva derivacia neexistuje overime, ¢i sa nachadza lokdlne minimum alebo
maximum.

Spocitame druhu derivaciu a s jej pomocou najdeme intervaly, na ktorych je funkcia kon-
vexna, respektive konkavna, a najdeme inflexné body. Pripadne pouzijeme druht derivaciu
pri rozhodovani o pritomnosti lokalneho extrému.

Néajdeme asymptoty funkcie f.
Vypocitame funkéné hodnoty funkcie f a jej derivacie f’ vo vyznac¢nych bodoch.

Zostrojime graf funkcie f.

Priklad 9. Vrafme sa k poslednému prikladu z predoslych cviceni. M4 piest najvicsiu rychlost

v momente, kedy zviera kluka s osou valca pravy uhol? Alebo ked zviera kluka s ojnicou pravy
uhol?

os valca

15

ojnica

=90°

V spominanom priklade sme odvodili tvar funkcie rychlosti piestu f(t) = 2/(t) v zavislosti od
Casu:

r?w sin(wt) cos(wt)
V12— r2sin®(wt)

f(t) =2'(t) = —rwsin(wt) —

Tiez sme spocitali prvi derivaciu tejto funkcie:

f'(t) = 2"(t) = —rw? cos(wt) — r*w? cos?(wt) — sin*(wt) AR sin?(wt) cos? (wt) |
\/l2 — r2sin2 (wt) (\/l2 EpC (wt))3




us

Ak ma byt rychlost piestu v bode wt = 7 maximélna, potom podla vety 2 musi byt funkcia f’
v tomto bode bud nedefinovana alebo nulova. Poéitajme:

1 r2w?
f (200) /i > 0.

To znamen4, Ze v tomto bode nemdze mat funkcia f lokélny extrém, a tym padom ani globalny,
teda rychlost piestu v uvazovanej polohe nie je maximélna. Uvedomme si, Ze v okoli bodu ¢ = 7
sa veliina xz, ¢o mozeme chapaf ako vysku piestu, zmensSuje, takze aj rychlost piestu mé zaporné
znamienko. Ak ndm vo faze ¢ = 7 vychadza kladné zrychlenie, znamend to, Ze rychlost piestu
v absolitnej hodnote klesa, a preto k maximalnej rychlosti piestu dochadza este pred tym, ako
klTuka zviera pravy uhol s osou valca.

K maximalnej rychlosti nedochadza ani v druhom pripade. V tejto situacii méame tan(y) =
2 = 3, z ¢oho dostaneme cos(x) = \/% a sin(z) = \/ifo' V tomto bode mé zrychlenie hodnotu

rw? 47202 9rw?

VIO 5 fie 2 100 ((J©2 = r25)

10 10

~ —19, 520232472

Zrychlenie je v tomto pripade zaporné, takze este stale dochadza k narastu rychlosti, v abso-
litnej hodnote.
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Priklad 10. Vysetrite priebeh funkcie
f(z) =sin(2arctanz) .

Definiény obor funkcie je D(f) = R. KedZze obor hodnot funkcie 2 arctan z je (—m, ), obor
hodnét funkcie f mé tvar H(f) = [—1, 1]. Funkcia f je spojita na celom R. Jej jediny nulovy
bod je 0. V ostatnych bodoch m4 nasledujice znamienka:

(—00,0) | (0,00)
f(x) - +

Vzhladom k tomu, Ze plati
f(—=z) = sin (2arctan(—=z)) = sin (—2 arctan z) = —sin (2arctanz) = — f(x),

je funkcia f neparna. Evidentne nie je periodicka.
Prva derivacia ma tvar

2 cos (2 arctan x)
1+ a2

f'(x) = (sin (2arctan x))’ =



Zrejme prvé derivacia vSade existuje a je vlastné, teda D(f') = D(f) = R. Pozrime sa na jej
nulové body. Rovnica cos (2arctanz) = 0 implikuje 2arctanz = £7, ¢o znamena, ze v = %1.
Prvé derivacia mé teda dva nulové body +1. Pomocou vety 1 mozeme analyzovat monoténnost
funkcie f:

(—o0,—1) | (—=1,1) | (1,00)
O N
f(x) e / N\

Podla vety 3 sa v bode —1 nachédza lokdlne minimum a v bode 1 lokdlne maximum.
Spocitajme druht derivaciu:

F(x) = 2cos (2arctan z) )’ _ 4 sin(2 arctan z) — 4x cos(2 arctan x)
1 + 1‘2 (1 _'_ .I'2>2 .

Nulové body druhej derivacie st riesenim rovnice
—4sin(2 arctan x) — 4z cos(2 arctan x) = 0.

KedZze cos(2arctanz) = 0 nie je rieSenim, mozeme tymto vyrazom delif a po par tpravach sa
dostaneme k vysledku:

_ sin(2arctanz)  2sin(arctan ) cos(arctan x)
~ cos(2arctanz)  cos?(arctan z) — sin®(arctan z)
1 t
2 cos?(arctan ) sin(arctan r)
B cos(arctan x) _ —2tan(arctanz) = —2x
o 12 o 2 - 2
t 1 — tan*(arcta 1—
cos?(arctan z) (1 — sin”(arctan x) n”(arctan x) x
cos?(arctan x)
-2
== :1:2 = z(l—2%)=-2r=22*-3)=0
—x

Riefenim sd body 4++/3 a 0. Podla vety 5 porovhame znamienka druhej derivicie a konvex-
nost /konkavnost funkcie f:

(—OO,—\/E) (_\/57 0) (0’ \/g) (\/g) OO)
O + - +
f(z) N U N U

Podla definicie a vety 6 st body /3 a 0 inflexné.
Funkcia nemé body nespojitosti, preto nemoéze mat ani asymptoty bez smernice. Asymptotu
so smernicou v 0o mozeme najst s pouzitim vety 8:

sin(2 arctan z)

a = lim = lim [ sin(2arctanx)- — | =0,
T—00 T 00 | N e T
ohr. v
—0

b= lim (sin(2arctanz) — 0 - z) = lim sin(2arctanz) = sin ( lim 2arctan x) = sin(m) = 0.
imy_y0o je vlastn

Zistili sme, ze priamka y = 0 je asymptotou so smernicou v oo funkcie f. Podobné vypocty by
ukazali, ze tato priamka je zaroven aj asymptotou so smernicou v —oo.

Na zéver funkéné hodnoty a graf: f(—1) = —1, f(1) = 1, f(—V3) = —%g, f(V3) = %g,
f(0) =2, f(=v3) = —j a f(V3) = -5



Priklad 11. Vysetrite priebeh funkcie
-1
f(x) = arctan (x ) :

X

Definiény obor funkcie f je D(f) = R~ {0}. Obor hodnot funkcie =1 =1—1 je R\ {1}, a
preto plati H(f) = (=5,5) ~{}}. KedZe f(—1) = arctan(2) # £f(1) = 0, funkcia f nie je ani
parna ani neparna. TieZ zrejme nie je periodickd. Bod 1 je jediny bod, v ktorom plati f(1) = 0.

K zmene znamienka moze dojst len v bodoch {0, 1}, preto plati:

(—00,0) | (0,1) | (1,00)
f(z) + — +

VysSetrime druh nespojitosti v bode 0. Kedze plati

, x—1 0t —1 ) x—1 0~ —1
lim = = —00, lim = = 00,
z—0+t x 0+ z—0~ X 0~

dostavame
. €T — . ™ . T — . ™
lim arctan = lim arctanx = ——, lim arctan = lim arctanz = —.
z—0+ x z——00 z—0~ x T—00 2

Obidve jednostranné limity st vlastné no rozne, takze v bode 0 mé f nespojitost prvého druhu,
teda skok.

Spocitame prvu derivaciu:

oo z—1\\ _ 1 r—(z—1) 1 B 1
f(x)—(arctan( x )) _1+(x—1)2 x? 24 (r—1)2 222 —-20+1

T

Polyném 2z? — 2z + 1 nem4 realny koreti, preto plati D(f") = D(f) = R~ {0}, ¢o znamena,
ze v kazdom bode, kde je f definovana, ma tato funkcia aj vlastnti derivaciu. VSimnime si,
7e pre kazdé x € D(f') plati f'(z) > 0. Specidlne, funkcia f podla vety 2 nem4 extrémy. V
nasledujucej tabulke je v stlade s vetou 1 vySetrovand monoténnost:

(—00,0) | (0,00)

f'(@) + +

flo)| /

Uvedomme si, Ze nemdzeme povedat, Ze funkcia f je rastiica na celom definiénom obore, pretoze

plati f(—%) > f(%) aj napriek faktu —% < % To je sposobené prave skokom v bode 0.
Pozrime sa na druht derivaciu:

" 1 , —1\/ 2—-4
1@ = (gamgry) =0 -2+ 0 = g e

Defini¢nym oborom druhej derivacie je opét D(f”) = D(f) = R ~ {0}. Jej jediny nulovy bod
je % Podla znamienka druhej derivacie uréime pomocou vety 5 intervaly, na ktorych je funkcia
konvexna, respektive konkavna.




(—00,0) | (0,3) | (5,00)
ol + [+ 1 -
f(z) U U N

KedZe ma f v bode % vlastna derivéciu, je podla definicie a vety 6 bod % inflexny bod.

Jediné body, v ktorych sa mozu vyskytnit asymptoty bez smernice, st body nespojitosti.
Funkcia f mé jediny bod nespojitosti, 0, v ktorom m4 vlastné jednostranné limity, ¢o podla
definicie 7 znamena, ze f nema ziadnu asymptotu bez smernice. S pouzitim vety 8 zistime, ¢i
mé asymptotu so smernicou v oo:

(x — 1)
arctan
T

. . T — 1
a = lim = lim arctan | —— |- — =0.
T—>00 X T—r00 xXr xr
N -~ J v
—0

ohranicena

Teraz dopocitame koeficient b:

-1 -1
lim ~ =1 = b= lim <arctan (x > -0- x) = lim(arctanx) = %

T—00 x T—00 €x rz—1

To znamen4, ze funkcia f ma asymptotu so smernicou v oo a jej predpis je y = 5. Opif pomocou
vety 8 by sme prostrednictvom velmi podobnych vypoctov dospeli k zéveru, Ze uvedend priamka
je zaroven aj asymptotou so smernicou v —oo.

Nakoniec dopocitame niektoré funkéné hodnoty a zostrojime graf: f( %) =-5f (%) =2.

Priklad 12. Vysetrite priebeh funkcie
fla) = Va7

Uvedena funkcia je definovana pre vSetky reédlne ¢isla, teda D(f) = R. Obor hodnét funkcii
’—xa -y jeR,apreto tiez plati H(f) = R. Funkcia je spojit4 v kazdom bode, ked%e sa jedna
o zloZenie elementarnych funkcii, ktorych definiény obor je R. Jej nulové body st {—1,0,1}.
Nasledujtca tabulka uvaddza znamienka funkcie f na jendotlivych intervaloch:

(—o0,—1) | (=1,0) | (0,1) | (1,00)
f(z) = + — +

Pozrime sa na jej paritu:

fl=a) = Y (=a) = (ma) = /=" = (ma) = /=@ — ) = ~VaT — 5 = f ().

Zistili sme, ze funkcia f je neparna. To znamenad, Ze jej chovanie bude svojim sposobom symet-
rické a ndm stad¢i vySetrovat ju na jednom z intervalov (—oo, 0], [0, c0).




Prejdime k derivovaniu:

= 3—( )
Uvedomme si, ze pri pocitani derivacie sme pouzili vetu o derivovani zlozenej funkcie, kde v
nasom pripade plati f = hog, h =/ a g = 2® —x. Aviak v bodoch —1, 0 a 1 je funkcia g
nulova a v nule ma funkcia h nevlastna derivaciu, ¢o je v spore s predpokladmi tejto vety. V
bodoch —1, 0 a 1 preto musime derivaciu funkcie f vypocitat z definicie:

/ BT 1 s _
f(l)_:}:lgq r—1 _olclan% x—1 % /glglarnlg(‘”’xii_xy typ()

Vad —x — V13 -1 VT3 — T PHosp. 1 322-1 ( c>
VysSetrime jednostranné limity:
1 321 1 3(1t)2-—1 1
lim - = — = —— = 00,
3 ( 3/(1+)3 — 1+)2 3 (, /0+)2
1 3%?-1 1 3(1)2-1 1 2
lim — = - = —— =
(VAP =172 3(V0r)?
Takze v bode 1 plati f/(1) = co. KedZe f je neparna, tiez plati f'(—1) = oo. Zostava nam
vySetrif bod 0.

2+

. V23— VHosp. .. 1 3z%—1 c
lim > lim — <typ —>
z—0 x % z—0 3 ( 3 — ZE)Q 0
Opit sa pozrieme na jednostranné limity:
1 322—-1 1 3(0M)2—1 1 -1t
lim —-———— = = = - = —00,
200 3 (Vad —x)? 3 (Y(07)3 —0%)2 3 (V07)?
Lolos—1 1 3(0)P-1 1 -1t
m — = — = — =
==0- 3 (Vi —x)? 3(/(07)2—07)2  3(V0T)?
Zistili sme, ze v bode 0 méa funkcia f nevlastnt derivaciu f/(0) = —oo. Jediné nulové body

prvej derivécie st rieSenia rovnice

3
3m2—1:0<:>x:i\/?_.

Pomocou vety 1 zistime, kde f rastie, a kde klesa:

(oo =) | (=4-%)
f'(z) + - +
o) |7 S

PodTa vety 3 sa v bode _\/?3 nachadza lokélne maximum a v bode \/?g lok&lne minimum.

Pozrieme sa na druha derivaciu:

w

2
_ —21’2 -3
(V=)

Zrejme plati D(f") = D(f') = R~ {-1,0,1}. Vzhladom k tomu, Ze ¢itatel nikdy nie je nulovy,

v ziadnom bode nie je nulova ani druhé derivacia. Teraz sa pozrieme na jej znamienko a na
jeho zdklade podla vety 5 rozhodneme o konvexnosti/konkavnosti funkcie f:

., 1 3221 ’ 1 61}(,3/1‘3 — 1‘)2 _ ;% I 61’(1‘3 . 1’) _ 2(31,2 _ 1)2
fe) = (§m> =3 ST SRt
1

7



@+ N
f(x) U N U N

Vzhladom k tomu, Ze f je spojitd v bodoch {—1,0, 1}, st podla definicie a vety 6 tieto body
inflexné.

Funkcia nemé body nespojitosti, takze nemoze mat ani asymptoty bez smernice. Pouzijic
vetu 8 najdeme asymptotu so smernicou v oo:

. 31.3_1, ' 3!133(1—#) ) :Egl—m% ] 5 1
a=lm ———=1Ilm ———=1lm ——=lim {/1 -5 =1,
T—00 x T—00 €T T—00 €T T—00 x
. , 1 31—9%2—1
b= lim (Va3 —r—1-2)= limz 51——2—1 = lim ——5——
T—+00 T—$00 €T T—00 p
2 1
"Hosp. 3a3(v/1 — x—2)2 2 1
[Hosp, il r) = lim [ —= =
o T—500 1 T—00 3%(31 I_2)2
a2

To znamen4, Ze priamka y = x je asymptotou so smernicou v co. Opiit nie je tazké overit, ze
rovnako by to dopadlo aj s asymptotou so smernicou v —ooc.
7 v . . 3\ 2 3\ 3/
Dopocitame funkéné hodnoty a zostrojime graf: f(—%) = %, f(%) = —%. ¥

Obr. 1: Priklad 12

Pozndmka. Pozastavme sa nad vypoctami prvej derivacie v predoslom priklade. Situacia
bola také, Ze v rydzom okoli bodu 1 sme mali spocitant prva derivaciu f'(x). V bode 1 sme
ju nemohli dopoditat, pretoze v niom neboli splnené predpoklady vety o derivovani zloZenej
funkcie. Preto sme sa rozhodli vypoditat ju priamo z definicie. V§imnime si Ze po aplikovani
I'Hospitalovho pravidla sme v skuto¢nosti pocitali limitu lim,_,; f/(x). T4 exitovala, takZe sme
usudili, ze existuje aj povodna limita a tieto sa rovnaji. Pozrime sa na to zo vSeobecnejsSieho

hladiska.



Bud f funkcia spojitd v bode g majica prva derivaciu v nejakom rydzom okoli bodu xg.
Derivécia funkcie f v bode x je z definicie limita lim, ., %ﬁéxo) Rovnost lim,_,,,(z—x0) =0
plati vzdy, bez ohladu na funkciu f. Na druhej strane predpoklad o spojitosti funkcie f v bode

xo implikuje priamo z definicie platnost rovnosti

lim (f(x) — f(20)) = lim f(z) — lim f(zo) = f(z0) — f(zo) = 0.

T—T0 T—T0 r—x0
4 ¥e limi ; f(@)=f(zo) ; 0 Ay 21 . )
To znamend, ze limita lim,_,,, —o 5. Je typu § a my moZeme pouzit I’Hospitalovo pravidlo,

ktoré nas v nasom pripade privedie k limite

lim f(l’) — f(l’()) FHOSP.) lim (f($) — f(l'[)))/ = lim M = lim f/(ff)
T—T0 T — X % T—T0 (Qj — :L‘O)/ T—T0o T—T0

Takze fakt, ze sme sa dopracovali k limite lim,_,,, f'(z) nie je ndhoda. No musime si uvedomit,
ze I’'Hospitalovo pravidlo pontika len postacujicu podmienku, c¢ize aj keby neexistovala limita
lim, ., f'(z), mdze mat funkcia f v bode xy derivaciu. [lustrujme si to na priklade.

Nech ma funkcia f nasledujici tvar:

1
x2-sin(—), ak r € R~ {0},
0, ak r = 0.

Funkcia f je spojita na celom R a pre kazdé x # 0 plati

IR 1 1
f(x) = (x2 sin (—)) = 2x sin (—) — cos <—) :
x x x
Limita prvého sc¢itanca je sice 0, no limita druhého séitanca zrejme neexistuje, preto neexistuje

ani limita lim, o f'(z). Vypo¢itajme derivaciu f'(0) z definicie:

1
22 sin (—) —0 .
f/(0) = lim i = lim z sin (—) =0.

x—0 x—0 xz—0 xX

Tento priklad zaroven ukazuje, zZe I’Hospitalovo pravidlo je skutoc¢ne len postacujicou podmien-
kou existencie povodnej limity, nie nutnou.

Priklad 13. Vysetrite priebeh funkcie

V(@17

fx) =

Defini¢ny obor funkcie je D(f) = R~ {0}. Najprv vySetrime charakter nespojitosti v po-
¢iatku. Limita je typu %, takZe rozhodneme na zaklade jednostrannych limit:

Y 1P _ YOI YTTPE T

Jm = 7 ot or >
i GV e A L
im = = = = —00.
i S 0 0 0

Obidve jednostranné limity st nevlastné a maji opa¢né znamienko, preto méa funkcia v bode 0
nespojitost druhého druhu.



Aby sme si mohli lepsie predstavit obor hodnét, spoc¢itame limity v foo:

Y- _ {f(atot =t ety

T—00 T T—r0o0 X

= lim \/(z72 —272)2 =0,
T—00

lim
Tr—r00

3 _1 3 2
v (v —1)2 6/(‘35’2 (= 2> — =] 2)> </|x\3 (— 2|72 — |z|7?)2
lim Y~ — lim ~ lim
T——00 T T——00 T T——00 T
T——00

Podla Bolzanovej vety spojita funkcia zobrazi ohraniceny uzavrety interval opif na ohraniceny
uzavrety interval. Funkcia f je na intervaloch (—o0,0) a (0, 00) spojité. To spolu s predoslymi
rovnostami implikuje nasledujtce inklizie: (—o0,0) C f(—0c0,0) a (0,00) C f(0,00)!. Ak si
navyse vSimneme, ze f(1) =0, dostaneme H(f) = R.

Kedze plati f(—1) = —v/4 # +f(1) = 0, funkcia nie je ani parna ani neparna. Evidentne
nie je ani periodicka. Jediny bod, v ktorom nadobtida nulovii funként hodnotu je 1. Pozrime
sa na jej znamienka:

(—00,0) | (0,1) | (1,00)

f(z) - + +
Spocitajme prvu derivaciu:
2 x 2
- —Y@—12 2. (p_
oy (Ve _3Va1 (=1 Ze—(@-1) 3
r)=|—"—] = = =
T x? 22 r—1 3x2 - v/x —1
Uvedomme si, ze derivaciu v bode 1 musime opif vysSetrit zv1ast:
V/(r—1)2 . 1 1 1
A " lim = = = 00,
. z . 1 ) estr Ve —1 1t-Y1F =1 1+. 0+
lim —**—— =lim—— = 1 1 1
z—1 z—1 z—1 g - \3/$ -1 lim = = = —00
S S—— :

- -z Ve —1 171 =1 1- -0

typ §
Derivacia v bode 1 preto neexistuje. Jediny nulovy bod prvej derivacie je 3. V nasledujtcej
tabulke vySetrujeme podla vety 1 monoténnost funkcie f:

(—00,0) | (0,1) | (1,3) | (3,00)
F@ - [ - [+ [ -
@l ~ T~ 7~

Podla vety 3 nadobuda funkcia f v bode 1 lokdlne minimum a v bode 3 lokdlne maximum.
Prejdime k druhej derivécii:

2

322 /r—1—3—2) |6z Jxr—1 T
f//($> = ( —o+ 3 >,— ( ) < ' SV ($_1)2>
= 32 . m o Qpd . 8 (x_ 1)2

Limitné vzfahy a Bolzanova veta implikuju, ze kazdy uzavrety a ohrani¢eny podinterval intervalu (—oo,0)
je podmnozinou oboru hodnét funkcie f zGZenej na interval (—oo,0). Dosledkom toho je inklizia (—oo,0) C
f(—00,0). Rovnako sme postupovali v pripade (0,00) C f(0, c0).
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=3 (x—1)— (3—x) (6a(z —1) +2?)

4% — 243 + 18

9zt - Y/ (x — 1)

R CENE

Pre jej defini¢ny obor plati D(f”) = D(f’) = R~ {0, 1}. Nulové funkéné hodnoty nadobuda v

bodoch %ﬁ. Pozrime sa s pouzitim vety 5 na konvexnost/konkavnost funkcie f:

e | ) [ () [ (o) [ ()
Py | - ¥ - - -
f@ | n U N N U

Podla definicie a vety 6 st body %ﬁ inflexné.

V prvom odstavci tohto prikladu sme zistili, Ze priamka x = 0 je asymptotou bez smer-
nice funkcie f. KedZze bod 0 je jej jediny bod nespojitosti, inli asymptotu bez smernice nema.
VysSetrime asymptotu so smernicou v oo:

8

. v (z —1)? o :
b=lim ( Y¥———-0-2] =0. (Spocitali sme v prvom odstavci.)
T—00
Zistili sme, ze priamka y = 0 je asymptotou so smernicou v oo. Podobne by sa ukazalo, ze je
zaroven aj asymptotou so smernicou v —oQ.

Na zéaver vyzna¢né funkéné hodnoty a graf: f(3) = %Z, f(%ﬁ) =a f(#)

21 31
1_
2_
— prm— y— - ¥
-20 -10 0 10 20
M
1.
1_
-2H — ——
-1 o 1 2
-3
_1-
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