MB152 Diferencialny a integralny pocet, skupina 10, 4. cvicenie, 28.10.2020
Optimalizacia

Priklad 1. Pod akym uhlom « je nutné vrhnuit objekt rychlostou vy tak, aby na rovine prekonal
¢o najvicsiu horizontalnu vzdialenost? Odpor vzduchu zanedbajte.

Ozna¢me symbolom h(t) vysku, v ktorej sa nachadza predmet v ¢ase t. Velkost vertikalnej
zlozky rychlosti vy moézeme vyjadrit suc¢inom vg-sin(«). Néarast veli¢iny h sposobeny poc¢iatocnou
rychlostou reprezentuje vyraz vg - sin(a) - t. Na druhej strane, na vrhnuty predmet pdsobi
gravitacné pole Zeme, ktoré mu vo vertikdlnom smere udeluje konstantné zrychlenie —g. Vieme,
ze v takom pripade je ubytok aktuélnej vysky dany vyrazom —%. V konec¢nom dosledku plati

h(t) = vgsin(a)t — =—.

b AR

Vocos(a)

N

V prvom rade potrebujeme zistit, v akom ¢ase predmet dopadne na zem. To zistime vyrieSenim
rovnice

t? " o0 s
0 = vgsin(a)t — 97 & 0=t (Uo sin(a) — %) o 4o 2w Sln(a)'
g

Horizontalna vzdialenost dosiahnutd predmetom za ¢as t je wvpcos(a)t. Preto kym predmet
dopadne na zem, prekond vzdialenost

2upsin() v sin(2a)
9 g

Zrejme mé zmysel uvazovat len uhly a z intervalu [0, 7]. Na tomto intervale ndjdeme stacionérne
body funkcie s:

s(a) = vy cos(a)

202 cos(2a 7T
§'(a) = O—H, sla)=0 = cos(2a)=0 = 2a= 5
g
¢o znamena, Ze funkcia s ma na intervale [0, 7] jediny stacionarny bod, ktorym je o = 7. Z kon-
textu je zrejmé, Ze v tomto bode ma uvazovana funkcia globalne maximum na intervale [0, 7].
Po spravnosti by sme sa mali uistit, Ze sa jedna o lokélny extrém a porovnanim s funkénymi
hodnotami v krajnych bodoch ukézat, Ze sa v bode § nachadza dokonca globalny extrém. Pre

Uplnost tak ucinme:
4v2 sin(2ar) " <7r> 42
- < @~ 7 S —

S//(a) — g

¢o implikuje pritomnost lokdlneho maxima. Kedze s(0) = 0, s(3) = 0 a s(}) = % > 0, ma
T

2

Priklad 2. Urcte rozmery valca s najvicsim objemom, ktory mézeme vlozit do sféry s polo-
merom F.

Oznaéme symbolmi r a v polomer a vysku uvazovaného valca. Zrejme stac¢i uvazovat len
valce, ktorych hrany lezia na sfére, inak povedané len tie valce, ktoré nemozno rozsirit ani zvysit
bez toho, aby vysli von zo sféry. Po nakresleni obrazku zistime, ze v takom pripade parametre
sféry a valca spliiaji rovnost

funkcia s na intervale [0, 7] globalne maximum v bode



SIS

Objem valca je potom urceny vztahom
V =nr*v = 2’V R? — r2,

Ulohu zo zadania mdzeme formulovat ako hladanie globdlneho maxima funkcie V (r) na intervale
[0, R]. Prva derivacia mé tvar

2mr
V'(r) =4rrvR2 — 12 — ——
Stacionarne body st riesenim rovnice

2 3
Arrv R?2 —r?2 — % =0 = 2rvR2—-1r2= —Rg = = 2r(R? — 1) =1?

=r2R? -3 =0=rc {0, \/gR}.

Opit je intuitivne zrejmé, Ze hladany polomer valca je \/gR. Presved¢me sa o tom, ze v tomto

bode méa funkcia V' (r) skutocne globalne maximum. Upravme prvia deriviciu a pozrime sa na

jej znamienka.
(0.37) | (3 R)
_|_ J—

Vi(r) / N

27 (2R? - 3r?)

/
V'(r) =

Zistili sme, ze v bode \/gR ma funkcia V' skutocne lokalne maximum. Na zaver porovname

funkéné hodnoty v krajnych bodoch intervalu [0, R] s hodnotou V(\/gR):

V0)=0, V(R)=0, V ( gR) _ %gwm - 0. (1)

Takze v bode \/gR nastava globalne maximum funkcie V' na intervale [0, R]. Vyska valca

i)

maximalneho objemu je




Priklad 3. D4 sa ukézaft, ze pritazliva sila, ktorou posobi prstenec na predmet nachidzajuci
sa na jeho osi, je priamo iimerna veli¢ine
h
fh) = ——,
(r2 4 h?)2

kde r je polomer prstenca a h je vzdialenost predmetu od stredu prstenca. Zistite, v ktorom
bode osi prstenca je silové posobenie na predmet najvicsie.
Spocitame prvu derivaciu funkcie f(h):

(r* + hQ)% — 3h2\/r? + h?
(r2 + h2)3 h
(r? + h?) — 3h?

(2t Rt
_r?—2R? r

(r2 4 h2)3

£y =

Vzhladom k symetrii ndm sta¢i uvazovat h z intervalu [0,00). Ndjdeme stacionarne body a
vySetrime znamienka prvej derivacie.

0 ﬁr) <§r, oo>
P —=2n"=0 =  h=--r f/(h) + —
f(h) / N\

To znamena, ze v bode ‘/757’ sa nachadza globélne maximum funkcie f na mnozine [0, 00). ¥

Diferenciadl funkcie
Definicia 4. Nech ma funkcia f v bode xq € D(f) vlastni derivaciu. Diferencidlom funkcie f

v bode zg nazyvame vyraz df(zo) = f'(xo)(x — xo).

) -
f(xo)+dfo) f - - - - —-—-——-—--— -~

f{ Ka] T " 777 -

Xo

df{(xo)=f"(Xo)(x-Xo)

Pre body = dostatoc¢ne blizke bodu zg plati f(z) = f(zo)+ f'(z0)(x —x0). To mdZeme vyuzit
pri vypocte pribliznych hodndt niektorych vyrazov. V prvom rade ndjdeme vhodnt funkciu f,
pre ktort plati z € D(f) a f(x) je hodnota, ktort sa snazime priblizne ur¢it. Dalej by sme mali
byt schopny néjst bod xq € D(f), ktory je blizko bodu z a hodnoty f(zg) a f'(x¢) st Tahko
vydcislitelné.



Priklad 5. Pomocou diferencidlu uréte priblizne hodnotu log,(65).
KedZze hodnotu log,(64) = 6 vieme vy¢islit presne, pouzijeme diferencidl funkcie f(x) =
log,(z) v bode xy = 64. Zo znalosti prvej derivacie funkcie f dostavame

1 1
- zlog(2) ~ df (o) = xolog(2)

Vzhladom k tomu, ze plati f(x) =~ f(xo) + df(z0) = f(xo) + f'(x0)(z — 2¢) mdzeme priblizne
urcit hodnotu log,(65):

f'(x)

(x — xo).

log,(65) ~ log, (64) + (65 — 64) = 6+ ~ 6,0519.

64 - log(2) 64 - log(2)

Presnéa hodnota je priblizne 6, 0224. »

Priklad 6. Pomocou diferencidlu urcte priblizne hodnotu J28.

Zvolime funkciu f(z) = /T a bod zo = 27. Prva derivacia funkcie f je f'(z) = tz~3. Plati

1
3

1 -2 1 1 1 S
df(zo) = 320" (x —20) = \3/2_%\3/2_7—1—5(327)2(28—27)—3+m—3,037.

Presna hodnota je priblizne 3, 0366. ¥
Taylorov polynom

Definicia 7. Predpokladajme, Ze funkcia f méa v bode xy € D(f) vlastné derivéacie f’(xo),
f"(z0),..., f™(x0) az do rddu n. Taylorov polyném T),(z) funkcie f(x) stupiia n so stredom
v bode xq je nasledujtci polyném:

i

n ) (g |
1) = J0) + 3 I @ — )

Veta 8. Nech md funkcia f(x) spojité derivdcie f'(x), f"(x),..., f™(x) na intervale [a,b] a
nech md vlastni derivdciu f™+Y(x) na intervale (a,b). Potom pre kaZdy bod x € (a,b) existuje
bod ¢ € (a,z) s vlastnostou

(n+1) (¢
f(x) =T,(x) + Ry(x), kde R,(z) = %(w —a)"t!

a T, (z) je Taylorov polynom funkcie f(x) stupria n so stredom v bode a.

Ak sme schopni ohranicit derivaciu f"*! na intervale (a,z), potom sme tiez schopni na
zaklade predoslej vety zhora odhadntt chybu aproximaécie funkcie f jej Taylorovym polynémom
v bode .

Priklad 9. Najdite Taylorov polyném piateho stuptia funkcie f(x) = log(x) so stredom v bode
o = 1 a s jeho pomocou priblizne vypocéitajte hodnotu log(2).
V prvom rade potrebujeme vSetky derivacie az do piateho radu funkcie f(z):

Fa)=— @ =g @)= @) =0 [O)=

x x?’

Tie vyhodnotime v strede Taylorovho polynému zy = 1:
=1 f1)=-1, f'QO)=2 Y1) =-6 [OQ1) =24
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Uz méame vsSetko potrebné na to, aby sme skonstruovali Taylorov polyném 75 (x) piateho stupria
funkcie f(z) = log(z) so stredom v bode xy = 1:
1 2 § 24
Ts(z)=0+1-(z—1)—=(z—-1)2+2(z—10° - —(z - D*+ —(z —1)°.
) =041 (= 1) = 3o~ 1P+ 2o = 1P = oo — D' + oo = 1)
Pre x dostatoc¢ne blizke z( plati T,,(x) ~ f(x), ¢o vyuzijeme pri pribliZznom vypocte hodnoty
log(2):

1 2 6 24
T:(2) = 1-2—-1)—=2-12+=22-1P2—-—2-1)*"+—(2-1)°
5(2)=0+1-(2-1) = @1+ 22 -1~ 2= 1)+ 52— 1)
1 2 6 24 1 1 1 1 _
2+6 24+120 2+3 4+5 0,783
Presna hodnota je priblizne 0, 693. ¥

Priklad 10. Pomocou Taylorovho polynému vhodnej funkcie urcte pribliznti hodnotu ¢isla .

Vzhladom k tomu, Ze plati arcsin(%) = &, skisime pouzit funkciu arcsin. Pomocou jej
Taylorovho polynému so stredom v bode zy = 0 priblizne uré¢ime jej funként hodnotu v bode
% a vysledok vynasobime 6. Za¢neme vypoctom jej derivacii:

Mgy 2 — (] — 2 -3 Mgy — x

Fle) = g = (1= ) P =

ey (L= a)2 —af(1—a?)s(=22) 22741

e = (- a7 )7

(4) (1) — da(l— 2?5 — (2% + 1)3(1 — %) (—22) _ 62° + 9z
T 1 (1=an)]
f(5)(a?) B (18x2 + 9)(1 — 3;2)% - (6x3 + 91:)%(1 . x2>g(_2x> B 2zt + 7222 + 9

= (1 o 33'2)7 - (1 . 1‘2)%

Teraz najdeme ich funkéné hodnoty v 0:

fO)=0, f(0)=1, f(0)=0, f"0)=1, fH0)=0, f&0)=09.

Hodnota arcsin(%) je priblizne rovna funkénej hodnote Taylorovho polynému T5(%):
1 L\, f0) (1N £70) (1N 90 (1\ fP0) (1)
(=)= 0) ( = - - - -
5(2) J(0)+.7(0) (2)+ o \2) T \g) Tta g) T @
1 11 1 1 _
- Z 1.2.Z2 .. —0.5231
0+2+0+ 5 8+0+9 120 3 0,523177083

V kone¢nom dosledku dostavame odhad hodnoty 7:
1
TR6-Ts (5) = 3, 1390625 (2)

lisiaci sa od skuto¢nej hodnoty len o priblizne dve a pol tisiciny. »

Priklad 11. Skonstruujte Taylorov polyném funkcie f(z) = y/z so stredom v bode zg = 1
stupna n a odhadnite jeho chybu v bode 2.
Najprv spocitame niekolko prvych derivacii funkcie f(z):



1.(

2

f'"(x)_gx—i :%. G %.(_%Y.g.x—;
f(4)(:r;) :—%x Z:%. (_§5> x’% :%. (_%)3.3.5 x’%
f(5)(x):%x_g :%( o %.(_%>4.3.5.7.x—3

—
N 5‘ o
N———
N
N|©
I

= /z plati

£ () = % - <—%)n_1 (20— 3 (%)

Zd4 sa, 7Ze vo vSeobecnosti pre funkciu f(x

kde k!! = k(k — 2)(k —4)--- je sGéin vSetkych prirodzenych ¢isel z mnoziny {1,..., k}, ktoré
maju rovnaka paritu ako k. Presvedé¢me sa o platnosti tejto formule pouzitim matematicke;j
indukcie. Pre n = 1 tvrdenie zrejme plati'. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n a ukiZme,
ze v skutocnosti plati aj pre n + 1. Spocitajme n + 1. derivaciu funkcie f:

F0) = (1)) = (% (-3) - 3>!!':c2"21>

- (—%)nl L(2n— 3 <_2”2‘ 1) L
: ( )M- (—%) @n—1)-2n—=3)N.z T

1 " 2(n+1)—1
< 2) C@2n— )T

¢o je presne formula (x), kde sme za n dosadili n + 1, takze tvrdenie je dokazané. Taylorov
polyném funkcie f(z) = \/x stupiia n so stredom v bode 2y = 1 méa preto tvar

O (g . g (20— 3) :
Tn(I):f(ZEQ)+Zf (‘ )(ZL‘—I‘O)Z:1+Z%'(—%) 'u(l‘—l)z.

1 7!

N = N = N =
|
DN | —

Funkcia 7", kde r > 1 je na intervale [1,b], kde b > 2 je lubovolné, klesajica a kladna,
takze funkcia —z ™" je na tom istom intervale rasttca a zaporna. V kazdom pripade, v absoliitne;j
hodnote tieto funkcie nadobtidaji maximum v favom krajnom bode intervalu [1, 0], teda v bode
1. To ndm umoziuje s pouzitim vety 8 zhora odhadntt chybu aproximécie funkcie f(z) = /x
jej Taylorovym polynémom T, (z) v bode 2:

FOE) -
wrn ey = /(2) = Tu(2)] =

Rn(2),c€(1,2)

1 (e)

f (o
(n+1)!

(n+1)!

f(2) = Tu(2) + 2= =

Dalej plati

Fr (0
(n+1)!

feD()
(n+1)!

N G)’"‘“. (?2;11))!” - Q(nl—l—l) (%)nw

1Symbol k!! pre nekladné celé ¢isla ma zmysel dodefinovat vzfahom k!! = 1 vzhladom k tomu, Ze sa v
skutoc¢nosti jednd o prazdny sucin, o sicin prvkov z prazdnej mnoziny.
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1 (2n—1)(2n—3)---1< 1
20 +1) 2n 2012 2ntl)

/

v~

<1

Takze v kone¢nom dosledku dostavame horny odhad pre chybu aproximécie funkcie f(x) = v/z
jej Taylorovym polynémom T,,(z) v bode 2:

‘\/5— T, (2) !

V kazdom pripade plati, Ze postupnost {7},(2)}°%, konverguje k ¢islu v/2. Podla odhadu (*x)
nam stadi vypocitat hodnotu T4(2), aby sme sa s presnostou 0, 1 priblizili k &islu v/2:

1" 1" (4)1
7,2 = 1)+ Foe -0+ e T e W gy
1 11 3 1 15 1 384+192—48+24—15 537
Tl — — 1,3984375.
T3T1 2786 1624 384 =gy ORI

Vzhladom k tomu, Ze skutoéna hodnota je priblizne /2 ~ 1, 4142, je chyba aproximécie mensia,
ako sme ocakavali. ¥

Literatura

[1] HASIL, Petr a ZEMANEK, Petr. Sbirka vesengch prikladi z matematicke analijzy I, https:
//is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js12/m_analyza/web/pdf/SPzMAI.pdf

[2] HILSCHER, Roman Simon, HASIL, Petr, VESELY, Michal a ZEMANEK, Petr. Predndsky
z matematické analyzy na FI http://www.math.muni.cz/"hasil/Data/CZ/Teach/MU/
MB152/prednasky_MB152.pdf

[3] DOSLA, Zuzana. a KUBEN, Jaromir. Diferencidini pocet funkci jedné promeénné

4] https://mathalino.com/reviewer/differential-calculus/
p
72-74-1light-intensity-of-illumination-and-theory-of-attraction


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js12/m_analyza/web/pdf/SPzMAI.pdf
https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js12/m_analyza/web/pdf/SPzMAI.pdf
http://www.math.muni.cz/~hasil/Data/CZ/Teach/MU/MB152/prednasky_MB152.pdf
http://www.math.muni.cz/~hasil/Data/CZ/Teach/MU/MB152/prednasky_MB152.pdf
https://mathalino.com/reviewer/differential-calculus/72-74-light-intensity-of-illumination-and-theory-of-attraction
https://mathalino.com/reviewer/differential-calculus/72-74-light-intensity-of-illumination-and-theory-of-attraction

