MB152 Diferenciadlny a integralny pocet, skupina 10, 5. cvicenie, 4.11.2020
Zakladné integracné metody

Neurcity integral funkcie f je mnozina vSetkych funkcii, ktorych derivacia na nejakom in-
tervale I je prave f. KedZe vSetky takéto funkcie sa lisia len o konsStantu, plati

/f(x)da::{F(:v)+c|c€R},

kde F(z) je lubovolna primitivna funkcia k funkcii f(z), ¢o znamen4, Ze na intervale I spliia
rovnost F'(z) = f(x). Uvedme zékladné integracné metédy.

Veta 1 (linearita neurcitého integrélu). Nech a € R je lubovolné. Potom plati

o Ak je F(x) primitivna funkcia k funkcii f(x), potom je aF(z) primitivna funkcia k funkcii
af(x):

/a-f(x)dx:a~/f(x)dx. (1)

o Ak je F(z) primitivna funkcia k funkcii f(x) a G(x) primitivna funkcia k funkcii g(z),
potom je F(x) £ G(x) primitivna funkcia k funkcii f(x) + g(x):

[ @ £g@ar= [ f@)dex [ go)a. @)

Veta 2 (integrovanie po ¢astiach - metéda per partes). Nech maji funkcie u(x) a v(x) derivdciu
na intervale I a nech md funkcia u(x)v'(x) na tomto intervale primitivnu funkciu H(x). Potom
je funkcia u(x)v(x) — H(x) primitivna k funkcii u'(x)v(x):

/ o (2)0(z) dz = u(z)o(z) — / (@) (z) de. (3)

Pravidlo per partes sa d& jednoducho odvodit z pravidla pre derivovanie stéinu funkeii:
(w) =dv+uw = /(uv)’:/u'v—i—/uv’ = w = /u’v—i—/uv’.

Veta 3 (substituénd metéda I). Nech je funkcia f(t) definovand na intervale I a nech md
funckia p(z) derivdciu na intervale J, pricom plati o(J) C I. Ak ma f(t) primitivnu funkciu
F(t) na intervale I, potom je F(p(x)) primitivna funkcia k f(p(z))¢’(x) na intervale J.

Pouzitie tejto metody schematicky znazornime nasledujiicim spésobom:

[senewan | 7R

- [10a (=FO=Fe@). @

Myslienka tejto metddy je nasledujica. Ak si vSimneme, Ze integrand je v tvare f(p(z))¢'(x),
pouzijeme substittciu ¢t = p(z) a vyraz ¢'(x) dx nahradime diferencidlom d¢. To nés privedie
k integralu [ f(t) dt. Povedzme, Ze sme schopni tento integral vypocitat a vysledna primitivna
funkcia je F'(t). Opéit prostrednictvom substiticie ¢ = ¢(x) sa vratime k povodnej premennej x,
¢oho vysledkom je funkcia F'(¢(x)), a té je podla predoslej vety riesenim pdvodného problému.



Veta 4 (substituéna metéda II). Nech je funkcia f(x) definovand na intervale I a nech md
funckia 1(t) nenulovi derivdciu na intervale J, pricom plati ¥(J) = 1. Ak md f(¢(t))y'(t)
primitivnu funkciv F(t) na intervale J, potom je F(y~'(x)) primitivna funkcia k f(z) na
intervale I.

Pouzitie tejto metody schematicky znazornime nasledujiicim spésobom:

[r@ae | FEE0 = [reowne (=ro=rFet@). o)

Myslienka tejto metédy je nasledujtca. Niekedy je uzito¢né nahradit pdvodni premennd x vy-
razom 1(t) v novej premennej t. Po nahradeni diferencidlu dzr poévodnej premennej vyrazom
Y'(t) dt mé integrand tvar f(i(¢))y’(t) dt. Povedzme, Ze tato funkcia ma primitivnu funkciu
F(t). Navratom k povodnej premennej x prostrednictvom transformécie ¢t = 1)~!(x) sa dosta-
neme k funkcii F(1~1(x)), ktora je podla predoslej vety rieenim povodného problému. Inverzna
transformdcia ¢t = 1) ~!(x) existuje vdaka predpokladu o nenulovosti derivacie funkcie 1 na in-
tervale J.

Pri obidvoch substitu¢nych metodach prostrednictvom nejakej transformacie prechadzame
od starej premennej k novej. Treba mat na pamiiti, Ze nikdy nemoze dojst k pomieSaniu pre-
mennych. Po uskuto¢neni substituénej metédy musi v integrali vystupovat len jedna a to novéa
premenna. Opacné situdcia sved¢i o pritomnosti chyby. Pri nahradzani diferencialu pouzi-
vame v obidvoch pripadoch jeho definujuci vztah: ¢ = p(z) = dt = ¢'(z)dx, respektive
r=1(t) = de=1'(t)dt.

Ak vzorce pre derivovanie elementarnych funkcii budeme ¢itat ,,opacnym smerom‘, dosta-
neme vzorce pre vypocet niektorych neurcitych integralov:

xn+1
(/x”dvz +c, (6) a®
n+1 /a’”dxz1 +c, (12)
og a
/sin:cdx:—cosx+c, (7) 1 i
/—dx =log|z| +¢, (13)
x
/cosxdx =sinz + c, (8) 1
————dz = arcsinz + ¢, 14
5 dz = tanx + c, (9) 1
cos? / dz = arctanz + c, (15)
1422

1
_ der = —cotz+¢, (10) ,
/Sm% /f(”) dz = log| f(z)| + c.
/exda: =e"+oc (11) f@)
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Priklad 5. Vypocitajte integral

(5 n(5) - ) o

Voo (2% 1 (2)/ /x / 2 / 1
/(—2 +sin el o I\ E )T e
1 2 1 1
2y fvrs fan () [ pme
E)l/widx—i—/sin (2%) dx—%arcsinw—l—c
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Priklad 6. Vypocitajte integral

Pouzijeme metédu per partes (3):

log® « u' = i2 u=—z"" @) log®z log? x u' = i2 u=—a"!
/ ;—dz ! 3logz| — +3/ ;—dz ‘ 2log x
T v:10g3x v’:—g T T v:10g2x o —
x x
log’s  3log? 1 W= u=—t
og” og” og T = =
v v z v=logr v =-
x

—~
w
=

logz  3log’z 6logx / 1
— — — 6 [ —=d
x x x + 2

—~

y log*xz  3log’xz 6logx 6
— — — ——+c

T T i T

Priklad 7. Vypocitajte integral

Pouzijeme substituént metédu (4):

1 1
/—cos - dx(:)—/—icos 1 dx
2 x 2 T
)

Priklad 8. Vypocitajte integral

/xQ\/l — 22dx.

Pouzijeme substituént metédu (5):

22V1 — 22 dx T = sin(t) ©) sin?tv/1 —sin’tcostdt = [ sin®tcos®tdt
dx = costdt

1 1 1
L 2 /4sin2tcos2tdt =12 /sin2(2t) dt = 1 /(1 — cos?(2t)) dt

1 [f1-— 4t 1 1
= —/&()dt L —/(1 —cos(4t))dt@ = /1dt— /cos(4t)dt

4 2 8 8
1 sin(4t) r=sint= | 1 , sin(4 arcsin z)
_g(t— 4 —1—0) ¢ — aresin o —g(arcsmx—fqtc )
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V druhom riadku sme vyuzili goniometrickt jednotku a vzorec pre sinus dvojnasobného uhla.
V trefom riadku sme pouzili nasledujicu identitu, ktord sa pri pocitani neurcitych integralov
casto vyskytuje:

cos(2t) +1
cos(2t) = cos’t —sin’t = cos’t — 1 +cos’t = 2cos’t —1 = cos’t = %

Vyraz sin(4 arcsin x) eSte mézeme upravit:

sin(4 arcsin z) = 2sin(2 arcsin x) cos(2 arcsin x)
= 4sin(arcsin x) cos(arcsin x)(cos? (arcsin ) — sin?(arcsin z))

=4av1 — 22(1 — 2% — 2%) = 4ov1 — 22(1 — 22%),
kde sme vyuzili tieto vztahy:
cos?(arcsinx) = 1 — sin®*(arcsinz) = 1 —2®> = cos(arcsinz) = V1 — 22,

V kone¢nom dosledku mozeme pisaft

1
/xQ\/l —22dx = 3 (arcsinx — V1 —22(1 —22°%) + c)
1
=3 (arcsin:c —2V1 — 22 +223V1 — 22 + c> )
,.).
Priklad 9. Vypocitajte integral
arcsin x d
———dx.
V1—2?
Tento integral mozeme spocitat aj substituénou metédou (4) aj metédou per partes (3):
. t = arcsinx 2 .2
arcsin x t arcsin® x
—dx 1 W tdt@—+c:—+c
-
u = _ u = arcsin
arcsin x L/ 2 - arcsin x
% dx l—z 1 ©) arcsin® x — —— dx.
vi—z v=arcsinx vV =-—— vi—w
V1-—a?
Ak oznacdime symbolom [ skiimany integral, predosli rovnicu moZeme zapisat v tvare
.2
arcsin® x
I =arcsin’z —1 = 2] =arcsin’z = [= —s
¢o je ten isty vysledok ako v pripade substitu¢nej metody. »

Priklad 10. Vypocitajte integral
1

—dz.
22/ 1 + 22

1 T = tant 1 1 1
/ — 1 o / ——dt = / dt
221+ 22 dz = p—w de tan?tv/1 + tan®¢ cos<t sin® tv/1 + tan? ¢
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1

cost cost
: dt = — ——dt
o sin?t cost sin®tvcos?t + sin” ¢
sin“t4/1 + ——
cos?t
cost s =sint 4) 1 ©® 1
_/Sm%dt‘ds:costdt —/S2d3— s +c p— c
! +
=———+c¢
sin(arctan x)
Upravme vyraz sin(arctan z):
1
sin®(arctan x) + cos®(arctanz) =1 = tan®(arctanz) +1 = ————
cos?(arctan x)
1
2
= cos“(arctanz) =
( ) 1+ 22
= sin’(arctanx) = 1 — cos?(arctanz) = 1 ! i
B B 1+22 14 22
= sinfarctan ) = ——
sin(arctan ) = ——.
V1422
Takze v kone¢nom dosledku plati
1 V1422
————dr=—"—"—+c
x2/1 4+ 22

T

Pred poslednym integrovanim sme pouzili substituéni metédu. Ukazme si, Ze sme mohli pouzit
aj metédu per partes:

u = !

5 u = —cott
sin“t
v=cost v

= —sint
—cos?t —sin’t

2 2
t t
@—C(?S —/Costdt@—cés —sint +c¢
sin t sint

1 V1 2
: te=———+Cc=——FF—F—=+tc= i+0.
sint sin ¢ sin(arctan x) x
,.).
Priklad 11. Vypocitajte integral
/ arctan v/z dz.
"=2t u=t?
r=1 | u 3)
= 1 —
/arctan vz dr dr — 2 dt /275 arctant d¢ o — arctant o —
1+¢2
t? 1+t*—1
— t?arctant — / dt = t*arctant — / s dt
1+t 1+t
1 (2) 1
_ 42 \2) 42
=t arctant—/(l— 1—1—152) dt =t arctant—/ldt+/ e dt
(©)a(

' t? arctant — t 4+ arctant + ¢ = x arctan Vx + arctanv/z — /T + c.

/ 2% arccos x dx.

5

Priklad 12. Vypocitajte integral



/ 2

u =z U= —
/ 2% arccos r dx 1
v =arccost UV = ————
V1—22

(—)x—garccosijl m—?)dyz: T = cost
3 3] V1 — 22 dz = —sintdt
) 3 1 [ costsint it 3 1/ 3
= —arccost — — | ———dt = — arccosx — — | cos

3 3J V/1—cos?t 3 3

3 1 . 9 s =sint (4)
:garccosx—g/(l—sm t)costdt ‘ Qs — costdr | =

3 1 3 1 3
:w—arccosx——/(l—SQ)ds:x—arccosx—— s— 2 ) +e

3 3 3 3 3

3 1/ . sin® ¢
= —arccosxr — — | sint — +c

3 3 3

3 1

sin®(arccos ) )
—— ) te

= — arccosz — - | sin(arccos z) —
3 3
Znovu si pomozeme goniometrickou jednotkou:

sin?(arccos ) + cos®(arccosw) =1 = sin*(arccos ) = 1 — cos*(arccosz) = 1 — 2°

= sin(arccosx) = V1 — 22.

Uz mozeme dopocditat hlfadany integral:

3 1 /1_ 2\3
/:UZaI‘CCOSJZdQZ: %arccos:c—g <\/1—372— %) +c

(3353 arccost — 2V 1 — 22 — 2%V/1 — x2) +c.

O =

Integrdcia raciondlnej lomenej funkcie

Vyraz 2%, kde p(z) a g(x) st polynémy, nazyvame racionalna lomena funkcia. Ak st(p) <

st(q), potom dostéava privlastok rydzo lomena. Za predpokladu, ze polynémy p(x) a g(x) nemajt

spolo¢né korene, mdzeme rydzo loment racionalnu funkciu % vyjadrit ako stdet takzvanych

parcidlnych zlomkov. V prvom rade musime néjst vSetky korene menovatela. Ak je o € R redlny
koreni polynému ¢(z) nasobnosti k, potom sa v tomto st¢te nachadza nasledujicich k zlomkov:
Ay A, Ay

r—a (r—a)? " (x—a)k’ (+)

kde A; st koeficienty, ktoré je nutné dopocitat. Predpokladajme, ze S +iv je dvojica komplexne
zdruzenych korefiov polynému ¢(z) nasobnosti k. Bud 22 + bz + ¢ kvadraticky polyném, ktorého
korene st prave § + iy. Potom sa v rozklade na parcidlne zlomky nachadza nasledujtcich &

zlomkov:
Bl.%' + Ol Bgl’ + 02 BkZL’ + Ck

2 +br+c (22+br+c)? 7 (22 + b+ o)k (x%)
kde B; a C; st koeficienty, ktoré je nutné dopocitat. Uvedeny rozklad je jednoznaény aZz na
poradie jednotlivych zlomkov. Uvedme si postup pri integrovani racionalnej lomenej funkcie:




e V pripade, Ze racionalna lomené funkcia nie je rydzo lomen4, teda st(p) > st(q), usku-
to¢nime delenie ¢itatela menovatelom so zvyskom, ¢o nés privedie k rydzo lomenej raci-
onalnej funkcii.

e Uskutocnime rozklad na parcidlne zlomky.

e Jednotlivé parcidlne zlomky zintegrujeme.

Pozrime sa blizsie na posledny bod predoslého postupu. Zlomky * sa po zavedeni substitiicie
t = x— «a zintegruju samé. Vyrazy x?+bx+c v zlomkoch ** rozloZime na $tvorec a uskuto¢nime
nasledujtcu linearnu transforméaciu:

B,z +C, Ba:+C t =228 B,t+C,
e dz = dz D=
(22 + pr +q)" 6)+7) dt = > dz >+ 1)
~ 1
dt C ———dt.
/ * (24 1)n

Prvy integréal vyrieSime substitticiou s = ¢? + 1 a druhy integral je integral K, () z prednasky,
ktory je dany rekurentne:

1 T 2n —1
— +

2n (z2 4 1)" 2n

Ko(z) =z, Ki(x)=arctan(z), K, i(x)= K,(z).

Priklad 13. Vypocitajte integral

/:IJ3 — 222+ 2
—  d=z.
(z—1)3

Integrand nie je rydzo lomend funkcia, takZe musime uskutoc¢nit delenie, aby stupen ¢itatela
bol mensi ako stupen menovatela:
a:3—2x2+2_:v3—3x2+3x—1—|—x2—3m+3_ 2?2 — 3+ 3

== =1 .
(x—1)3 23— 322+ 3z — 1 +x3—3x2—|—3x—1

Posledny zlomok uZ je rydzo lomend funkcia, ktorej ¢itatel a menonvatel nemaja spolo¢ny koren,
¢o znamend, ze mozeme uskutocnit rozklad na parcidlne zlomky. Menovatel mé trojnasobny
koren 1 preto méa rozklad nasledujici tvar:

> —3r+3 A N B N C
(x —1)3 Cr—1 (x—1)2  (x—1)%

kde koeficienty A, B a C' musime dopo¢itat. Rovnicu mo6zeme vynésobit spoloénym menovate-
fom uvedenych zlomkov a potom porovnat koeficienty pri rovnakych mocninach x:

2 —3r+3=A@x—-1>?+Bx—-1)+C=A42"-2Ar+ A+ Bx — B+ C
=Ar* +(B-2A)x+A—-B+C

ZEQI 1=A = A=1
o't —3=DB-24 = B=-1
' 3=A-B+C = C=1

Takze integrand mozeme napisat v nasledujicom tvare:

R T 1L
(x—1)3 r—1 (z—12% (z—1)%

7



Vratme sa k integrovaniu:

/(1+xi1 le +{xj1))dx 1 1
A e R A it
R

16) iitxdgc WI 2 d fitx d}c Wf 3 dt
logle — 1] 4 — Lo
=T og |\r — — C.
& r—1 20— 17

Priklad 14. Vypocitajte integral

/$4—4x3—|—9x2—7x—4
(x —2)(2%2 —2x+2)

x.

Opit zacneme delenim:
(" —42® 4+ 92° —Tx —4): (2° —42® + 60 —4) =1
—(z* — 42® + 627 — 4x)
32 — 3w —4

Dostali sme rovnost

at — 43 4+ 922 —Txr — 4 N 32 —3xr—4
=z )
(x —2)(2? — 22+ 2) (x —2)(x? — 2z + 2)

Venujme sa poslednému zlomku. Cislo 2 nie je koretiom d¢itatela a kedZe citatel ma kladny
diskriminant, zatial¢o kvadraticky polyném v menovateli mé diskriminant zaporny, citatel a
menovatel nemaji spolo¢ny koreti. MéZeme ho preto rozlozit na parcidlne zlomky. Menovatel
mé jeden redlny korenl ndsobnosti 1 a dva komplexne zdruzené korene nasobnosti tiez 1, takze
rozklad na parcidlne zlomky méa tvar

3¢ —3x—-4 A N Bx+C
(x—2)(22 =20 +2) -2 22-20+2

kde koeficienty A, B a C' musime dopocitat.
377 —3r —4=A(2* - 20 +2) + (Bx + C)(x — 2) = (A+ B)z* + (C — 2B — 2A)x + 2A — 2C

2. 3=A+B A=1
2t —3=C-2B—-24 = B=2
2V —4=24-20C cC=3

Integrand ma teda nasledujuci tvar:

xt — 43 + 922 — Tx — 4 N 1 N 2x + 3
=X .
(x —2)(2%2 —2x+2) r—2 12-2x+2

Sme pripraveny spocitat integral zo zadania:

/ n 1 n 2+ 3 d
v r—2 x22—-2x+2 v




2

) z?

—

2

20 + 3
d —d
x+/w2—2x+2 o

(16)

T 20 —2+5
— 2 Lloglr—2 EETETO g
5 Tlogle |+/x2—2$+2 o

20— 2 5
= —+1 -2 —d —d
+log |z |+/x2—2x+2 x+/x2—2x+2 .

N

(16)

2

T B s 1 t=z-1
2—i—log|x 2| + log |« 2x+2‘+5/—<x_1)2+1 T4 = de

@ 2’ 2

=3+log|x—2|+log|a: —2x+2‘~|—5/t2+1dt

2

:%+log|x—2|+log|x2—2x+2‘+5arCtaIlt+C
2

= %+log|x—2|+log|x2—2x+2‘ + 5arctan(z — 1) + c.

Priklad 15. Vypocitajte integrél

dzx.

/333—3952—1—143:—9
(22 — 22 + 10)?

Integrand je rydzo lomend funkcia, takze sa moZeme rovno pustit do rozkladu na parcidlne
zlomky. Menovatel méa dva komplexne zdruZené korene nasobnosti 2, ¢o znamené, Ze spominany
rozklad bude mat tvar

2 — 3224+ 142 -9

B Arx + B Cx+ D
(2% — 2x +10)?

(22 — 22 4+ 10)%

22 —22+10
Dopocitajme nezname koeficienty:

23 =322 + 14 — 9 = (Az + B)(2* =22+ 10) + Cx + D
= A2 + (B — 2A)2* + (10A — 2B + C)x + 10B + D

Tt 1=A = A=1
7 —3=DB-24 = B=-1
2t 14=10A-2B+C = (C=2
2% —9=10B+D = D=1
Integrand ma tvar
a? =32+ 14z —9 r—1 2 + 1
(2 =2z +10)2  22-22+10 (22— 2z +10)%
Pocitajme:
/ r—1 n 20 + 1 d
T
22 —2x+10 (22 — 2z + 10)2




1/ 20 — 2 q —l—/ 2 +1 d
2) 22 -2x+10 ((x —1)2+9)2

(16)

t =
20+ 1 3

1
r—1\2 dt = =dz
81 5 +1 3

1 1 6t + 3
:—log‘x2—2x+10|+§/—+dt

:%10g’x2—2x+10|+/

2 (t2+1)2

L 1 2t 1 1
=21 2_9 10 _/—dt ‘/—dt

[t =0 s R0

110’2 22 + 10| Lot bt L ctant
= — xr — T . =+ it 1 . N

1 1 1 r—1 1 .1
T T D S SN et SN S

20g’x T+ | $_1)2+9+6 (x_1)2+9+18arcan( 3 )

(
1 1 z-T 1 r—1
= “log |a? — 22 + 10| + - - —————— + — arct .
5 log e =20 +10] 45 x2—2x+10+18arcan< 3 )

Priklad 16. Vypocitajte integral

/ 28 — 525 — 4at + 923 + 13822 — 2562 + 289

dx.
(x4 1)?(2? — 8x + 17)2 v

Integrand je rydzo lomené funkcia. Menovatel mé koreri 0 nédsobnosti 1, korei —1 nasobnosti 2
a dva komplexne zdruzené korene nasobnosti 2, ¢o znamena, zZe spominany rozklad na parcialne
zlomky bude mat tvar

28 — 525 — 4z + 923 + 13822 — 2562 + 289
x(x 4+ 1)%(2? — 8z + 17)2
A B C Dx+ FE Fx+G

T +x+1+($+1)2+$2—8x+17+(:172—8x+17)2'

Po tprave dostavame

2% — 52° — 4z* 4 92° + 1382% — 2567 + 289
= A(z 4+ 1)*(2* — 82 + 17)* + Ba(z + 1)(2® — 8z + 17)? + Ca(2? — 8z + 17)?
+ (Dx + E)x(x + 1)*(2* — 82 + 17) + (Fr + G)x(x + 1)?

Ak za x dosadime 0, dostaneme 289 = 17?A, teda A = 1. Dosadenim —1 za z sa pre zmenu
dopracujeme k —262C' = 676, teda C = —1. Dosadme a pokrac¢ujme dalej.

102° — 87" + 1992 + 232* — 273x
= Bz(z +1)(2* — 8z + 17)* + (Dx + E)x(x + 1)*(2* — 82 + 17) + (Fx + G)x(x + 1)*

Rovnicu vydelime polynémom x:

102* — 872° 4+ 1992* + 23z — 273
=Bz +1)(2* - 82+ 17)* + (Dz + E)(z + 1)*(2® — 82 + 17) + (Fz + G)(x + 1)*

Polyném na lavej strane rovnosti musi byt delitelny polynémom x + 1:

10



|10 [ =87 199 | 23 | —273
—1]10 | =97 296 | =273 | 0

Takze po vydeleni polynémom x 4 1 dostavame rovnicu

1023 — 9722 + 2962 — 273
=B(@* -8+ 172+ (Dx + E)(x + 1)(2* = 8z + 17) + (Fx + G)(z + 1)

Ak za z znovu dosadime —1, dopo¢itame koeficient B: 2628 = —676, takze B = —1. Po uprave
dostaneme

ot — 62° + 22 + 242 + 16 = (Dz + E)(z + 1)(2* = 82 + 17) + (Fz + G)(z + 1).

Znovu mozeme pouzit Hornerovu schému:

(1] —6|1]24]16
-1[1|-7[8[16] 0

Takze po vydeleni poslednej rovnice polynémom x + 1 dostaneme

2* — 72?4+ 82+ 16 = (Dx + E)(z* — 82 + 17) + (Fz + G)
= Dx* +(E—8D)2*+ (17D —8E + F)z + 1TE+ G.

Zvys$né koeficienty mozeme dopocitat vyrieSenim prislusnych linedrnych rovnic:

2: 1=D = D=1
. —7=FE—-8D = F=1
' 8=17TD-8E+F = F=-1
2 16=17TE+G = G=-1

Konecne sme nasli rozklad integrandu na parcialne zlomky:

2% — 525 — 42 + 923 + 13822 — 2562 + 289
z(z + 1)%(2? — 8x + 17)2
1 1 1 x+1 —x—1

r z+1 (:c+1)2+x2—8x+17+(x2—8x+17)2'

Prejdime k integrovaniu:

/ 1_ 1 _ 1 n r+1 n —x—1 d
r z+1 (x+1)2 22-8x+17 (22 —8x+17)? v
@ [1 1 / 1 / r+1 / —x—1
I e T do— [ ———d T g d
/ac v /a:—l—l v (x+1)2 el 22 —8x+ 17 v (22 — 8x + 17)? ‘

tog ] — log | + 1] 4 ] +1/29[;—8+10 / r-445
= log |x| — log |z ——+ - | 5 dr — r
& & r+1 2) 22— 8z +17 (x—4)2+1)
(16) Frmiae
x 11 1 10 t+5
—1 Slogle? — 8w+ 17|45 [ ————dr— [ o dt
o8 x+1’+x+1+2 og|#* — 8z + |+2/1:2—8:c—|—17 v /(t2+1)2
—f(x)
1 1 ot 1
_ 5 —— qe—c | a5
fo)+ /(x—4)2+1 ! 2/(t2+1)2 /(1ﬁ2+1)2
|l e et |5t e
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1 1 1 t 1
:f(q:)+5arctan(x—4)—§/—2d5—5 (—. —|——arctant> +c
s

2 241 2

5 1 1 5 t
:f($)+§arctan(x—4)+§g—§m+c

x 1 1 5 1 —5x+21
=1 —log |2* — 8x + 17| + = arct — ) o
ng+1‘+x+1+2og|x 7+ 17| + g arctan(z — 4) + 5 w—a711 ¢

>
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