MB152 Diferencialny a integralny pocet, skupina 10, 7. cvic¢enie, 18.11.2020
Diferencidlne rovnice

Diferencidlna rovnica y' = f(z)g(y) sa nazyva rovnica so separovanymi premennymi. Ak
G(y) je primitivna funkcia k funkcii le) a F(x) je primitivna funkcia k funkcii f(z), potom

rovnica

G(y) = F(z) + ¢

implicitne zadéava rieSenie y = y(z) diferencidlnej rovnice y' = f(z)g(y). Tento postup riesenia

sa d& symbolicky naznacit pouzitim znacenia ¢y = %:
/ L 1 dy
y =flx)gly) = ——y =[f= ———=fl
@) = v = 1) =@
1 1
= —dy=f(xr)dz = /—dy:/f:cd:c.
9(y) @) 9(y) )

Pri deleni funkciou ¢(y) overime, ¢i rovnost g(y) = 0 neurcuje konstantné rieSenia danej dife-
rencialnej rovnice.
Ak mé prava strana diferencialnej rovnice y' = F(x,y) tvar F(x,y) = f(¥), pouZzijeme
y(z)

substiticiu z(x) = ©, teda y(r) = z(z)z. Pre derivaciu plati ¢’ = 2’z + 2. Po dosadeni do

povodnej rovnice dostaneme

y’zf(g) = Zrt+z2=f(z2) = ="
T
¢o je rovnica so separovanymi premennymi.

Diferencidlna rovnica y' = f(z)y+g(x) sa nazyva linedrna diferencialna rovnica. Clen f(z)y
hodime na druht stranu a rovnicu vynasobime funkciou e”®), kde F(z) je primitivna funkcia
k funkcii — f(z), vdaka ¢omu sa z pravej strany stane derivacia su¢inu:

v =fay+glx) = y—fl@y=gx) = ye'P— flx)ye"™ = g(x)e"™
= (ye') = g(x)e")

Obidve strany rovnice zintegrujeme, ¢o nas privedie k rieseniu:

(yef @Y = g(z)ef@ = yel'@ = /g(m)eF(r) dz = ylx)=eF®. /g(x)eF(x) dx

Namiesto e/’ ®) budeme menej forméalne pisat e/ —/(@)dz,

Rovnica ¢y = f(x)y + g(z)y", kde r # 0,1, sa nazyva Bernoulliho rovnica. Tato rovnicu
vyriesime zavedenim substittcie u(z) = y(z)'~". Pre derivaciu plati v’ = (1 — r)ys- Povodna

T

rovnicu vynasobime vyrazom ly,. a premennu y nahradime premennou wu:

/

T y -T
v =Ty +gly = Q=) 2=~ N (f(@)y' ™ +g(@) = o' =1 -r)(f(2)u+g(x)).
To je linearna diferencidlna rovnica, ktort uz vieme vyriesit.

Niekedy nam k vyrieSeniu dopomoze zadmena premennych, ¢o znamené, ze x budeme chépat
ako funkciu premennej y. Ak y/(x) = F(x,y(x)) # 0, mdzeme dant rovnicu prevratit a podla
pravidla pre derivaciu inverznej funkcie odvodif diferencidlnu rovnicu pre nezndmu funkciu

z(y):




= 2'(y) = 1 = 1= 1
F(xz(y),y) F(z,y)
Funkcia @ moze mat, narozdiel od funkcie F'(x,y), niektory z uz Studovanych tvarov.

X

Xo

Priklad 1. Najdite vSeobecné rieSenie a partikularne rieSenie spliiajice podiatoéni podmienku
y(—1) = 2 rovnice
r Y= 1
¥y = a:2y2 :
Uvedena rovnica je rovnicou so separovanymi premennymi. Sta¢i ndm na jednu stranu rov-
nice premiestnif premennt y, na druht stranu premennt x a obidve strany rovnice podla pri-
slusnych premennych zintegrovat:

,_y—1 ,_ ly-—1 y» o, 1 y» dy 1
Y x2y? ¥y = y? y—ly x? y—1dx a2
2
Y 1
= dy = — dy = [ —d=z.
y—1 Y 2 &% y—1 Y 2t
KedZe plati
y?
=yt 14—
1 =y+1+ BT

AV o0 . .
mozeme sa pustit do integrovania:

2 1 y2
/ dy—/<y+1+y—) dy =% +y+logly—1|+c

1 2
/—dx————i—c

To znamen4, Ze riesenie je pre kazdé ¢ € R implicitne urcené rovnicou

2
Y 1

—ty+logly—1=——+c

2 T

Navyse pri uprave povodnej diferencialnej rovnice sme delili vyrazom y— 1, pricom sme predpo-
kladali jeho nenulovost. VSimnime si, Ze rovnost y(z) = 1 urcuje tiez rieSenie studovanej rovnice.
To vSak nedostaneme Ziadnou konkrétnou volbou integracnej konstanty v rovnici vyssie. Preto
ma vSeobecné riesenie tvar

2

1
yzl,%+y+log|y—1|:—5—l—c,c€R




Ak chceme néjst rieSenie spliiajiice pociatoéni podmienku y(—1) = 2, dosadime do posledne;j
rovnice x = —1 a y = 2 a dopocitame konstantu c:
2

2 1
?+2—|—1og|2—1|:——1+c = 24240=1+c = c=3.

Riesenie spliiajice pociatoénii podmienku y(—1) = 2 je implicitne uréené rovnicou

2

1
Y o ytlogly—1]=—=+3. >
2 T

5

e

»
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Obr. 1: Priklad 1

Priklad 2. N4jdite vSeobecné rieSenie a partikularne rieSenie spliajice pociatoéni podmienku
y(3) = % rovnice

/ )
Ty —y = xtan —.
x
Po vydeleni rovnice premennou x uvidime, ze sa jedna o rovnicu homogénnu:

y'—y:tany = y':g%—tany.
T T T T

ry —y=axtan> =

SEES

Zavedieme substiticiu u(x) = @, teda y(z) = u(z)x. Pre deriviciu funkcie y podla pravidla
pre derivovanie stucéinu plati ¢y = v’ + u. Dosadme do poévodnej rovnice:

r_ Y Y / ,_ tanu
Yy ==+tan- = uwrt+u=u-+tanu = u = .
x T T

To je opét rovnica so separovanymi premennymi:

, tanu 1, 1 1 du 1 1 1
= = u = — —_— == = du = —dzx (%)
x tan u x tanu dz x tanu x

1
/ du:/ldx
tan u T

u

Integrujme:




= log|z| + ¢

CoS U s =sinu
- du
sin u ds = cosudu

1
/gds:log|x|+c

log |sinu| = log |s| = log || + ¢

sinu| = e 8lte = |z]e¢  ceR = k=e Rt
sin%’ = klz|, keR*

sin% = +kzx, ke R"

sin%:Kx, K e R~ {0}.

Vratme sa eSte k prvej tprave v (x). Tam sme predpokladali, ze
tanu£0 o L4knkeZ & y=krr kel
x

Pri takychto tpravach sa casto stava, Ze prave takto vylacend funkcia y(z) je tiez rieSenim
uvazovanej rovnice. Zistime, ¢i to plati aj v nasom pripade:

k
x(kmz) — knx = vkr — krx = 0 = ztankm = x tan %3:

Tieto funkcie vSak mozeme zahrnit do nami nédjdeného riesenia sin £ = Kz, K € R~ {0} tym,
ze povolime aj nulové hodnoty konstanty K. Pre kazdé ¢ € R je preto rovnicou

Y
sin = = cx
T

implicitne urcené riesenie diferencialnej rovnice zo zadania. Partikularne riesenie splnajtce po-
¢iato¢ni podmienku y(%) = % je implicitne urcené rovnicou sin £ = V3. »

Obr. 2: Priklad 2



Priklad 3. N4jdite vSeobecné rieSenie a partikuldrne rieSenie spliiajice podiatoéni podmienku
y(0) = 0 rovnice
y = 22(2* +y).

Evidentne sa jedna o linearnu diferencidlnu rovnicu:
y =2x(*+y) & y=22%+2ry & y —2zy=22"
Dalej tito rovnicu vynasobime integra¢nym faktorom
ef—2mda: _ —932.

(S

To nas privedie k

y'e ™ — 2pye ™ = 208"
(ye—rz)/ — 2x3e—w2
2 / —t —t
22 3 2 t=ux . — u =e u = —e
ye —/Qxe dx dt:2xdx‘_/te dt _ o — 1

= —te t + / etdt=—te ' —et+ec=—2%"" —e ™ ¢

Yy = —2? =1+ ce®.

Partikuldrne riesenie spliiajiice po¢iato¢ni podmienku y(0) = 0 nidjdeme dosadenim z = 0 a
y = 0 a dopocitanim konstanty c:

0=-02—1+ce” = 0=-14c = c=1.

Hladané riesenie je y = —2% — 1 + ™. ¥

\

\
I

Obr. 3: Priklad 3



Priklad 4. N&jdite vSeobecné rieSenie a partikularne rieSenie splnajice pociatoéni podmienku
y(0) = 1 rovnice
! 2
Yy = —2y + y“e’.
Uveden4 rovnica je Bernoulliho, takZe pouZijeme substitiiciu u = y*~2 = y~!. Pre derivaciu
7’ 4 ’ v d . .7 . 4 . . .
plati v = —3—2. Vynasobme uvazovanui diferencidlnu rovnicu vyrazom —y% a prejdime k novej

premennej u:
Y =-2y+ye’t = L ="-¢" = u=2u—-e¢ = u-2u=-c" (¥

Dostali sme sa k linearnej diferencialnej rovnici. T vynasobime integra¢nym faktorom

ef—2dx _ e—2x'
To nas privedie k
We ™ —ue = —e7"
(ue—Qa;)/ — _e7 %
T / —e *dz=e""+c¢
_ T 2z
u=-e +ce
1
= =% 4 ce®,
Y

Opiit sme pri upravach v rovnici (%) a vobec pri zavedeni substitticie u = i predpokladali, ze
y # 0. AvSak po dosadeni do diferencidlnej rovnice zo zadania zistime, Ze aj funkcia y(x) = 0
je jej rieSenim. Preto mé vSeobecné rieSenie tejto rovnice tvar

1
—=c"4ce*, ceR,y=0.
)

Partikuldrne riesenie spliiajiice poc¢iato¢nti podmienku y(0) = 1 mé tvar y = e™*. ¥

Priklad 5. Najdite veobecné riefenie a partikuldrne rieSenie spliiajice podiatoéni podmienku
y(3) = 1 rovnice
2y + (y* — 62)y = 0.

Po tprave zistime, Ze rovnica nema ziadny z doteraz uvedenych Specidlnych tvarov:

2 2_62)y =0 = ¢ =-—"J-.
y+(y" —6a)y V=6

Uskutocnime zédmenu premennych. Premennti # budeme chépaf ako zavisli premenn, teda
ako funkciu premennej y: © = z(y). Prevratime obidve strany rovnice, ¢o ndm na lavej strane
vytvori derivaciu z':

P S T o ()
TSy T ey

Tiez sa tato operacia zvykne zapisovat symbolicky

dy - de_yi-6e 0, y-G /
dr y?—6x dy —2y —2y

< |8
|
N <



Obr. 4: Priklad 4

1
= o —3a=-2
Y 2

Této tprava nas priviedla k linedrnej diferencialnej rovnici. Musime mat na pamiiti, Ze odteraz
je x zavisla premenna a y je nezavisla premenna. Rovnicu vynasobime integra¢nym faktorom

effgdy — o 3logy _ eIOgy% _ ig
Yy
Po tejto uprave dostavame
o 3z 1
y ooyt 2y?
z\’ B 1
v) 22
T / 1 1 n
- — - e C
e 22 YT 9
2
Y 3
=2 1.
T=5 ey

- N

Aplikdcie

Priklad 6. Vypocitajte maximalnu rychlost padajiceho predmetu s nulovou pociatoénou rych-
lostou. Predpokladajte, Ze sila, ktorou posobi vzduch na padajice teleso proti smeru jeho po-
hybu je priamo timerna druhej mocnine jeho rychlosti. Ak predmet padd z dostatocne velkej
vysky, ustali sa jeho rychlost na nejakej hodnote? Ak 4no, méa na tto hodnotu vplyv pociatocéna
rychlost?



Obr. 5: Priklad 5

Podla druhého Newtonovho pohybového zakona je sucet sil pésobiacich na teleso rovny st-
¢inu hmotnosti a zrychlenia tohto telesa. V nasej situacii na teleso pésobia dve sily - gravitacna,
ktorej velkost je mg, kde m je hmotnost telesa a ¢ je gravitacné zrychlenie, a sila ktorou posobi
okolity vzduch proti smeru pohybu tohto telesa. Podla predpokladov je velkost tejto sily kv?,
kde k je kladné redlna konstanta a v = v(t) je velkost rychlosti telesa v ¢ase t. Vzhladom k
tomu, ze tieto sily posobia na teleso v navzajom opacnych smeroch, plati

koo

mv' =mg— kv = o =g— =0’
m

To je diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, ktort vieme lahko vyriesit:

dv kE 1 1
Integrujme:
1 1 1 1 1 1
t+C:/—ksz:—/—k2dU:—/ —I— dU
g— v 9gJ) 1= _Lv 290 1— e 14/

F(f e [

Povedzme, Ze pociatocnd rychlost v ¢ase 0 bola vy: v(0) = vg.! Uvedomme si, Ze konkrétna
volba pociatoc¢nej rychlosti vy zodpovedd konkrétnej volbe integracnej konstanty c:

1 m 1+ g—mvo
C= — —log—
1—1/9%’00

2\ gk

!Pripomefime, 7e na$ model plati len pre vy > 0.



Zatial sme nasli len implicitné vyjadrenie rieSenia uvazovanej diferencidlnej rovnice. V tomto
pripade sa vSak funkcia v(¢) da vyjadrit explicitne. Vypocet rozdelime na dva pripady:

° 1—1/g%vo>0

14,/ £y e exp (2(t—|—c) %) —1 0

1 /m
2
9k 1= gim“ ,/gim (1—|-exp (2(t+c)\/%))
° 1—,/gimvo<0

— 1+ gimv exp (2(t+c)\/%)+1
Stte= 1\/9:]{10,9; V) L = \/gzm<exp (2(t+c)\/%> _1> 2)

2
Funkcia v(t) = /4" je tiez rieSenim, ktoré sa ndm opét stratilo pri deleni rovnice vyrazom

g— %UQ v (). V kazdom z uvedenych pripadov plati

lim v(t) = Al

t—o0 ]{;

To znamen4, Ze rychlost padajiceho predmetu sa po ¢ase skuto¢ne ustali na nejakej hodnote.
Tato hodnota zavisi len od jeho hmotnosti, velkosti a tvaru a parametroch prostredia, teda nie
od jeho pociatocnej rychlosti. Za predpokladu nulovej pociato¢nej rychlosti mé rychlost v case

t velkost
exp (275,/%) -1
V& (oo (7))

v(t) =

\, . . . e®—1 . . 4. ,
Vysetrime priebeh funkcie f(x) = S75. Jej derivicia ma tvar
) e® =1\ e®(e® +1)— (e® —1)e” 2¢e”
€T) = = — .
e* +1 (e +1)2 (e +1)2

T4 je vSade kladnd, ¢o znamend, Ze funkcia f(z) je na celom R rastica. Funkcia v(t) preto
monoténne konverguje k hodnote |/%*. To znamend, Ze rychlost volného padu je pri nulove;
pociatocnej rychlosti zhora ohrani¢ena hodnotou /%*. ¥

Priklad 7. Nadoba tvaru hranola so Sirkou a je naplnené do vysky H vodou. Na jej spodku je
na bocnej stene otvor s plochou S, cez ktory voda vytekd. Podla Torricelliho zdkona je rychlost
v Castic vytekajicej vody zavisla od vysky hladiny h, konkrétne v = v/2gh. Uréte vysku vodne;
hladiny v case t, Specidlne, najdite Cas, za ktory sa nadrz vyprazdni.

Predpokladajme, Ze voda zacala vytekat v case t = 0, teda h(0) = H. Nech ¢;,t; > 0 st
Tubovolné okamihy a hy; = h(t1) a he = h(ty) vysky vodnej hladiny v nddobe v danych ¢asoch.
Objem, ktory za dany ¢as z nadoby zmizne, je ten isty objem, ktory za tento C¢as z nadoby
vytecie rychlostou v cez prierez s plochou S:

to to
aQ(hl—hg):/ Svdt:/ S+\/2gh dt.

t1 t1

9



4007

300+

¥ 200-

1004

Obr. 6: Priklad 6

' oG

Obr. 7: Priklad 7

Tato rovnost vydelime vyrazom ¢y — ¢1, uskutoénime limitny prechod lim,, .;, a prepiSeme t;
na t:

2l — I "2 5\/2ghdt Jm
a i 2 t 1) _ ftl t tg 201 Qh/ tl -9 /2gh tl _a2h’ =9 2gh(t).
2 — U1 27U

Dostali sme sa k diferencialnej rovnici so separovanymi premennymi, ktorti hravo vyriesime:

= S\/2gh = —a——S\/2gh = /—dh / S\/_dt
;»2\/E:—£t+

Vzhladom k tomu, Ze h(0) = H, dostavame

WH=c = 2\/h(t):—5\a/2@t+2\/ﬁ = h(t):(ﬁ S\/_).

2a2

10



Cas t, za ktory sa nadrz tplne vyprazdni je rieSenim rovnice h(t) = 0:

B Sv/2g 202
0=2VH - =25t = t—S\/Q_g\/ﬁ. >
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