MB152 Diferencialny a integralny pocet, skupina 10, 8. cvic¢enie, 25.11.2020
Funkcie viacerych premenniyjch
Priklad 1. Nijdite definiény obor funkcie
. (x —y+ 1)
arcsin [ ——— ] .
r+y—2

Musime zaistit splnenie nasledujucich dvoch podmienok:

r—y+1
1< IT <1 pqy—24£0.
Tr+y—2°— 4 7
Zacnime prvou z nich:
r—y+1 1
1< o p—y42<z-y+1l o =-<u,
T r+y—2 y+es y+ 2~
r—y+1 3
—— <1 & rz—y+1l<zr+y—2 & —<uy.
r+y—27 Y - J 2~ Y
Pozrime sa, ktoré dvojice (z,y) porusuji druhtt podmienku:
r+y—2=0 & y=-a+2
Vsimnime si, ze bod [%, %] spliia poslednti rovnicu. Kedze normélovy vektor (1,1) priamky
y = —z + 2 smeruje do mnoziny {(z,y) | 3 < z, 2 < y}, maji tieto dve mnoziny jediny

%, 3]. To znamen4, Ze defini¢ny obor funkcie f(z,y) je

1 3 13
<y < -
s=n 3 <op{[3)f >

spolo¢ny bod, ktorym je |

Obr. 1: Priklad 1



Priklad 2. N&jdite definicny obor funkcie

fx,y) = /(—422 + 24z — y? — 32) (492 — 22 + 62 — 13).

Druhéd odmocnina je definovand len pre nezdporné ¢isla. Preto musia maf zatvorky pod
odmocninou rovnaké znamienko, alebo aspon jedna z nich musi byt nulova. Definiény obor
funkcie f(z,y) je tym padom uréeny disjunkciou nasledujtcich dvoch podmienok:

1. 42?4+ 240 —y? — 32 <0 & 4y — 22 4+ 60 — 13 <0,
2. —4a? 4+ 24xr —y* — 32> 0 & 4y* — 2% + 62 — 13 > 0.

Kazd4 z rovnosti —4x? + 24z — y?> — 32 = 0 a 4y* — 22 + 62 — 13 = 0 definuje krivku rozdelujtcu
rovinu R? na niekolko ¢asti, podla toho, ¢ dany bod (z,y) spliia nerovnost > alebo <. Preto
sa pokusime tieto krivky charakterizovat:

4?4+ 24r —y* —-32=0 & —4d(@*-62+8)—-y*'=0 & —A(z-3)2*-1)—y*=0

v

& Ar-3)P -y =—-4 <& (x—3)2+4

=1.

Prvé rovnost teda urcuje elipsu so stredom v bode [3,0], ktorej poloosi maju dlzky 1 a 2.
Nerovnost—4a? 4 24z — y? — 32 > 0 spliiajia body v jej vnitri a na obvode a naopak nerovnosti
—42? + 242 — y? — 32 < 0 vyhovoji body naokolo tejto elipsy a opit na jej obvode.

dy —2?+6r—13=0 & 4y —(2*-62+13)=0 < 4y —((z—-3)*+4)=0

(x —3)
1

& 4y —(r-37=4 & - = 1.

Druh4 rovnost uréuje hyperbolu so stredom v bode [3,0]. Vrcholy jej vetiev sa nachddzaja v
bodoch [3,1] a [3, —1]. Dosadenim bodu [3,0] do vyrazu 4y? — z* + 6x — 13 dostaneme ¢islo
—4, ¢o znamena, ze body medzi vetvami hyperboly spliiaji nerovnost 4y> — 22 + 62 — 13 < 0,
zatalco tie ostatni spliiaji opa¢ni nerovnost. ¥

Obr. 2: Priklad 2



Priklad 3. Pomocou rezov réznymi rovinami nacrtnite graf funkcie

fla,y) =a® =y

Graf funkcie budeme rezat rovinami x = . Pre pevne zvolené x = x5 € R urcuje predpis
f(x,y) = w2 — y* funkciu jednej premennej, ktorej graf je prienikom roviny z = x4 a grafu
funkcie f(z,y). Graf funkcie f(xq,y) = 23 — y* vieme jednoducho nakreslit, je to prevratena
parabola, ktorej vrchol je posunuty do bodu z2. Vrcholy tychto parabol teda v rovine y = 0
tvoria opif parabolu z = x?. Ak zjednotime grafy funkcii f(z, ), z ktorych kazdy lezi v rovine
xr = xp, dostaneme graf funkcie f(z,y): ¥

Obr. 3: Priklad 3

Priklad 4. Pomocou vrstevnic nacrtnite graf funkcie

Tty
T,y = ———-.
Vrstevnica funkcie f na trovni ¢ € R je mnozina {(z,y) € D(f) | f(z,y) = c¢}. V pripade,
7e ¢ = 0, m4 vrstevnica funkcie f tvar y = —x. Dalej predpokladajme, Ze ¢ # 0.
Tr+y B
T+a2+y2 7

v4+y=c(l+z>+y°),

1\° 1\° 1 1-22
(—2—) “(y—z—c) T T T
1)’ 1\> 1-22 1
(x_2_c> +(y_2_c> 22 22

Z poslednej rovnice sme okrem iného schopni dopocitat obor hodnot funkcie f. Lavé strana
rovnice je nezaporna:



Obr. 4: Priklad 4

To znamend, Ze obor hodndt funkcie f je interval [— 7 \%] a nemé zmysel uvazovat ¢ mimo

27
tohto intervalu. Vrstevnice funkcie f st kruznice so stredom v bode [QLC, i] a polomerom

JE 1 >

Limita

Priklad 5. Vypocitajte limitu
t 2
i fAR(Y)
(z,9)—(0,2) x sin(xy)

Najprv uskuto¢nime par tprav:

2 . .
lim tan?(zy) — im sin(zy) —  lim (sm(xy)' Y )

(zy)—(02) xsin(xy)  (z9)—(02) T cos?(Ty)  (zy)—(0,2) xy cos?(zy)

Druhy zlomok urcuje spojita funkciu v bode [0, 2] takZe plati

2
lim

= = 2.
(zy)—(02) cos?(zy)  cos?(0-2)

Na vypocet limity prvého zlomku mozeme pouzif vetu o limite zloZenej funkcie na strane 121
z prednasky [2]:

t=uzy _sint

lim = xy =0 = lim — = 1.

lim sin(zy) v
(2)—(02)  (2)—(02) 20 1

(z,y)—(0,2) Ty

V konec¢nom dosledku plati

i (S0EY) Y C g W Y o
(z,y)—(0,2) xy cos?(zry) (z9)—(02) Ty (z,y)—(0,2) cos?(xy)

Priklad 6. Vypocitajte limitu

Z)Z'yQ

Lim .
(z,9)—(0,0) 2 + 32

Pouzijeme transformaciu do polarnych siradnic. Zavedieme premenné r a o, ktorych vztah s
povodnymi premennymi = a y je dany rovnicami z = rcos ¢ a y = rsin¢. Hodnota premennej
r je vzdialenost bodu [z,y] od podiatku [0,0], zatialéo hodnota premennej ¢ je uhol medzi
spojnicou bodov [z,y] a [0,0] a kladnou ¢astou osi # merany proti smeru hodinovych ruciciek.
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(r cos d,r sin d)=(x,y)
y=rsingp +-—--—-—---————- - - - - — — - — -

sing +-----= i (cos d,sin ¢)

|
cos ¢ X=r cos ¢

xy?

. rcos g - 2 sin? @
im ——
(2.9)—(0,0) T + y?

T =TCcosp, y=rsiny
(x,y) — (0,0) = r — 0"
3 cos ¢ - sin”

2

= lim
r—0+ 12 cos? o + r2sin® ¢

= lim
r—0t r

= lim r cosy-sin®p =0.
r_>0+\/i,_%

—0 ohranicena

Fakt, Zze sa aj povodna limita rovna 0 je dosledkom vety 2.13 na strane 17 v [3], respektive vety
39 na strane 119 v [2]. >

Priklad 7. Vypocitajte nasledujicu limitu alebo ukézte, Ze neexistuje:

y?
(z,y)—(00,00) T* + T7Y

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, ze uvedena limita existuje a je rovna 0, kedze v zlomku
sa vyskytuju polynémy v premennych x a y, pricom v menovateli je polyném vyssieho stupna
ako v Citateli. Priblizovanie sa k bodu (00, 00) po priamkach y = kz, kde k € [0,00), tomu
nasvedcuje:

I v
im
(z,y)—(00,00) x4 + 93'2?/

k*a? k?

y =k im lim
a—oo ¥t + ka3 z—oo 22 + kx

T — o0

Opak je vSak pravdou. Ak by sme sa k bodu (oo, 00) priblizovali po krivke ~(t) = (x(t), y(t))
tak, ze hodnoty premennej y by narastali radovo rychlejsie ako hodnoty premennej z, potom
by ¢itatel mohol kompenzovat rychly narast menovatela. Priblizujme sa preto k bodu (oo, 00)
po parabolach y = kx?, kde k € [0, 00):
2
R
(z,y)—(00,00) T* + XY

k2at k? k?

y = ka* lim lim =
goo g+ kxt  1oeo 14k 14k

T — 00

Limitna hodnota zavisi od spésobu, akym sa k bodu (0o, 00) priblizujeme, ¢o znamenad, zZe limita
neexistuje. ¥

Priklad 8. Vypocitajte nasledujicu limitu alebo ukazte, ze neexistuje:
. z? + y?
lim .
(zy)=(0,0) T+ Yy

Opit sa moze zdat, ze citatel by sa mal k nule v kazdom pripade blizit rychlejsie ako
menovatel, ¢o by znamenalo, Ze uvedend limita je nulova. Na priamke y = 0 to skutoc¢ne plati:
. x? + y?

lim
(z,y)—(0,0) T+ Y

. 2
y=0 ‘:limx—:limxzo.
r—0 =0 T z—0



Predstavme si jednotlivé funkcie. Funkcia z = 22 + y? nadobtida len kladné hodnoty a jej
vrstevnice 22 + y? = ¢ st stistredné kruznice s polomerom +/c. Rezy rovinami z = 0 a y = 0 st
paraboly f(0,y) = y?, respektive f(x,0) = 2%, Graf funkcie z = x + y je rovina prechadzajica
pociatkom, ktorej smerové vektory st (1,0,1) a (0,1, 1). Na priamke y = —x nadobtda funkcia
x + y nulové hodnoty. Ak by sme sa k bodu (0,0) priblizovali po krivke, ktora sa dostato¢ne
plocho dotyka priamky y = —x, mohol by sa menovatel k nule blizif aspor tak rychlo ako
¢itatel. Ako vhodné volba sa ukazuje y = —e® + 1:

, 4yt y=—e"+1 , 2?2+ 1 — 26" 4+ e®® VHosp. . 21 — 2e% + 2e*®
111 = 11m > 11m
(zy)—(0,0) T+ Yy z—0 z—0 r—er+1 ‘%‘ 72—0 1 —e*
l’Hosp.> lim 2 —2e” + 4621 — 4
‘%l z—0 —eT

Potencidlna limitnd hodnota opéft zavisi od spdsobu pribliZovania sa, preto limita neexistuje.

Obr. 5: Priklad 8

Parcidlna derivdcia
Priklad 9. Spocitajte parcidlne derivacie prvého radu funkcie
_ )
f(z,y) = arctan =.
x

Parcidlna derivacia podla premennej x sa uskutoé¢ni tak, Ze premennt y zvolime pevne, teda
ju budeme chépat ako konstantu, ¢o nas privedie k funkcii jednej premennej, x, a t zderivujeme
tak, ako to pozname z diferencidlneho poctu funkcii jednej premennej. Rovnaky postup plati
pre parcidlnu derivaciu podla premennej y.



Priklad 10. Spocitajte parcidlne derivacie prvého radu funkcie
fla,y) =a"".

Pri derivovani podla premennej x nie je zrejmé, ktoréa funkcia je vonkajsia a ktora vnatorné.
Preto pouzijic exponencialu a logaritmus upravime predpis funkcie f:

0 0 0 1
_ yry — y® log x — oY logz  _~ T — y* log x T . T
fe= pe (x ) 5 (e ) e e (y* -logz) =e (y logy -logx + vy a:)

x 1 x
=y° - aY -(logy-logx—i—;) =y" 2?1 (z-logy-logx + 1),

a T x a x x
fy= a9 (z¥") =logz - 2V - y (y*) =logz -a¥ -x-y" =2 .y 1. logum.
Priklad 11. Spocitajte vSetky parcidlne derivacie do druhého radu funkcie
f(z,y) = —x + T = —z + exp <1+$y) .
Pocitajme:
0 . v\ (L+zy)— oy
(v y) = — [ — — 1 :
o) 330( HeXp(Hwy)) +€Xp(1+wy) (1+zy)?
1+ ( ° > !
=—1+ex : :
PA\Tray) (@ ray)?
£.(@.1) 0 n x x —x .
r,y) = — | —zr+ex = ex : .
Y By PA\T+ay P\Tvay) Tray)p
(=5)
= ex . :
P\Tvay) T ay)?
0 1 =0 1
[ — 14y S — 1+zy o« —— -
fuo(@,y) = (fa:( y) = (e ) (1+ 2y)? +e O <(1 +xy)2>
1 N T —2y
= ex ex :
P 1+xy (1+ (1 + ay)? P l+zy) (14 ay)?
1+xy 1+xy 1+xy)3 ’
3} z 1 =0 1
_ — 14zy T 1+zy « —— B —
faslo.y) = (ff”( dy (e7%5) A+ "y ((1 +xy)2)
(= ) = cer(5)
= ex ex :
P 1+wy (ny ey TP \Iray) Ot ayp?
—2x
= ex
P 1+:vy 1+:Uy 1+a:y)3 ’
0 0 —fE2 _z 0 —1'2
—_ — e 14+zy S — 1+zy « —— —
fue(,9) ox (Fyz,v)) = ox (e ) (14 zy)? te ox ((1 + xy)Q)
—x? « —2x(1+zy)? + 22%y(1 + zy)

T
= eX +el+zy .
P (1+xy) (1+xy) (1+wy)2 (1+ zy)?
T —x? . -2z
P 14+ xy (1+ay)*  (1+zy)?3)’




2

a 8 _x JR _xQ
fyy(xyy) — a_y (fy(x7y>) — 8_y <el+my> . W + eTay . a_y (m)

T —x? —x? i T 213
= eX . . ex .
P\Tvay) ey Uray? P \Tray) Trayp?

(i) (o )
=ex —_— .
P\ Fzy) \Utay)t T Q0+ ay)

Ak st parcidlne derivacie f,, a fy, spojité, potom podla Schwarzovej vety plati f,, = f,., takze
tato rovnost v nasom pripade nie je ndhodna. »

Priklad 12. Spocitajte smerovt derivaciu funkcie f(z,y) = e ¥ v bode [1, —2] v smere vektora
u=(2,1).
Méame dve moznosti ako postupovat:

e Priamo z definicie plati f,(1,~2) = ¢/(0), kde @(t) = f(1+2-¢,~2 + 1- ). Pocitajme:
o(t) = f(1+2t,—2+ 1) = e (1FM(2H) _ o=26343t42
Dalej plati
Pt = <6_2t2+3t+2>/ = e ML (4t 4 3),
¢'(0) = 3e%
Vysledok je f,(1,—2) = 3¢

e Druhd moznost je spocitat skalarny stéin gradientu funkcie f v bode [1—2] s vektorom (2, 1):

fuld,=2) = ((£(1,-2), £,(1,=2)),(2,1)).
Najprv spocitame parciadlne derivacie:
folw,y) = —ye™ = fo(l,-2) = 2¢%
fy(z,y) = —ze™ = f,(1,-2) = —¢°,
Takze pre smerovt derivaciu plati
fu(l, —2) = <(2e2, —e?), (2, 1)> = 4e? — ® = 3¢%,
¢o je ten isty vysledok ako v predoslom pripade.
>
Priklad 13. Najdite dotykovi rovinu ku grafu funkcie f(x,y) = 2* — 2y + 23> v bode [1, 1, 7].
Rovnica dotykovej roviny v bode (g, 30) ku grafu funkcie f mé tvar

z = f(xo,y0) + fo(20, Y0)(z — o) + fy(20, Y0) (Y — o)
V nasom pripade je (zo,yo) = (1,1). Sta¢i ndm dopocitat funkéni hodnotu a hodnoty parciél-
nych derivécii v bode (1,1):
f)=1"-1-1+2-1*=2,
folvy)=22—y = fu(L1)=

L,
fy(xay) :4y—x = fw(171> 3.

Zostava ndm uz len dosadit:
z=f(1,1) + fo(1, )(z — 1) + f,(1, ) (y — 1),
z=24+(x—1)+3(y—1),
z—x—3y= -2 ¥



Obr. 7: Priklad 13

Priklad 14. Pomocou diferencidlu vhodnej funkcie uréte priblizne hodnotu log(0, 97+ 0, 05%).

Ako vhodné funkcia sa javi f(z,y) = log(z? + y?), pretoze v bode (1,0) sme schopny
vypocitat funkéni hodnotu presne a bod (0,97,0,05), v ktorom odhadujeme funkéntt hodnotu
funkcie f, je relativne blizko bodu (1,0). Pre (z,y) dostato¢ne blizke (x¢,yo) plati

f(z,y) = f(w0,90) + fe(w0,v0) dz + fy(z0,y0) dy
= f(x0,%0) + folxo,y0)(x — x0) + fy<x07 Y0)(Y — o).

V nasom pripade je (z9,y0) = (1,0). Najprv vypocitame funként hodnotu a hodnotu parcial-
nych derivacii v bode (1,0):

f(1,0) = log(1% 4 0%) = 0,

f:c(l'ay) - % = fx(lvo) =2,
2

Po dosadeni dostavame

f(@,y) = f(1,0) + fo(1,0)(z — 1) + £,(1,0)y,

9



£(0,97,0,05) ~ 2(0,97 — 1) = 2 - (—0.03) = —0.06.

Presné hodnota je priblizne —0,02530412809031697442972544394581. ¥

Obr. 8: Priklad 14
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