MB152 Diferencidlny a integralny pocet, skupina 10, 9. cvicenie, 2.12.2020
Kmeriova funkcia

Priklad 1. Rozhodnite, ¢ k dvojici funkcii

2sinx 2

5 a  Qz,y) =sinzx +
cos? cos

P(z,y) = ycosx +

existuje kmenova funkcia. Ak ano, najdite ju.
Najprv spocitame parcidlne derivacie P, a (), a porovname ich:

2ysinx 2ysinx

P, = cosx +

, Q. = cosx +

cos? cos?z

Vzhladom k tomu, Ze sa rovnaji, existuje funkcia H(z,y), ktora spliia H, = P a H, = Q.
Funkcia H sa nazyva kmetiova funkcia. Pre kazdé pevne zvolené x je H,(x,y) = Q(z, y) rovnost
dvoch funkcii (jednej) premennej y. Tato rovnost hovori, Ze funkcia H(x,y) premennej y je
primitivna funkcia k funkcii Q(z,y) premennej y. Premennt x teda chdpeme ako konStantu a
funkciu H najdeme integrovanim funkcie ):

2

2
H(Ly):/Q(x,y)dy:/sinx—i— Y dy = ysinz + + c(x).

cos T cos T

Integracna konsStanta tentokrat zavisi od premennej x, pretoze v skutocnosti sme predosly
neurcity integral spocitali pre kazdé vopred pevne zvolené x. Konkrétny tvar funkcie c¢(x) do-
staneme z rovnice H, = P:

H,=P
2 2
— | ysinz + i + c(z) :yCOS$+y i
0 cos x cos? x
Zsing Zsinx
ycosT + 5— +(v) =ycosz + 5
x os?x
dx)=0 = clx)=¢, ceR

Pre akékolvek ¢ € R urc¢uje nasledujici predpis hlfadant kmenova funkciu:

2

H(z,y) =ysinz + + c.

COS T

Samozrejme, mohli sme zvolit aj opaény postup, teda pocitat integral [ P(z,y)dx a funkciu
c(y) dopocitat z rovnice H, = Q). ¥

Priklad 2. Rozhodnite, ¢i k dvojici funkcii

Pley)=2 a  Q.y) =log(ey) +1

existuje kmenova funkcia. Ak ano, najdite ju.
Pre parcialne derivacie plati:

1 1 1
) Qx:_y:

P, =— —.
x xy x

Yy

Kmenova funkcia teda existuje. Integrujme:
)
Hee.y) = [ Ploy)do = [ Lo = ylog(o) +<(y). (1)
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Funkciu ¢(y) dopocitame z rovnice H, = Q:
H,=Q
0
oy W1os(w) +c(y)) = log(zy) +1

) =

logz + ¢ (y) = log(xy) + 1

d(y) =log(zy) —logz +1=logy + 1
) =

cy /logy—l—1dy:ylogy—y+y+c:ylogy+c.
Funkcia H ma preto tvar
H(z,y) = ylog(x) + ylogy + ¢ = ylog(zy) + c. e
Parcidlna derivdcia zloZenej funkcie
Priklad 3. Uvazujme zlozent funkciu f(u(z,y),v(z,y)), kde

f(u,v) =sinu - cosw, u(z,y) = 2* — vy, v(z,y) = e

Spocitajte parcidlne derivacie f, a f,.
Pouzijeme retazové pravidlo, teda vzorce pre vypocet parcidlnych derivacii zloZenej funkcie:

fm:fu‘ux+fv'vxa fy:fu‘uy+fv’vy-
Spocitajme jednotlivé parcidlne derivacie:

fu = cosucos v, U, = 2, v, = ey,

fv = —sinusinwv, uy = —1, vy = ez,
Po dosadeni dostaneme

fr = cosucosv - 2 — sinusinv - €y = cos(z? — y) cos(e™) - 2z — sin(z? — y) sin(e™) - e™y,

fe = cosucosv - (—1) —sinusinv - ez = — cos(z® — y) cos(e™) — sin(z? — y) sin(e™) - e™¥y.

Rovnaky vysledok by sme dostali aj v pripade, keby sme hned na zaciatku dosadili do predpisu
funkcie f(u,v) za u= 1% —y a v = " a vysledny vyraz parcidlne derivovali. ¥

Priklad 4. Transformujte jednorozmerni vinova rovnicu
a2y, — Zyy = 0

do novych premennych u = x + ay, v = x — ay a najdite jej rieSenie.

Nezndmu funkciu z(z,y) budeme chépat ako funkciu premennych u a v, ¢o si mdzeme
predstavit tak, Zze z rovnic v = = + ay a v = = — ay vyjadrime povodné premenné x a y
a vysledok dosadime do predpisu z(z,y). Preto plati z(u,v) = z(u(x,y),v(z,y)). S pouzitim
pravidiel pre derivaciu zlozenej funkcie vyjadrime derivacie z,, a z,, pomocou parcidlnych
derivécii funkcie z podla novych premennych u a v. Vysledok dosadime do vinovej rovnice, ¢im
ju transformujeme do premennych v a v.

Zp = Zyly + 2yUyp = Zy + Zy, Zy = Zyly + 2pUy = G2y — Q2.



Odvodme si pravidla pre parcidlne derivacie druhého radu zloZenej funkcie:

0 0 0 0 0 0
— %(zx) = %(zuux + 2y0;) = %(zu)ux + zu%(ux) + %(zv)vx + ZU%(%)

= (Zuuua: + Zuvvac)ux + Zylgy + (Zvuuar + Zvvva:)vx + ZyVgzx

ZﬁCE

= Zuu(Uz)? + 220 UaVy + 200 (V) + Zullpe + Z0Vss |

0 0 0 0 0 0
Ryy | = a_y(zy) = a_y(zuuy + 20y) = a_y<zu)uy + Zua_y(uy) + a_y(zv)vy + Zva_y(vy)

= (Zuully + ZuwUy )y + 2ulyy + (Zoully + 200Vy)Vy + 200y

= Zuu(uy)2 + QZuvuy'Uy + Zyo ('Uy)2 + Zy Uy + ZyUyy |-

Pripomenime, ze funkcie z, z,, 2z, chdpeme ako funkcie premennych v = u(z,y) a v = v(z,y),
teda ako zloZené funkcie premennych x a y. Pri ich derivovani teda uplatiiujeme retazové pra-
vidlo pre parcidlne derivacie prvého radu zlozenej funkcie.

V nasom pripade plati

2 2 2
Zpz = Zuu T 2240 + 2wy Zyy = G Zyy — 20”2y +a Zyvy

retoZe Uyy = Vpy = Uyy = Vyy = 0, U, = v, = 1, u,, = a a nakoniec v, = —a. Dosadme tieto
vy Yy ) ) Uy y
rovnosti do vlnovej rovnice:

2 2 2 2 2 2 2 2
0= a2y — Zyy = 0" Zyy + 20" 2y + 0 20y — (0" 24y — 20" 2y + A" 24) = 40" 2y

Vlnovéa rovnica v premennych v = z 4+ ay, v = x — ay ma tvar

Zuo = 0.
Poktisme sa najst jej rieSenie. Rovnost
0
Zuy = %(zu) =0

implikuje, ze funkcia z,(u,v) nezavisi od premennej v, takze plati z,(u,v) = f(u), pre vhodnu
funkciu f. Pre kazdé pevne zvolené v zase rovnost z,(u,v) = f(u) hovori, ze funkcia z(u,v)
(jednej) premennej u je primitivna funkcia k funkcii f(u). Preto ju méZzeme dopoditat integra-
ciou:

z(u,v) = /f(u) du = F(u) + c(v),

kde c(v) je, podobne ako v prikladoch o kmertiovej funkcii, integraénd konstanta zavisla od
premennej v. Zistili sme, Ze rieSenie by malo byt zapisatelné v tvare

2(w,y) = 2(u(z,y), v(x,y)) = F(z + ay) + c(x — ay),

kde F' a ¢ st vhodné funkcie. Spitnym derivovanim sa mozeme presvedcit o tom, Ze pre Tubovo-
Int dvojicu funkcii F' a ¢, ktoré maja derivicie druhého radu, zadéva predosla rovnost riesenie
vlnovej rovnice. ¥

Priklad 5. Transformujte dvojrozmernt Laplaceovu rovnicu
Zype + 2yy = 0

do polarnych suradnic.



Pripomerime, Ze polarne stradnice s dané nasledujicimi vztahmi:
T =T COoS P, Yy = rsinp.

Vyjadrime z tychto rovnic premenné r a ¢.

sin
v _ L. tan ¢ = p = arctan <g> ,
T CoSp T

2 + 1% = r?cos® p 4+ r?sin? o = r? = r= /22 + 2.

Pomocou pravidla pre deriviciu zloZenej funkcie postupne vyjadrime derivacie z,, a 2y, Vv
zavislosti od parcialnych derivacii funkcie z podla premennych r a ¢:

T —Y
Ty = ) Tz — )
/x2_|_y2 @ $2+y2
Y T
Ty =

/CE'Q—’—yQ, SOZL/:;CQ_i_QZ’

z
/ 2+ 2 _ e - 00
ey x\/xQ—l—yQ B y? 2zy

- 2ty @i T @)
Yy
.fL'2 + y2 _ y—
2 + y? x? —2xy
Tyy = = ) = )
vy 22 + o2 (22 + y2)g Pyy (@ + y2)2

Zow = Zer(T2)? + 22,0700z + 200 (02)® + 2Tz + 200z,

Ryy = Zr‘r(ry)z + 22Ty oy + Zsoso<90y>2 T 2Ty + 2oPyy-

Aby sme usetrili pocitanie, rovno dosadime do Laplaceovej rovnice:

Zex T 2y = ZT‘T((Tw)Q + (ry)2> + Z<p¢((90x)2 + (9%)2) + 2 (Tow + Tyy)

.T2 +y2 1.2_{_y2 x2+y2
= erﬁ Zcpcp 2 + Zr 3
24y (@ +2)7 (@242

Zop Zr

+
R T

V4 zZ

P T
=z + 5+ —.
r T

=2z +

V polarnych stiradniciach ma Laplaceova rovnica tvar
22 + Zpp T 12 = 0. »
Lokdlne a globdlne extremy

Pri rozhodovani o tom, ¢i v stacionarnom bode nastava alebo nenastava lokalny extrém
budeme pouzivat kritérium formulované ako veta 58 v [2] na strane 128. Specidlne, vyraz
D(x,y0) vystupujici v tvrdeni tejto vety je determinant Hessovej matice (Hessidn) v bode
(20, Yo). Zdoraznime, ze ak D(xg,yo) = 0, potom nie sme schopni na zaklade tohto kritéria ni¢
ustdit o (ne)pritomnosti lokalneho extrému.

V takom pripade je nutné postupovat priamo. Ak chceme ukézat, Zze v danom bode nastava
extrém, musime ndajst nejaké okolie tohto bodu v ktorom dand funkcia nenadobtuda vicsie,
respektive mensie hodnoty oproti funkcnej hodnote v danom staciondrnom bode. V opa¢nom
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pripade musime ukézat, Ze v Tubovolnom okoli skimaného stacionarneho bodu funkcia nado-
st v tychto pripadoch uzito¢né rezy réznymi rovinami.

Priblizme struc¢ne postup pri vysSetrovani absolitnych extrémov na nejakej podmnozine M
definiéného oboru funkcie f. Tie méZzu nastat jednak v stacionédrnych bodoch funkcie f lezia-
cich vo vnutri mnoziny M, alebo na hranici mnoziny M. Hranica mnoziny M bude v nasom
pripade vzdy tvorend koneénym poc¢tom kriviek, ktoré sa buda daf vyjadrit ako grafy funkcii
y = y(x), respektive z = z(y). Tato zavislost dosadime do predpisu funkcie f(x,y), ¢o nés
privedie k funkcii jednej premennej. Jej extrémy mozu opét nastat bud v krajnych bodoch
intervalu, na ktorom ju vysetrujeme, alebo v stacionarnych bodoch. Na zaver vypocitame fun-
kéné hodnoty vo vSetkych potencidlnych bodoch vyskytu extrému a najdeme spomedzi nich
najviacsiu a najmensiu hodnotu.

Priklad 6. N&jdite lokalne extrémy funkcie

r+y

Ty =y

KedZe lokalne extrémy sa vyskytujt bud v stacionarnych bodoch! alebo v bodoch, kde aspoii
jedna parcidlna derivacia prvého radu neexistuje, spocitame f, a f,:

14224y —(xty) -2 1—a?—2xy+y°

fz =

(1+ 22 +y2)° (1+ 22 +y2)°
;- 1+2?+ > —(x+y)-2y  1—y?—2zy+a?
! (1422 +y2)° (1422 +y2)?

Derivacie f, a f, evidentne existuji v kazdom bode (z,y) € R?, takZe nam staci najst staci-
onarne body:

fo=0 = 1—2% —2zy +9y* =0,

fy=0 = 1—y2—2xy+x220.
Uvedené dve rovnice najskor sc¢itame a potom ich od seba od¢itame, ¢o nas privedie k ekviva-
lentnému systému nasledujicich dvoch rovnic:

1 9 9 1 5 1
ry=-, T =Yy & vy =3, 2| = [y| & ' =g, T=y,

¢o nas privadza k dvom stacionarnym bodom

1 1 1 1
P = =y =] Py = T T =y T =
1 (ﬁ NG ) i ( V2 V2 )
Na to, aby sme zistili, ¢i sa v tychto bodoch skuto¢ne nachadza extrém, potrebujeme spocitat

parcialne derivacie druhého radu:

(=22 —2y)(1 +2° +¢*)° —da(l —2® — 22y + y*)(1 + 27 + ¢°)

faz = (1422 +92)"
_22% 4+ 62Py — 6wy® — 2y° — 62 — 2y
(1+ 22 +32)° ’
o= (=22 +2y) (1+ 2% +4*)” — 4y(1 — 2* = 20y + 1*) (1 + 2> + 1)
Ty —

(14 22+ y2)4

IStacionarny bod je bod, v ktorom existuji vSetky parcidlne derivacie prvého radu a vetky st rovné nule.



—223 + 62%y + 62y — 2y° — 2y — 20
(1422 +42)°
oo G Atat y?)’ —dy(1 - v =2y +0%) (142 +y7)
(1422 +y?)
—23 — 622y + 62y? + 2% — 6y — 22
(1422 +42)° .

)

Dalej budeme potrebovat znamienko determinantu Hessovej matice v staciondrnych bodoch:

— de fxm(xmyO) fzy(x()ayo)
det H(zo, yo) = det (fyz(mmy(]) fyy(l“o;yo)) '

KedZe nés zaujima len znamienko, stac¢i pocitat determinant matice

M(z,y) = 223 + 622y — 6xy® — 293 — 62 — 2y —223 + 62%y + 6xy® — 23 — 2y — 2
YT\ 2203 4 622y + 6ay? — 2% — 2y — 20 —22% — 622y + 6ay® + 27 — 6y — 22 )

Pocitajme:
. —5 0
detM( >_det 8 24 2v2 ] 2 = det 2 ] :32,
V2" V2 Wi Vi Vs 0 -
8
2

1 4+ 4 23
det M = det ] 4 2\[8 V2 = det \g ] = 32.
V2 f Wit Vi
V obidvoch stacionarnych bodoch vysiel determinant kladny, ¢o znamen4, ze v obidvoch bodoch

nastava extrém. Kedze f,.(P;) < 0, v bode P; nastava lokdlne maximum, zatialé¢o v bode P,
nastéva lokdlne minimum vzhladom k tomu, ze f,.(P) > 0. ¥

Sl

Obr. 1: Priklad 6

Priklad 7. N&jdite lokalne extrémy funkcie
fla,y) =2t +y* —a? — ¢
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Najprv spocitame parcialne derivacie prvého radu:
fo = 42° — 2z, fy = 4o — 2y.

Teraz najdeme stacionarne body:

1
fo=0 = 42°-20=0 = z@22°-1)=0 = xE{O,j:—},

V2

1
=0 = 4P-2y=0 = 2 —-1)=0 = E{O,j:—}.
fy Y’ —2y y(2y° —1) Y 7

Vzhladom k tomu, Ze x a y mozu nezavisle na sebe nadobudat az tri hodnoty, funkcia f mé 9
stacionarnych bodov. Vsimnime si, Ze pre lubovolné (z,y) € R? plati

f(=z,—y) = f(z,—y) = f(—=2,y) = f(x,y).

To znamenad, Ze funkcia f sa v kvadrantoch {x < 0,y > 0}, {z < 0,y <0} a {z > 0,y <0}
sprava uplne rovnako ako v prvom kvadrante {z > 0,y > 0}. Sta¢i ndm preto vySetrif Styri
stacionarne body (0, 0), (0, \%), (\/Lﬁ, 0) a (\/Li’ \%) v prvom kvadrante. Pozrime sa na parcidlne

derivacie druhého radu:
foo =120 =2, fo, =0,  f, =12* -2

Hessova matica ma tvar )
1225 — 2 0
H(I’,y)— ( 0 12y2_2)

VysSetrime znamienko jej determinantu v uvazovanych styroch stacionarnych bodoch:

-2 0 1 -2 0
det H(0,0) = det ( 0 _2> =4, det H (O, E) = det ( 0 4> = -8,
1 4 0 1 1 4 0
det H [ —,0) = — 8 detH|[— — )= — 16.
(20) = 5) = e (G5 ) = )

V bode (0,0) je Hessian kladny a f,,(0,0) < 0, takZe tu nastava lokdlne maximum. V bodoch
(0, \%) a (\/Li’ 0) je Hessian zaporny, ¢o znamend, ze v tychto bodoch extrém nenastava, jedna
sa o sedlové body. Zo spominanych vlastnosti funkcie f vyplyva, ze to isté plati aj pre body
(0,—%) a (=-=%,0). Nakoniec, v bode (-, %) je Hessian kladny a tiez plati f,, > 0, ¢o

V2 V2’ V2 V2
znamend, ze sa jednd o lokdlne minimum. To isté plati aj pre body (—\%, \/Li)’ (\%, —\%) a
<_%7 _\%) >

Priklad 8. N&jdite lokalne extrémy funkcie
flay) =2" +y* =y =y
Parcidlne derivacie prvého radu maju nasledujtci tvar:
fo=32"—y*  f,=4y" -2y —2yx.
Stacionarne body su rieSenim nasledujiceho systému:

322 -y =0 = 3z2=47
4y =2y —2yr =0 = y(4y*—2—22)=0.
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Obr. 2: Priklad 7

Ak y = 0, potom tiez x = 0, ¢o nés privadza k prvému staciondrnemu bodu (0,0). Na druhej
strane, ak y # 0, potom musi platit 49> — 2 — 22 = 0. Po dosadeni z prvej rovnice dostaneme
kvadraticki rovnicu v premennej x:

1202 - 20 -2=0 = 62°—2—1=0 = x5=

12 203

1++v1+24 1 1
iEVIASS xe{2 3}.

Opit po dosadeni do prvej rovnice a dopocitani premennej y dostaneme dalSie Styri stacionarne

body: (3, \/75), (, —*/73), (-3 \/Lg) a (—3, —\/Lg) Opit mozeme vyuzit fakt, ze funkcia f je parna

v premennej y, ¢o znamend, %e pre kazdé (z,y) € R? plati f(x, —y) = f(z,y). Staci ndm preto
vysetrovat vzdy len jeden z dvojice bodov (xg, £yo). Spocitajme derivicie druhého radu:

frz = 6, foy = —2y, foy = 1207 — 2 — 2z

Hessova matica ma nasledujuici tvar:

[ 6bx —2y
H(IL’, y) - <_2y 12y2 —9_ 2.’E> (2)

Jej determinant méa v stacionarnych bodoch tieto hodnoty:

0 -2

V3 3 V3
dtH<2 2>:det(_\/§ 6>:15>0,

1 1 -2 —-Z 2
det H (——, —> =det| 5, 3= _20 .
3'V3 ~ A 3 3

V bodoch (-3, :i:\/ig) extrém nenastdva, jednd sa o sedlové body. KedZe fy(3, :I:‘/Tg) =3 >0,

det H(0,0) = det (0 0 ) =0,

v bodoch (%,i*/?g) nastava lokalne minimum. O tom, ¢o sa deje v bode (0,0) nevieme na
zéklade parcidlnych derivacii druhého rddu rozhodntt. Musime si poradit inak. V§imnime si, Ze
f(0,0) =0 a f(z,0) = 23. To znamen4, Ze funkcia f nadobtda v lubovolne malom okoli bodu
(0,0) aj kladné aj zaporné hodnoty, teda aj hodnoty vécsie aj hodnoty mensie oproti funkénej
hodnote v bode (0,0). To znamend, Zze v tomto bode nemdze nastat lokalny extrém. »
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Obr. 3: Priklad 8 Obr. 4: Priklad 9

Priklad 9. Néjdite globédlne extrémy funkcie

f(z,y) =2+ y° — ay.

na trojuholniku M, ktorého vrcholy sa [—1,1], [1,1] a [1, —1].
KedZze M je kompaktnd mnozina a f je spojité funkcia, funkcia f nadobtida na mnozine M
svoju najmensiu a najviacsiu hodnotu. Za¢neme stacionarnymi bodmi:
fo=32%—y 322 —y=0 3z =y 3z =y

Ny

= =
fy=3y—x 3> —2=0 272t —x =0 (2723 — 1) =0

Z poslednej rovnice dostavame z € {0, %}, ¢o nas po dosadeni do prvej rovnice privedie k dvom
stacionadrnym bodom: (0,0) a (3, 3). KedZe bod (0,0) lezi na hranici mnoziny M, budeme sa
mu venovat neskor. Pozrime sa na bod (3, 3):

fxac = 61’,

6 —1 11 2 -1
foy=-1, = H(z,y) = (_1 Gy) = detH<§,§> = det (_1 2) =3>0
fyy = by

Plati f,.(3,3) = 2 > 0, takZe v bode (3, 3) nastdva lokdlne minimum. Prvy kandidat na
globalny extrém funkcie f je preto bod (3, 3).

Hranica mnoziny M je tvorena stranami trojuholnika, ktoré st grafmi nasledujucich funkecii:
y(x) = —x pre x € [-1,1], y(z) = 1 pre z € [-1,1] a z(y) = 1 pre y € [—1,1]. Postupne
vySetrime vSetky tri moznosti:

e y(x) = —x = f(z,y(z)) = f(z, —x) = z*. Funkcia 2% ma v intervale [—1, 1] jeden stacionarny
bod, a to 0. Vieme, Ze sa jedna o globalne minimum tejto funkcie. Maximum na intervale
[—1, 1] nadobtda v bodoch —1 a 1. Kandidéti na globalne extrémy funkcie f st body (0, 0),
(_17 1) a (17 _1)

o y(z) = 1= f(x,y(x)) = f(x,1) = 23 — x + 1. Prva derivacia funkcie g(z) = 23 — z + 1
je ¢'(z) = 3z* — 1. Stacionarne body st i\%. Druhé derivicia ma tvar ¢”(z) = 6x. Kedze
g”(\%) >0 a g”(—\/ig) < 0, mé funkcia g v bode \/Lg lokdlne minimum a v bode —\/Lg
lokalne maximum. Funkcia ¢ moéze nadobudaft extrém aj v krajnych bodoch intervalu [—1, 1].
Kandid4ti na globalne extrémy funkcie f st body (—1,1), (—\%, 1), (\/Lg, 1) a(1,1).
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e z(y) = 1= f(z(y),y) = f(1,y) = y> — y + 1. Situdcia je rovnak4 ako v predoslom bode,
jedna sa o ten isty pripad funkcie jednej premennej. Kandidati na globalne extrémy funkcie

f st body (1,—1), (1,—%), (1, L) a (1,1).

Nakoniec vypocitame funkéné hodnoty vo vsetkych kandidatoch na globalny extrém:

11 1
(33) =3 £(0,0)=0, fLn =1,

Funkcia f nadobtda absoldtne minimum v bode (3, 5) a absoliitne maximum v bodoch (—\/Lg, 1)

0.4 0.9

0.84

0.71

1.2
1_
0.8

0.4

Obr. 5: Priklad 9

Priklad 10. Najdite globalne extrémy funkcie

f(xvy) :$3+y2—l‘.

na mnozine M = {(z,y) € R? | 2% + y* < 2}.
Opit vySetrujeme spojittt funkciu na kompaktnej mnozine, takze funkcia f na mnoZine
M skutoéne nadobiida svoje maximum a minimum. Zacneme stacionarnymi bodmi vo vnutri

10



mnoziny M:
VNN
fy =2y 2y =0

Y
=E

V mnozine M sa teda nachadzaji dva stacionarne body: (\/Lg, 0) a (—\/i37 0). Parcidlne derivacie
druhého radu maja tvar:

1 50 12
fxx:6x> detH(—,O) = det (\(/f 2) =—>0

Joy =0, = H(v,y)= (65 g) V3 0 v3 19

1 _6
Ty det ( 75 O) det ( 5 2) 7 <0

Vzhladom k nerovnosti fm(\%, 0) > 0 sa v bode (\/Lg, 0) nachddza lokalne minimum, zatialc¢o
(—\/ig, 0) je sedlovy bod. Prvy kandidat na globalny extrém je bod (\/ig, 0).

Hranica mnoziny M je tvorena grafmi dvoch funkcif: y(z) = v/2 — 22 pre z € [—v/2, V2]
ay(z) = —v2—22 pre x € [—v/2,v?2]. Funkcia f je opif parna v premennej y, kedZe pre
kazdé (z,y) € R? plati f(z,—y) = f(x,y). Sta¢i ndm preto vySetrif funkciu f len na vrchnej
polkruznici uréenej grafom funkcie y(z) = v/2 — 2. Na tejto krivke ma f nasledujtci tvar:

2
g(x) = fz,y(x)) = f(z,V2 —2?) = 2° + (\/2—$2> —r=2" -2 -z +2.
Venujme sa extrémom funkcie g. Jej stacionarne body st riesenim rovnice

2+ 4412 1
Jdx)=3*-2r—1=0 = xlﬁngjL = =€ {—g,l}.
Pre druht derivéciu plati g"(z) = 6z — 2, ¢"(—3) = —4 < 0 a ¢"(1) = 4 > 0, ¢o znamena, ze v
bode —% mé funkcia g lokdlne maximum a v bode 1 méa lokalne minimum. Spocitame funkéné
hodnoty ¢ v stacionarnych bodoch a krajnjch bodoch intervalu [—v/2, v/2]:

9(—V2) = V2, g(V2) = V2.

8

Porovnajic tieto hodnoty s funkénou hodnotou f (\/Lg, 0) = —5

zistime, zZe globalne minimum

funkcie f na mnozine M sa nachadza v bode (—+/2,0) a globalne maximum v bodoch (-3, %ﬁ)
_1 _2v2 ¥

a (=3 —55)
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Obr. 6: Priklad 10
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