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Dynamicky model biologického systému

Zakladni konstrukty stochastického modelu

e sledované jevy — komplexni procesy, napf. metabolismus
e elementarni procesy — diskrétni udalosti (chemické reakce)

e stavové proménné — pocet molekul jednotlivych latek
= stav — vektor poctd molekul v uréitém okamziku

e systém je chapan jako stochasticky proces popisujici vyvoj
pravdépodobnostniho rozloZeni stavii v ¢ase

e rychlost reakce charakterizovana frekvenci (tzv. rate) [s}]
(ur¢eno za zjednodu3ujicich podminek)

pfem&na: A — B
syntéza: A+ B - AB

rozklad: AB =5 A+ B
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Tridy modelt dynamiky

Varianty zpisobu zachycent ¢asu a zmény stavovych proménnych

kvalitativni model

abstrahovan ’
cas --
modelovan V

stochasticky model w spojity model

_ promenne
diskretni  spojite
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Determainastické vs. stochastické modely dynamaiky

Deterministicky model

e makropohled — p¥edpoklad vysoké molarni koncentrace latek
e popula&ni pohled (primé&rné chovanf)
e stav = vektor aktudlnich koncentraci latek
e za danych podminek generuje jediné chovani

Stochasticky model

e mikropohled — interakce individualnich molekul
e individudlni pohled (chovani jedince)
e stav= vektor aktudlniho poctu molekul jednotlivych latek
e za danych podminek generuje vice rtiznych chovani
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Energeticky proces chemickijch reakct

nekatalyzovana — 2

reakce
reakéni

energie

~
4 Katalyzovana
reakce
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Energeticky proces chemickijch reakct

e riizné energetické stavy molekuly

e napt. komplex AB méné stabilni nez individudlni vyskyt
molekul A, B
e pfi pfechodu mezi energ. stavy dochazi k vyméné energie

e energie pozadovana pro aktivaci procesu (aktiva¢ni energie)
o energie uvoln&na b&hem procesu (volna energie)
e termodynamické podminky ovliviiuji kinetickou energii molekul
e pro reakci (Gsp&nou kolizi) musi byt splné&no:
e spravnd prostorova konfigurace (orientace) molekul
e dostatek kinetické energie
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Model dynamiky chemickych reakct

e uvazujeme konstantni fyzikalni podminky:
o teplota, objem, tlak, vlivy prostted(
e uvaZujeme dob¥e promichané médium (uniformni rozloZen)
e udalost spé&sné kolize molekul chapeme jako stochasticky jev

— Ize definovat primérnou pravdépodobnost tsp&sné kolize
molekul v libovolném ¢asovém okamziku

e ureno fyzikdlnimi vlastnostmi reagujicich molekul (struktura,
volnd energie)
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Model dynamiky chemickych reakct

e presné modelovani by znamenalo:
o reflektovat pozici, rychlost a charakter kazdého objektu v
systému
e uvaZovat kazdou kolizni uddlost
o vletné kolizi nereaktivnich
e zjednoduseni znamena:
e abstrakci od informace o pozici a rychlosti objektd
e abstrakci od nereaktivnich kolizi (mezi dvéma bezprostfednimi
reaktivnimi udélostmi je velmi mnoho nereaktivnich. . .)
o efekt nereaktivnich kolizi je randomizace rychlosti a pozice
molekul
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Stochasticky model reakéni dynamiky

e uvazujme systém n substanci S = {51, ..., S} provdzanych m
reakcemi R = {R1, ..., Rm}

e uvaZujeme pouze reakce 0., 1. a 2. Fadu

e systém zapisujeme pomoci stechiometrické matice M
rozméru n X m:

M — —K, je-li K- S; reaktantem R;
v K,je-li K- 5; produktem R;

e z3avislé reakce:

dep(R,-, RJ) & k. /\/lk,' . /\/ij <0
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Stochasticky model reakéni dynamiky

Priklad stechiometrické matice

Ri: 2A+3B—2C

RQZ C —

R3: — A

Ry : A—C
-2 0 1 -1
-3 0 0 O
2 -1 0 1

Predpoklédame S; = A, S, = B, S5 = C.
dep: (Ri, R3),(Rs, Ra), (R1, R2).(R2, Ra)

ULACT
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Stochasticky model reakéni dynamiky

Priklad stechiometrické matice

Ri: 2A+3B—=2C+A

R2: C —

R3: — A

Ry : A— C
-1 0 1 -1
-3 0 0 O
2 -1 0 1

Predpoklédame S; = A, S, = B, S5 = C.
dep: (Ri, R3),(Rs, Ra), (R1, R2).(R2, Ra)

LACE
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Stochasticky model reakéni dynamiky

e polet molekul substance S; v &ase t budeme zna&it N;(t)

e nahodnou proménnou rozloZeni po¢td molekul substanci v
Case t charakterizujeme vektorem:

X(t) = (Ni(t), ..., Ny(t))

e vyvoj tohoto rozlozeni X(t) v &ase charakterizujeme jako
stochasticky proces ve spojitém Case:

{X(t)|t € RT}
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Model dynamiky chemickych reakct

e uvazujme N; molekul ldtky S; a N, molekul latky S,

e ndhodnd proménna xn, n,,dr Charakterizujici pravdépodobnost
kolize molekul S; a S, v &asovém intervalu (t, dt] je uréena:

XNy No,de = X(N1, N2) - dit

kde x(N1, Np) = ¢ - Ny - N, je tzv. hazardni funkce
e predpokldddme S; a S, rlizné ldtky
e ¢ je konstanta charakterizujici primérnou frekvenci tsp&snych
kolizi
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Model dynamiky chemickych reakct

e zdvislost frekvence kolizi ¢ na absolutni teplot& T (Arheniiv

zdkon):
cx eRT

o E, ... aktivaéni energie reakce
e R ... plynova konstanta
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Presné odvozeni je komplikované!

Pouze pro informaci, nebude vyZadovdno...

R: 8+, —— products
‘ MOLECULE 1

fig = rp +t 1y

MOLECULE 2 %
e " ‘

-
Viz

_ (”ﬂi)("lzdf)_

2
8V = @riz e viabt

Prob {1,,-collision in dt} Prob{Rl [V -collision} 2 p,(vp)-

<[W}< pl(vlz)>‘ XXXy = (’T_gg <V|zl7, (v'3)>»-,3 Jxlx2 dt =cxx, dt

-
2 - 0 4 gj(x)

Prob that a randomly chosen cf
)-8, pair does an R; in next di

8 "oollisi ; 8k, T E
R, iff "collisional K.E" > E, = <v|zp’(v|z)>‘h: mjn exp(—kg—’z_]

(v2)  Arrhenius

D. T. Gillespie. Exact Stochastic Simulation of Coupled Chemical Reactions. In Journal of Physical Chem-
istry, volume 81, No. 25, pages 2340-2381. 1977.
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Model dynamiky chemickych reakct

Hazardni funkce pro vSechny typy reakci

Hazardni funkci pro reakci R; budeme znaé&it x;(X).
P¥edpokladame, Ze kazdé reakci R; je pfifazena frekveneni
konstanta ¢;. Tabulka nize uvadi hazardni funkci pro viechny typy
uvaZovanych reakci:

R,' Q) — k X,(X) = Cj

R,' Sj — k X,'(X) =C- /Vj

R; Sp—l—sq—)* X,'(X):C,"Np'/vq
Ri| 25—+ | xi(x)=q "0

stochasticky zakon zachovani hmoty
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Model dynamiky chemickych reakct

Hazardni funkce pro vSechny typy reakci

Reakce vy$$iho ¥adu typicky nejsou uvaZovany, nebot jsou fakticky
sloZzeny z n&&kolika elementarnich reakci (1. a 2. ¥adu).

V ptipadé nutnosti Ize modelovat homopolymerizaci:

N; N;!
Ri| K- Sj—x x,-<><)=cr(K’>:Cf'wjf<>m
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Model dynamiky chemickych reakct

Stochasticky proces jako Markoviv Tetézec spojitého ¢asu

e stochasticky proces {X(t)|t € R"}

e spojity ¢as pobytu ve stavu

e jakd je doba do nejblizsi udalosti (zmény stavu)?

e nutno najit vhodny statisticky model charakterizujici “¢ekaci”
dobu W mezi zménami stavi

e v teorii pravdépodobnosti je vhodnym modelem exponencidlni
rozlozenf{
o W ~ Exp(})
e 1 ... primérm4 Zekaci doba
e s takto modelovanym chovanim v &ase dostdvame specificky
stochasticky proces: tzv. Markovilv fetézec ve spojitém &ase
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Exponencidlni rozloZent

X ~ Exp(X)
pokud:
e ™™ x>0,
fx(x) = )
0, Jjinak.

Pro distribuéni funkci dostavame:

0, x <0,
Fx(x) = {1 _e M x>0

St¥edni hodnota:

TRANSKRIPCN{ REGULACE
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Exponencidlni rozloZent

TRANSKRIPCN{ REGULACE

L.4r
1.2
1.0

x
= 0.8f

A=0.5
—_— =1

A=15 |

0.0
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Spojity Markovuv retézec
Priklad

Explag)

Exp(cty)

75

Explag)

e priimé&rna &ekaci doba ve stavu Surf je 3 minuty, co? je

3 1

85 = 30 hod

= as =20
° aW:7.5

e ap =15
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Stochasticky model reakéni dynamiky

Simulace

Cil:
X(0) =" X(tmax)

e simulovat vyvoj stochastického procesu z X(0) do X(tmax),
kde tmax je pozadovany &as simulace

Postup: X(t) = X(t +7)

e predp. provedeni vZdy prdv& jedné reakce v intervalu (t,t + 7]
e provedeni reakce je okamZity jev (trva nulovy &as)

e ve stavu X(t) = (N1, ..., N,) je doba 7 do provedeni reakce
R; € R simulovadna rozloZzenim:

7~ Exp(xi(X(t)))
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Stochasticky model reakéni dynamiky

Jednoduchy priklad (pouze 1 reakce, neni soupereni)

Uvazujme reakci: A — B
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Stochasticky model reakéni dynamiky
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Uvazujme reakci: A — B

LACE
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Stochasticky model reakéni dynamiky
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Stochasticky model reakéni dynamiky

Jednoduchy priklad (pouze 1 reakce, neni soupereni)

Uvazujme reakci: A — B

e hazardni funkce uvazovana x(Na, Ng) =1- Ny

LACE
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Stochasticky model reakéni dynamiky

Priklad s vice reakcemi (souperent)

R1 S -5 X1(N1, No) =¢1 - Nq
R> S % X2(Ni, Np) = - N
Ry | S1+S 2 | x3(Ni, No) = c3- Ny - Ny
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Stochasticky model reakéni dynamiky

Stmulace — ndznak formdlniho odvozeni

potfebujeme simulovat stochasticky krok vypo&tu: x(t)— x(t+r)
pokud R; je neblizsi reakce: 7 ~ Exp(x;(X(t)))
ve vychozim stavu Xp := X(t) otekdvame:

o dalsi reakce nastane v ¢ase uréeném nekone&né malym

intervalem [t + 7, t + 7 + dt)
¢ a bude to reakce R; po jejimZ provedeni nastane stav X;

pravdépodobnost, Ze toto oéekavani bude naplnéno, Ize
formalné zapsat:

p(X(t + 1) = Xj| X(t) = Xo)dt =

P{dal3i reakce v tase (0,7 + dt]|X(t) = Xo} x P{X(t 4 7) = X;|daldi reakce v Case (0,7 + dt] a X(t) = Xo}

Pa Pg

e slozky Pa, Pg (ndhodné proménné) Ize diky matematickym
vlastnostem spojitého Markovova fetézce chapat jako nezdvislé
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Stochasticky model reakéni dynamiky

Simulace

e priimérna doba do nejbliZsi dalsi realizace R; je m
J
e jaka je prim&rnd doba do nejblizsi daldi (libovolné) uddlosti?
1
2o xi(X(1))

o x(X(t)) = >0 xi(X(t)) je hazardni funkce kombinujici
viechny reakce

pozn.: exponencidlni rozloZeni je uzavfené na soulet ndhodnych promé&nnych

x(X(D)r xj(X(1))
Pa ~ x(X(£)e XX gt pg ~ YX(D)

o formalné vySe uvedené vztahy plynou z matematickych
vlastnosti exponencidlniho rozloZeni a s.m.¥.
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Monte Carlo simulace SSA

Gillespiho primd metoda

1. inicializace X(0)

2. vypotet x;(X(t)) Vi € {1,..., m} v aktudlnim stavu X(t)

3. vypotet x == 31" xi(X(t))

4. simulace doby 7 do nésledujici udalosti — sampluj 7 € Exp(x)
5. aktualizace t :=t+ 1

6. vybér reakce R; s pravdépodobnosti p = w

7. X(t) =XT 4+ M(_/) (update dle j-tého sloupce stechiometrické matice)

8. pokud t < Tpax, iteruj (2)
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Na  Di
astroy Dizzy

nastroj pro simulaci dynamiky siti chemickych reakci

obsahuje stochastické i deterministické solvery

stochastické solvery jsou robustni

mimo p¥imy Gillespiho algoritmus zahrnuje dal$i varianty stochastické simulace

vhodny zejména pro stochastickou simulaci

http://magnet.systemsbiology.net/software/Dizzy/


http://magnet.systemsbiology.net/software/Dizzy/
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Nastroj COPASI

nastroj pro simulaci dynamiky siti chemickych reakci
obsahuje deterministické i stochastické solvery
deterministické solvery jsou robustnf{

stochastické solvery nestabilni, experimentalni implementace
vhodny zejména pro deterministickou simulaci

stochastickou variantu Ize zvolit v p¥ipadé potfeby porovnani

File Tools Help

0 & @+ B¢ | Concentrations —

COPASI

Version 4.4 (Build 26)

The use of this software indicates the acceptance of -
View License
the attached license.

http://www.copasi.org



http://www.copasi.org
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Kinetika Michaelis-Menten

S+E-ES-%P+E

Stechiometrickou matici uvaZujeme pro indexaci

$51=5,5%=E,S3=ES 5 =F:

-1 -1 0
-1 1 1
1 -1 -1
0 0 1

Zavislosti mezi reakcemi:

dep(Rla R2)7 dep(Rla R3)
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Kinetika Michaelis-Menten

S+E-ES-%P+E

UvaZujeme stav X = (#S, #E, #ES, #P):

Rl S+E—ES Xl(X):Cl-#E~#S
Ry | ES—S+E | xoX)=co-#ES
Rs | ES— P+E | x3(X)=c3-#ES
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Kinetika Michaelis-Menten

5+E ES P+ E

Ve stochastickém frameworku nelze p¥imo aplikovat kvazi-stabiln{
abstrakci. Lze v3ak uplatnit redukci dimenzionality (ta je
uplatnitelnd v deterministickém i stochastickém modelu):

-1 -1 0
1 1 1
M=17 1 4
0 0 1

Mezi promé&nnymi jsou nasledujici linedrni zavislosti:

H#E + #ES = #E,
#S + #ES + #P = #S,

kde #5S¢ a #Eg jsou inicidlni po¢ty molekul.

GULAC
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Kinetika Michaelis-Menten

S+E-ES-%P+E

Matici M Ize tedy redukovat:

-1 -1 0
0 0 1
a redukované substance vyjad¥it algebraicky:

#ES = #50 — #S5 — #P
#E =#E0 — #ES = #E0 — 750 + #5 + #P
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Kinetika Michaelis-Menten

TRANSKRIPCNI REGULACE

S+E-ES-%P+E

Po redukci dimenzionality uvaZujeme stav X = (#S, #P):

Ri | S+E—ES | xi(X)=c - (#E — #S0 + #S + #P) - #S
R, | ES—>S+E x2(X) = co - (#S0 — #S — #P)
Ry | ES— P+E X3(X) = c3- (#S0 — #S — #P)
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Interakce pri expresi genu v prokaryotické burice

Sigma protein recognizes promoter

Core RNA polymerase DNA complementary strand

Promoter

CT_\TTAATCATCGAACTAG“GTACGCI

-35 box -10 box mRNA start
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Model exprese genii

re2 T re3 @
re?

rel 7 rev @

rel

spojity model na drovni regulaéni (Hillovy kinetiky)

zachyceni transkripce (i translace)

|ze modelovat pomoci zdkona o aktivnim piisobeni hmoty

jak modelovat stochasticky?
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Model exprese genii

re2 n re3 @
re2

rel T re? @

Ri:g—g+r
Ry: r—r+P
R3: r—
R42 P —

zachyceni tvorby transkriptu a proteinu reakéni kinetikou

zjednoduseni redIné situace
g je konstantni = g(0) - ¢; ur€uje vykon transkripce
vykon translace determinovan aktudlnim mnozstvi RNA
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Model exprese genii

Ri: g—g+P
R2: P —

e g je konstantni = g(0) - ¢; ur€uje vykon transkripce
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Model exprese genii

e o

re8

Ri: g—g+P
R2: P —

e g je konstantni = g(0) - ¢; ur€uje vykon transkripce
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Model exprese geni — Simulace
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e nastaveni simulace: g(0) =5,P(0) =0; c; = 0.1, = 0.01

e rozlozeni v bodé t = 600 pro 2000 simulacf
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Model exprese geni — negativni autorequlace

re2

re2 red @

red

Ri: P+g—gP
Ry: gP—g+ P
R3: g—>g+P
Ry: P—
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Model exprese geni — negativni autorequlace

Ri: P+g—gP
Ry: gP—g+ P
R3: g—>g+P
Ry: P—
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Model negationi autorequlace — Simulace
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e nastaveni simulace: g(0) =5, P(0) =0,gP(0) =0;
ca=c=1c6=0.1.¢=0.01
e rozloZeni v bodé t = 400 pro 2000 simulacf
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Model exprese geni — pozitivni autorequlace

re2

" re2 — red . @

red

Ri: P+g—gP
Ry: gP—g+ P
Ry: gP—>gP+ P
Ry: P—
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Model exprese geni — pozitivni autorequlace

Ri: P+g—gP
Ry: gP—g+ P
Ry: gP—>gP+ P
Ry: P—
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Model pozitivni autorequlace — Sitmulace

140

0 - .||I"|I| |“‘|||||‘| ||““||||III|I|I| .....

6 8 101214 16 18 2022 24 26 28 30 32 34 35 33404244 4648505254 5658606264 666870727476
l 357 9111367192123 2627 293133 35 37 3941434547 4951535557 5961636567 697 1737077

=

g

@
=

@
S

=
S

o)
=]

e nastaveni simulace: g(0) =5, P(0) =0,gP(0) =0;
Cl = C = 1, c3 = 0.1, Cy = 0.01

e rozloZeni v bodé t = 1000 pro 2000 simulacfi
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