Nelinearni optimalizace s omezenimi
- obecné

Vétsinu spojitych optimalizaénich problému
1ze vyjadiit nasledujicim zpusobem:
minimalizuj:
f(x),x € R"

za predpokladu:
ci(x)=0,1eE
Ci(X)>0,1 €l



Nelinearni optimalizace s omezenimi
- obecné 11

Ucelova funkce f, stejn€ jako tunkce c;,
urcujici omezeni, jsou zobrazeni z R" do R.

E  mnozina omezeni ve forme rovnic

I mnozina omezeni ve formé nerovnic

Dale budeme kvuli stru¢nosti oznacCovat
gradienty Vc; jako a.



Nelinearni optimalizace s omezenimi
- priklad

Potravinarsky velkoobchod ma k dispozici sklad na 100 tun
obilovin a jeho manazer se rozhoduje, jakeé plodiny nakoupit:
— hrach se prodava za 10 K¢/kg a jeho nakupni cena je 8 K&/kg
— mouka se prodava za 8Kc¢/kg, nakupni cena malého mnoZstvi
je 7K<&/kg, pt1 kazdé odebrané tuné se cena snizuje o 0,02 K¢
— CocCka se prodava za 12 K¢&/kg a jeji nakupni cena je 9 K¢/kg,
specialnim potfebam pro skladovani teto plodiny vSak

vyhovuje pouze jedna Cast skladu, ktera je schopna pojmout
50 t.

Kolik nakoupit hrachu, kolik mouky a kolik ¢oCky?



Nelinearni optimalizace s omezenimi
- priklad II

Proménne:
X mnozstvi hrachu
y  mnozstvi mouky

Z  mnozstvi CoCky

Omezeni skladovaci kapacity:
X+y+z<100
z <50



Nelinearni optimalizace s omezenimi

- priklad III
Zisk z jedné tuny:
hrach 2000 K¢
cocka 3000 K¢
mouka (1000 + 20y) K¢

Poznamka: Cena za kg: 7 - 0,02y => zisk z tuny tedy bude
1000.(8 - (7 - 0,02y)) = 1000 + 20y

Ucelova funkce ma tedy tvar:
2000x + (1000 + 20y)y + 3000z =
= 2000x + 1000y + 20y? + 3000z



Nelinearni optimalizace s omezenimi
- definice

Mnozina pripustnych bodi:
S={xeR"|c(X)=0,1€ E;ci(X)=0,1€ I}

Pripustny bod x* € E, splnujici omezujici
podminky, nazveme omezenym lokalnim
minimem problému, pokud existuje okoli
Q(x*) bodu x* tak, ze pro vSechna x € Q(x*),
ktera spliuji omezeni, plati f(x*) < f(x).



Nelinearni optimalizace s omezenimi
- definice Il

Aktivni omezeni v bodé¢ X je indexova mnoZzina
A, pro kterou plati:

A(x) = {i; ¢i(x) = 0}

Je-li tedy 1 € A(x), pak X je na hranici oblasti
definované i-tym omezenim.

Velmi dulezita je mnozina A* = A(X™), jestlize
je tato mnozina znama, pak muzeme ostatni

omezeni 1ignorovat a fesit ulohu jako problém
s omezenimi ve forme rovnic E = A*,



Nelinearni optimalizace s omezenimi
- definice |

Volné extremy:

Jsou to lokalni extrémy ucelove funkce,
nezavisi na zadnych dalSich omezenich.

Vazané extremy
Body ucelové funkce, které jsou minimalni
(maximalni) v oblasti, omezené jistymi
podminkami.



Omezeni v podob¢ rovnic
- obecné

Minimalizuj:
f(x), X e R"
za predpokladu:
ci(x)=0,1eE
Ci(X)>0,1 €l
kde
| =&



Omezeni v podob¢ rovnic
- eliminace proménnych

Jestlize jsou omezeni tvorena pouze soustavou
m rovnic, muzeme z nich vyjadiit m
proménnych pomoci zbyvajicich n - m
proménnych. Za téchto m proménnych pak
muzeme dosadit v ucelove funkci a resit
namisto puvodniho problému o n proménnych
s omezenimi nepodminény minimalizacni
problém o n-m proménnych.



Omezeni v podob¢ rovnic
- eliminace proménnych 11

Pokud teSeni nepodminén¢ho problému splnuje
omezeni puvodni lohy, dospéli jsme k fesSeni.

Takto vytvoreny nepodminény problém ale
obecn€ nemusi byt ekvivalentni puvodnimu
problému, a proto je tfeba pi1 eliminaci
proménnych zachovavat jistou opatrnost a
konfrontovat nalezen¢ feseni s puvodnim

zadanim.



Omezeni v podob¢ rovnic
- eliminace proménnych 111

Priklad:

Minimalizuj: f(X) = -X; - X,
Za predpokladu: X2+ X,2 =1
Reseni:

X, = +4/1— X5
X, dosadime do rovnice pro f(x), odderivujeme a
feSime f (X) =0

globalni minimum je fesenim rovnice:

min —x, —4/1-x



Omezeni v podob¢ rovnic
- metoda Lagrangeovych Cinitelu

Cilem metody je najit vektory x* a A* spliuyjici
rovnice:

9(x) = 3 a,(x). %,

ieE

ci(x)=0, 1e€kE

Kde: g(x) gradient f(x)
3;(x) VEi(X)



Omezeni v podob¢ rovnic
- metoda Lagrangeovych Cinitelu 11

Pokud mame m omezeni (|[E| = m), pak
dostavame n+m rovnic o n+m neznamych.

Nicmeéné jde o systém nelinearnich rovnic,
takze nalezeni reSeni obecné nemusi byt
jednoduche. Navic feSenim mohou byt kromé
lokalnich minim také lokalni maxima a
sedlove body.



Omezeni v podob¢ rovnic

- metoda Lagrangeovych Cinitelu 111

Priklad:

Minimalizuj X, + X,

Za predpokladu: X,°-Xx,=0
Sestavime rovnice:

(1) :(2x1jk g(x) = ZE:ai(x).xi
1 —l _O le . E
X12-X2:0 ci(x) =0, | €

Odtud dostavame:
A =-1, x*=-12ax,*=1/4



Omezeni v podob¢ nerovnic
- obecné

Nyni op€t rozsifime sve uvahy na obecnou
nelinearni optimalizacni ulohu:

Minimalizuj:

f(x), X e R"
za predpokladu:
ci(x)=0,1eE

Ci(X)>0,1 €l



Omezeni v podob¢ nerovnic
- obecné 11

Necht’ opét x* je feSenim ulohy. V okoli bodu x* jsou
pak dulezité jen ty nerovnice, které¢ predstavuji
aktivni omezeni v x*. Oznacime je jako I*, kde I* =
A* NI

Pokud x* je lokalnim minimem, pak musi spliovat
nasledujici podminky:

g(x") =D a;(x")\]

icA”

azaroven A*>0,1¢€I*



Omezeni v podob¢ nerovnic
- ptiklad

Ukazka pouziti podminek z minul¢ho slidu pro feSeni
prikladu:

Minimalizuj: f(x) = - X1 = X,
Za predpokladi: c,(X)=  X,-%X2%2>0
c,(X)=  1-X%X2-%X,220

Nemame zadny obecny navod, jak zjistit, které z
omezeni je aktivni v x*.

V tomto dvourozmérném priipad¢ lze nalézt aktivni
omezeni pomoci obrazku.



Omezeni v podob¢ nerovnic
— priklad II

Nalezeni aktivniho omezeni pomoci obrazku:

HTRTE N

e
NI

=> Aktivni omezeni je pouze omezeni 2.

xz-x12=ﬂ




Omezeni v podob¢ nerovnic

— priklad III
Rovnice:
g(x") = Za.(x*)_;i_ kde: L,*>0,1€ I*
icA”
Tedy budou pro nas pfiklad vypadat nasledovné:
-1=-2h,X
-1 =-20,%,

Sx.2 - y.2 =
1-X2-X%X,5=0
Uvedena soustava ma dvé reSeni, ale jen u

jednoho z nichje A, > 0: 4, =X, =X, =

V2



Omezeni v podob¢ nerovnic
— priklad IV

Pr1 hledani aktivniho omezeni muzeme take postupovat
tak, ze systematicky otestujeme vSechny kombinace
danych omezeni.

V naSem pripad¢ by to tedy byly tyto kombinace:
a) A* =0 Je zfejmé, ze toto neplati.
b) A* = {1} Neexistuje feSeni, pro které by
bylo A, > 0.
c) A* = {1,2} Neexistuje feseni, pro které by bylo
zaroven A, >0a A, >0.
d) A* = {2} Tady feSeni existuje :-).



Omezeni v podob¢ nerovnic
- podminky pro vazane extremy

Na predchozich slidech jsme s1 ukazali,
jakym zpusobem lze odvodit nutné
podminky pro lokalni minima problému.
Dosazené vysledky nyni shrneme do
jednoho tvrzeni.



Omezeni v podob¢ nerovnic
- podminky pro vazane extrémy ||

Predtim zavedeme nasledujici terminy:
Podminky regularity:
— vektory a;*jsou linearn¢ nezavislé, nebo

— vSechna omezeni jsou linearni

Lagrangeova funkci (lagrangeian):

L(x,2) = F(x) = 3 4,.,(x)



Omezeni v podob¢ nerovnic
- podminky pro vazane extrémy IlI

A nyni nutné podminky pro lokalni minimum problemu
(KuhnTuckerovy podminky).

Jeli x* lokalnim minimem problému a pokud v x* plati
podminky regularity, pak existuji Lagrangeovy Cinitele
A tak, ze x* a A* splnuji nasledujici soustavu
omezeni:

V.L(X,A) =0

ci(x) =0, e E
ci(x) >0, | €|
A >0, | e |

AiCi(x) =0, Vi



Omezeni v podob¢ nerovnic
- podminky pro vazané extrémy IV

Dale zavedeme dostatecneé podminky pro lokalni minimum
problému: Necht’ pro x* existuje A* tak, ze plati KuhnTuckerovy
podminky a plati:

ST.V. 2L (x*A*).s >0

pro vSechna s # 0 takova, ze

st.a*=0 proie EUL
sta*>0 proi e I,*
kde

L*={i;1 € I*, ,,* >0}
,*={i;1 € I, A,* =0}
Pak x* je ostrée lokalni minimum Glohy.



Omezeni v podob¢ nerovnic
- feSeni problému
Vyuziti klasickych optimaliza¢nich metod:
Simplexova metoda

Metody prvni derivace (spadovée metody, konjugovane
gradienty)

Metody druhe derivace (Newtonovské metody atd.)

+ respektovani omezeni pti vypoctu kroku 6®)

+ testovani podminek, uvedenych na predchozich
slidech



Specialni pripady NP
- obecné

Kvadratické programovani:

kvadraticka ucelova funkce, linearni omezeni
Konvexni programovani:

ucelova funkce 1 omezeni jsou konvexni funkce
Separabilni programovani:

bez smiSenych ¢lenl (2.x;.X,)
Lomeneé programovani:

ucelova funkce a omezeni jsou podily linearnich funkci
Celociselné programovani:

vSechny nebo nékteré proménné musi byt cela Cisla



Kvadraticke programovani

- obecné
Prirozenym zobecnénim linearniho programovani

je tloha kvdratického programovani:
Minimalizuj:

q(x) = %2.x"Gx + g'x
Za predpokladu:

a'x=b,ieE

a'x>b,iel



Kvadraticke programovani

- obecne 11

Tato uloha ma vyznam nejen sama o sobg, ale take
proto, ze nékter¢ metody pro nelinearni
programovani s omezenimi pirevadéji obecny
problem na posloupnost kvadratickych
problému.

Pokud je Hessova matice G kladn€ semidefinitni,
pak je funkce g konvexni a problem je
specialnim pripadem ulohy konvexniho
programovani a tedy ma je jediné minimum.



Kvadraticke programovani
- obecné 111
Naopak uloha
min {-x'x; -1<x;<1,i=1, ..., n}

ma lokalni minimum ve vsech vrcholech intervalu
[-1, 1]", tJ. celkem 2" lokalnich minim.

Lze dokazat, Ze uloha kvadratického programovani
je NPtézka (vzhledem k n).



Kvadraticke programovani
- metody feSeni
Omezeni v podob¢€ rovnic:
* Pfima eliminace proménnych
« Metoda nulového prostoru

Omezeni v podob¢ nerovnic (obecne):

* Metoda aktivni mnoZiny



CelocCiselne programovani
- obecné
Resi ulohy typu:
minimalizuj:
f(x)
za predpokladu:
ci(x)=0,1eE
Ci(X)>0,1 €l
pricemz pro vsechny slozky vektoru feSeni x
plati: X, e Z



CelocCiselne programovani
- ptiklad problému
Problém batohu:
M¢éjme n predmétu, pro néz jsou zadany
veliCiny:
hmotnost j-tého predmétu
cena J-tého predmétu

d

C;

Batoh je treba naplnit tak, abychom
maximalizovali celkovou cenu nakladu a

nepiekrocili pritom limit b jeho hmotnosti.



CelocCiselne programovani
- ptiklad problému II

Zavedeme promeénné x; (J = 1, 2, ...,n):
X;=1 jestli nalozime j-ty pfedmét
;=0  Jinak
Matematicka formulace ulohy:
max f (x) = ) ¢,x;
j=1

Za predpokladu:

Yax,<b Xe{0,1}:j=1,2,...
j=1



CelocCiselne programovani
- metody feSeni
Metody feznych (se¢nych) nadrovin
Gomoryho algoritmus

Metoda vétvi a mezi
Specialni metody (mad’arska metoda atd.)



CelocCiselne programovani

- metoda vétvi a mezi

V souCasn¢ dob¢ nejpouzivané)Si metoda
celoCiselneho programovani.

Metoda je dostatecné obecna, takze ji lze
pouzit na mnoho uloh.

Vyuziva se pro feSeni celoCiselnych uloh
LP i v ramci profesionalnich
programovych systemul.



CelocCiselne programovani

- metoda vétvi a mezi 11

Predpokladejme, Ze jsme nalezli optimalni feseni, jehoz
nckteré (nebo vSechny) slozky x; nespliiuji podminku
celoCiselnosti. Postupujeme nasledovné:

1)VWbereme takove X: z optimalniho feSeni, které neni
celociselné. (Pi1 vice takovych x; nezalezi na tom,
ktere vybereme.)

Zvolime interval: p <X ,=<q,

kde p je nejblizsi mensi celé Cislo a g nejblizsi vEtsi
cele Cislo vzhledem k x;.

Vzhledem k tomu, Ze celodiselné feSeni neni uvnitf
intervalu (p,q), hledame ho vng¢.



CelocCiselne programovani

- metoda vétvi a mezi 111

2) Pridame k ptivodni tloze podminku ve tvaru x.
< p, tim vytvorime ulohu 2a, a najdeme
optimalni feSeni (nemusi byt celociselné).

Poté pridame k pavodni uloze (tzn. Gloze bez
X. < p) podminku ve tvaru x; =, tim
vytvorime Ulohu 2b, a najdeme optimalni
feSeni (nemusi byt celoCiselne).



CelocCiselne programovani

- metoda vétvi a mezi IV

3) Z optimalnich feseni uloh 2a a 2b vybereme tu

\YaA A4

A\ "4

pokraCujeme stejn¢ jako v bod¢ 2.

Opakujeme body 2 a 3, dokud nedospé&jeme k
celociselnemu optimalnimu reseni.



CelocCiselne programovani

- metoda vétvi a mezi - priklad

Maximalizuj:
f(x) = 2x, + 3X,
Za predpokladu:
4X, + 3X, <13
X; +2X,<6

Xy X, 20

X,, X, - celé



CelocCiselne programovani

- metoda vétvi a mezi — priklad 11

1) Nalezeni optimalniho feSeni (x) v R2.
Graficky, vysledek:
X = (8/5, 11/5), f(x) = 49/5




CelocCiselne programovani

- metoda vétvi a mezi — priklad 11

2) Vybereme x; a Iinterval p <X, <,
tedy Je: 1 < (X, =8/5)<2
Uloha 2a — 1. vétev:
Pridame k zadani podminku: 2 <X,
Reseni: X = (2, 5/3), f(x)=9
Uloha 2b — 2. vétev:
Pfidame k zadani podminku: x, <1
Reseni: X™ = (1, 5/2), f(x")= 19/2



CelocCiselne programovani

- metoda vétvi a mezi — priklad IV

VVVVVV

2) Vybereme X, a interval p <X, <q,
tedy je: 2 <(X,=5/2)<3
Uloha 2a — 1. vétev:
Pridame k zadani podminku: x, < 2
Reseni: X = (1, 2), f(x')=8 STOP
Uloha 2b — 2. vétev:
Pridame k zadani podminku: 3< X,
Reseni: X" = (0, 3), f(x)=9 STOP
=> Celociselnym optimem je bod X = (0,3)



CelocCiselne programovani

- metoda vétvi a mezi — priklad V

/nazornéni vypocCtu pomoci stromu:

x = (8/5, 11/5), f(x) = 49/5

X1y X1 =2

x = (2, 5/3), f(x) = 9

X, X <1

x = (1, 5/2), f(x) = 19/2

Xpy Xp < 2

X=(1,2),f(x)=8

Xy, Xy 2 3

x = (0, 3), f(x) = 9




Cviceni
- metoda Lagrangeovych Cinitelt
Priklad:
Minimalizuj -X42 - 4X,?
Za predpokladu: X, +2X, =0
Sestavime rovnice:
o )2
=~ x
8X, 2
X, +2X,=6
Odtud dostavame:
A* =-6, X,* =3 ax,*=3/2



Cviceni
- celoCiselne programovani

Maximalizuj:

f(x) = 2x, + X,
Za predpokladu:

X; ¥ X,<5

X, +2X,<0

bXx, + 2X, <21

Xy X, 20

X,, X, - celé



