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IBo15 — Neimperativni programovani

Cviceni 2: Rekurze a seznamy

Pred druhym cvic¢enim je zapotrebi znat:
> zapis funkce definované pomoci vzoru;
> zapis seznamil pomoci vyctu prvki, tj. napriklad [1, 2, 10];
» zakladni funkce pro praci se seznamy, tj. napriklad

(:) :: a->[a]l -> [a]
(++) :: [al -> [a] -> [a]
head :: [a] -> a

tail :: [a] -> [a]

» zakladni vzory pro seznamy, tj. naptiklad [1, (x:xs), [x], [x, y].

Etudy
Urcete typy nasledujicich seznami. Nejprve intuitivné, nasledné je ovéite v interpretu.
a) [llall s "b", “C"] f) [(++) ngn "b", nYn 44 “Y"]
b) ['a', 'b', 'c'] g) [&&), (1]
c) "abc" h) []
d) 'a' : 'b' et 2 (] i) [1]
e) [(True, (), (False, ()] j) [0, [Truell

Bez pouziti jakychkoli knihovnich funkei definujte funkei isEmpty typu [a]l -> Bool, ktera
pro prazdny vstupni seznam vrati True a pro neprazdny vrati False.

Bez pouziti knihovnich funkei napiste funkci myHead typu [a]l -> a, kterd vrati prvni
prvek zadaného neprazdného seznamu, a funkci myTail typu [a]l -> [al, ktera pro zadany
neprazdny seznam vrati tentyz seznam bez prvniho prvku.

Napiste funkci neck :: a -> [a] -> a, kterd vrati druhy prvek zadaného seznamu, pri-
padné ,nédhradni“ prvek, je-li zadany seznam prazdny nebo jednoprvkovy. Nevyuzivejte
knihovni funkce, pouze definice podle vzoru.

Pro nasledujici vzory a seznamy urcete, které vzory mohou reprezentovat které seznamy.
Stanovte, jak se navazou proménné ze vzoru.
e Vzory: [1, x, [x], [x, y]l, x : &), (x:y:8), [x:8], ((x:y):s)
e Seznamy: [11, [1, 21, [1, 2, 3], C[(11, CC111, [[11, [2, 311

2.1 Rekurze na cislech

Bez pouziti funkci mod, div, even a odd naprogramujte rekurzivni funkci isEven, ktera pro
dané nezaporné celé cislo rozhodne, jestli je sudé. Urcete i jeji typ. Zaporna cisla nefeste.
Nejprve se zamyslete: jak se d& urcit sudost ¢isla na zakladé sudosti mensiho ¢isla?
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Protoze zadani omezuje vstupy na nezaporna c¢isla, nemusite se chovanim funkce
na zapornych vstupech trapit. Pro zajimavost si ale zkuste funkci se zapornym
argumentem vyhodnotit a chovani vysvétlit. Pro nasilné zastaveni nekonciciho vy-
poctu pouzijte klavesovou zkratku + (mnemotechnicka pomtcka: cancel).
Vyzkousejte si i rozdil mezi isEven -1 a isEven (-1) a vysvétlete jej.

Pr. 2.1.2 Bez pouziti knihovni funkce mod naprogramujte rekurzivné funkci mod3, kterd pro dané
nezaporné celé ¢islo vypocita jeho zbytek po déleni 3. Nezapomente uvést i jeji typ.
Napriklad:
mod3 0 ~»* 0 mod3 7 ~»* 1
mod3 5 ~»* 2 mod3 9 ~* 0

Typové tridy. Minule jsme videéli, ze v typovych signaturach funkci pracujicich
s ¢isly se nemusime omezovat jen konkrétni typy (jako Integer), ale mizeme vyuzivat
typové tridy, které nam dovoli do funkci predavat hodnoty ruznych, ale v nécem
podobnych typi. Vzpomente si na typovou tfidu Num pro libovolna ¢isla a Integral
pro celociselné typy. Napriklad predchozi funkce by mohla mit obecnéjsi typ

mod3 :: Integral i => i -> i
nebo dokonce
mod3 :: (Integral il, Integral i2) => il -> i2

V naésledujicich prikladech jiz na vhodnych mistech misto konkrétnich (tzv. mo-
nomorfnich) ¢iselnych typu pouzivejte polymorfni typy omezené typovymi tiidami.
Jeden z obvyklych pripadu, kde se presto pouzivd monomorfni Int, jsou rizné indexy,
pocty a délky.

Pan Fesadk doporucuje: Informace o typovych tiidach a v nich definovanych
funkcich muzeme zjistit pomoci prikazu :i v GHCi. Napft.

> :i Fractional
class Num a => Fractional a where

(/) :: a->a->a
recip :: a -> a
fromRational :: Ratiomal -> a

{-# MINIMAL fromRational, (recip | (/)) #-}
-- Defined in ‘GHC.Real’
instance Fractional Float -- Defined in ‘GHC.Float’
instance Fractional Double -- Defined in ‘GHC.Float’

To nam fika, Ze typova tfida Fractional obsahuje funkce (/), recip
a fromRational, ze do ni patri typy Float a Double a Ze je-li néco ve tridé
Fractional, pak je to nutné také ve tiidé Num. Krom toho nam tento vypis ta-
ké dava informace o tom, které funkce bychom miniméalné museli implementovat,
pokud bychom chtéli do této t¥idy néjaky novy typ pridat.

Chceme-li zjistit, zda jde néjaky kontext, napiiklad (Num a, Floating a) zjed-
nodusit, potrebujeme zjistit, zda néktera z té€chto typovych tiid vyzaduje nékterou
dalsi. V tomto pripadé bude potfeba navic jit pres mezikrok:
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class Fractional a => Floating a where {- ... -}
class Num a => Fractional a where {- ... -}

Tedy pokud je néjaky typ ve Floating, musi byt nutné ve Fractional a tedy i v Num.
Kontext tedy zjednodusime na Floating a.

Bez pouziti knihovni funkce div naprogramujte rekurzivné funkci div3, kterd dané neza-
porné celé cislo celociselné vydeéli tremi. Nezapomente uvést typ s vhodnou typovou tridou.
Napriklad:

div3 0 ~* 0 div3 7 ~»* 2

div3 5 ~»* 1 div3 9 ~»* 3

Implementujte rekurzivni funkci pro vypocet faktorialu a urcete jeji typ.
Definujte funkci power takovou, Ze power x n se pro nezaporné celé ¢islo n vyhodnoti na

x na n-tou. Vsimnéte si, Zze x nemusi byt celé ¢islo. Za¢néte napsanim typové signatury
s vhodnymi typovymi tfidami. Priklad vyhodnoceni:

power 3 1 ~»* 3 power 3 0 ~»* 1
power 3 2 ~»* 9 power 0 3 ~* 0
power 3 3 ~»* 27 power 0.5 3 ~»* 0.125
*
* *

I Predikat je funkce vracejici Bool podle vlastnosti svych argumentu.

Napiste predikat isPower2, ktery o zadaném prirozeném c¢isle rozhodne, jestli je mocninou
dvojky. Nezapomente funkci otypovat s vyuzitim vhodné typové tiidy. Mohou se vam hodit
funkce even a odd. Napriklad:

isPower2 0 ~»* False isPower2 6 ~~»* False
isPower2 1 ~»* True isPower2 8 ~»* True
isPower2 2 ~»* True isPower2 9 ~~»* False

Ndpovéda: Mocnina dvojky je dvojndsobkem jiné mocniny dvojky.

Definujte funkci digitsSum, kterd po aplikaci na kladné celé ¢islo vrati jeho ciferny soucet.
Nezapomerite na typ. Muzete pouzit funkce div a mod. Napriklad:

digitsSum 123 ~»* 6
digitsSum 103 ~»* 4

Napiste funkci myged, ktera po aplikaci na dvé kladné celd ¢isla vrati jejich nejvétsiho
spolecného délitele. Nepouzivejte funkci gcd. Pokuste se o co nejefektivnéjsi implementaci.

mygcd 18 10 ~=»* 2 mygcd 4 16~* 4
mygcd 9 27~»" 9 myged 15 8~* 1

Naprogramujte funkci primeDivisors, ktera rozhodne, souc¢inem kolika prvocisel je zadané
kladné ¢islo. Muzete pouzit funkce div a mod. Napriklad:

primeDivisors 3 ~»* 1 primeDivisors 8 ~»* 3
primeDivisors 4 ~»* 2 primeDivisors 12 ~»* 3
primeDivisors 5 ~»* 1 primeDivisors 15 ~»* 2
primeDivisors 6 ~»* 2 primeDivisors 1 ~»* 0


https://is.muni.cz/auth/el/fi/podzim2021/IB015/um/seminars/video/2/2.1.div.mkv
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Definujte funkce plus a times, které budou ekvivalentni operatorum (+) a (*) na pri-
rozenych ¢islech. Nepouzivejte vestavéné (+) ani (*). Muzete vSak pouzivat libovolné
jiné funkce, doporucujeme podivat se zejména na funkce pred a succ (jejich typ je ve
skute¢nosti o néco obecnéjsi, ale muzete uvazovat, ze to je Integral i => i -> i).

Bonus: implementujte funkce plus' a times', které budou fungovat na vsech celych
¢islech.

Co pocita nasledujici funkce? Jak se chova na argumentech, kterymi jsou nezaporné ¢isla?
Jak se chova na zapornych argumentech?

fun 0 = 0
funn =fun (n - 1) + 2 *n - 1

2.2 Rekurze na seznamech

Napiste nerekurzivni funkci, kterd na zacatek zadaného seznamu ¢isel vliozi hodnotu 42.
Jaky m4 vase funkce typ? Nezapomente na existenci typovych tiid!

Bez pouziti knihovni funkce last definujte funkci getLast :: [a] -> a, kterd vrati
posledni prvek neprazdného seznamu.

Bez pouziti funkce init definujte funkci stripLast typu [a] -> [al, kter& pro neprazdny
seznam vrati tentyz seznam bez posledniho prvku.

Bez pouziti knihovni funkce length definujte funkci len :: [a] -> Integer, kterd spociti
délku zadaného seznamu.

Napiste funkci nth :: Int -> [a] -> a, kterd ze zadaného seznamu vrati prvek na pozici
urcené prvnim argumentem funkce. Poc¢ita se od nuly. Muzete predpokladat, ze vstupni
seznam mé dostatecnou délku. Nepouzivejte knihovni funkce. Napriklad:

nth 0 [4, 3, 5] ~* 4 nth 2 [4, 3, 5] ~* 5
nth 1 [4, 3, 5] ~* 3 nth 2 "Get Schwifty" ¥
o ltl
*
Xk 3k

Typova tfida Eq sdruzuje typy, jejichz hodnoty miizeme porovnavat operatory (==) a
(/=). Tuto typovou tridu potfebujeme i pro vyuziti vzoru s konkrétnimi hodnotami
¢isel (typova trida Num negarantuje Eq, Integral vsak jiz ano).

Napiste funkci contains :: Eq a => [a] -> a -> Bool, kterd vraci True, pokud se-
znam v prviim argumentu obsahuje prvek zadany druhym argumentem, jinak vraci False.
Nepouzivejte funkci elem a ji podobné. Napriklad:

contains [1, 2, 3, 4] 42 ~* False

[1, 2, 3] “contains" 2 ~~* True
] “contains® () ~»* False
"TEAM" “contains™ 'I' ~~* False

Napiste funkci containsNtimes typu Eq a => Integer -> a -> [a] -> Bool takovou,
Ze containsNtimes n x xs bude True pravé tehdy, kdyz seznam xs obsahuje alespon n


https://is.muni.cz/auth/el/fi/podzim2021/IB015/um/seminars/video/2/2.2.nth.mkv
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vyskytt hodnoty x. Naptiklad:

containsNtimes 2 42 [1, 2, 42] ~~* False
containsNtimes 2 42 [1, 42, 2, 42] ~»* True
containsNtimes 3 42 [1, 42, 2, 42] ~~* False
containsNtimes 0 42 [1, 2] ~»* True
containsNtimes 2 '1' "Haskell" ~~* True

Méjme neprazdny seznam typu [(String, Integer)], ktery reprezentuje seznam jmen
studentt s jejich pocty bodu z predmétu 1Bo1s. Naprogramujte
a) funkci getPoints :: String -> [(String, Integer)] -> Integer, kterd vrati
pocet bodu studenta se jménem zadanym v prvnim argumentu (nebo 0, pokud takovy
student v seznamu nenf),
b) funkci getBest :: [(String, Integer)] -> String, kterd vrati jméno studenta
s nejvice body.
Napriklad tedy:

getPoints "Stan" [("Kyle", 30), ("Eric", 42), ("Stan", 20)] ~-*

o 20
getPoints "Tomas" [("Kyle", 30), ("Eric", 42), ("Stan", 20)] ~*
- 0

getBest [("Kyle", 30), ("Eric", 42), ("Stan", 20)] ~~»* "Eric"

Napiste funkci append :: [a]l -> [a] -> [al, jejiz vysledek pro dva seznamy bude
seznam, ktery vznikne zietézenim téchto dvou seznamu. Nepouzivejte knihovni operator
(++). Napriklad:

append [1, 2] [3, 4, 8] ~* [1, 2, 3, 4, 8]

append [] [3, 4] ~* [3, 4]

append [3, 4] [1 ~* [3, 4]

append "Legen" "dary" ~»* "Legendary"

Ndpovéda: [1,2] ++ [3,4] = [1,2,3,4] = 1:2:3:4:[] = 1:2:[3,4]

Napiste funkci pairs :: [a]l -> [(a, a)], kterd bere prvky ze vstupniho seznamu po
dvou prvcich a vytvari seznam dvojic téchto prvki. Pokud mé seznam lichy pocet prvki,
posledni prvek se zahodi. Naptiklad:
pairs [4, 8, 15, 16, 23] ~* [(4, 8), (15, 16)]
pairs [4, 8, 15, 16, 23, 42] ~* [(4, 8), (15, 16), (23, 42)]
pairs "Humphrey" ~»* [('H', 'u'), ('m', 'p'), ('h', 'r'), ('e',
< ' y 1]

. 2.2.11 Napiste nasledujici funkce pracujici se seznamy ¢isel pomoci rekurze a vzoru:

»=

a) listSum :: Num n => [n] -> n, kterd dostane seznam ¢isel a vrati soucet vsech
jeho prvki.

b) oddLength :: [a] -> Bool, kterd vrati True, pokud je seznam liché délky, jinak
False (bez pouziti funkce length).

c) addl :: Num n => [n] -> [n], kterd kazdé ¢islo ve vstupnim seznamu zvysi o 1,

d) multiplyN :: Num n => n -> [n] -> [n], ktera kazdé ¢islo ve vstupnim seznamu
vynasobi prvnim argumentem funkce,

e) deleteEven :: Integral i => [i] -> [i], které ze seznamu cisel odstrani vsech-
na sudé cisla,

f) deleteElem :: Eq a => a -> [a] -> [al, kterd ze seznamu odstrani vsechny

vyskyty hodnoty zadaného prvnim argumentem,


https://is.muni.cz/auth/el/fi/podzim2021/IB015/um/seminars/video/2/2.2.app.mkv
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g) largestNumber :: [Integer] -> Integer, vrati nejvétsi ¢islo ze zadaného ne-
prazdného seznamu cisel,

h) listsEqual :: Eq a => [a] -> [a] -> Bool, kterd dostane na vstup dva sezna-
my a vrati True pravé tehdy, kdyz se rovnaji (bez pouziti funkce (==) na seznamy),

i) multiplyEven :: [Integer] -> [Integer], kterd vezme seznam cisel a vréati se-
znam, ktery bude obsahovat vsechna sudé c¢isla puvodniho seznamu vynasobena 2
(licha ¢isla vynechd),

j) sqroots :: [Double] -> [Double], které ze zadaného seznamu vybere kladn4 ¢isla
a ta odmocni (muze se vam hodit funkce sqrt).

Pr. 2.2.12 Napiste funkci everyNth :: Integer -> [a]l -> [a] takovou, Ze seznam everyNth n xs
i 2.2.every  bude obsahovat kazdy n-ty prvek ze seznamu xs. Napiiklad:
\74 everyNth 2 [6, 8, 1, 3, 2, 5, 7] ~* [6, 1, 2, 7]

everyNth 3 [6, 8, 1, 3, 2, 5, 7] ~* [6, 3, 7]

everyNth 4 [6, 8, 1, 3, 2, 5, 7] ~* [6, 2]

everyNth 1 [6, 8, 1, 3, 2, 5, 7] ~* [6, 8, 1, 3, 2, 5, 7]
everyNth 2 "BoJack Horseman" ~-»* "BJc osmn"

Pr. 2.2.13 Napiste funkci brackets :: String -> Bool, ktera dostane fetézec slozeny ze znak ' ('
a ') ' a rozhodne, jestli se jedna o korektni uzavorkovani. Napriklad:

brackets "(()())" ~»* True
brackets "(() ()" ~»* False
brackets "()) ()" ~~»* False
brackets "()) (" ~+* False
brackets "" ~* True

Pr. 2.2.14 Zadefinujte predikat palindrome, ktery o retézci na vstupu rozhodne, jestli je palindrom.
Napiste také funkci palindromize, kterd ze zadaného fetézce udéla palindrom tak, Ze na
jeho konec doplni co nejméné znakt. Tedy napiiklad:

palindrome "lol" ~~»* True

palindrome "ABBA" ~~* True

palindrome "brienne" ~~* False
palindromize "brienne" ~~* "brienneirb"

Pr. 2.2.15 Napiste funkci getMiddle :: [a] -> a, kterd pro zadany neprazdny seznam vrati jeho
prostiedni prvek bez zjistovani jeho délky. Pokud mé seznam sudy pocet prvku, vratte
levy z prostrednich dvou. Napriklad:

getMiddle [1] ~~»* 1 getMiddle [2, 1, 5, 6, 3]
getMiddle [2, 1] ~* 2 o ~* b
getMiddle [2, 1, 5] ~»* getMiddle "Don't blink!"
getMiddle [2, 1, 5, 6] ~»* N

1
o

Ndpoveda: Pokud zajic bézi dvakrat rychleji nez Zelva, pak v okamziku, kdy zajic vyhrdl
zdvod, je Zelva v polovin€ trati.

Na konci druhého cviceni byste méli umét:

» definovat vlastni rekurzivni funkce pracujici s celymi ¢isly;


https://is.muni.cz/auth/el/fi/podzim2021/IB015/um/seminars/video/2/2.2.every.mkv
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> pracovat se seznamy a definovat na nich funkce pomoci vzori;
» definovat rekurzivni funkce na seznamech;

» pouzit v typech svych funkei zakladni typové tridy jako Num a Eq.



Reseni

Res. 2.m.1 Pouzijte ptikaz :t k otypovani vyrazu v ghci (typ [Char] je ekvivalentni typu String).

Res. 2.1.2

Res. 2.1.3

Res. 2.m.5

a) [[Char]] (coz je stejné jako [String])

b) [Char] (coz je stejné jako String)
c) [Char] (coZ je stejné jako String)
d

[(Bool, ())]

[String], pfi otypovani takovychto vyrazi je tfeba si dat pozor. Vyraz sice obsahuje

funkci ++, kterda méa v tomto kontextu typ String -> String -> String, avSak

String -> String -> String neni vysledny typ, protoze funkci uz byly dodany

argumenty, a tedy typ prvkia v seznamu je String.

g) [Bool -> Bool -> Bool]

h) [al, z vyrazu nevyplyva zadné omezeni na typ prvki, ktery muze obsahovat, proto
je typ prvku uplné obecny, tedy a.

i) [[al], podobné jako v predeslém pripadé, zadné omezeni na typ prvka vnitiniho
seznamul.

j) [[Bool]] typové omezeni vznika kvuli konkrétni hodnoté ve druhém prvku.

(&

)
)
) [Char] (coz je stejné jako String)
)
f)

Staci pouzit definici funkce podle vzort. Prazdny seznam je prazdny, zddny jiny seznam
neni prazdny (duh).

isEmpty :: [a] -> Bool
isEmpty [] = True
isEmpty _ = False

Opét staci pouzit definici funkce podle vzort. Pripady, kdy vstupem funkce je prazdny
seznam, bud’ neni potfeba viibec definovat, nebo lze pouzit funkci error nebo hodnotu

undefined.

myHead :: [a] -> a
myHead (x : _) = x
myHead [] error "myHead: Empty list."

myTail :: [a] -> [a]
myTail (_ : xs) = xs
myTail [] = error "myTail: Empty list."

(]

Tento vzor predstavuje prazdny seznam. Nemuze reprezentovat zadny z uvedenych
seznamu.

X

Na tento vzor se mize navazat libovolna hodnota, a tedy zejména libovolny ze zadanych
seznamu.

[x]

Predstavuje libovolny jednoprvkovy seznam. Z uvedenych muze reprezentovat seznamy
(11, (011, [Ca1].

[x, y]

Predstavuje libovolny dvouprvkovy seznam. Z uvedenych muze reprezentovat seznamy
(1, 21, C[[11, [2, 311.

(x : 8)
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Libovolny neprazdny seznam. Proménné x reprezentuje prvni prvek, proménné s seznam
ostatnich prvki. Tento vzor muze reprezentovat vsechny uvedené seznamy (ano, i [[1]).

e (x :y : 8)
Predstavuje libovolny seznam, ktery ma alespon 2 prvky. Proménné x reprezentuje prvni
prvek, y druhy prvek a s seznam ostatnich prvki. Z uvedenych miize reprezentovat
seznamy [1, 21, [1, 2, 31, [[11, [2, 311].

e [x : 8]
Jednoprvkovy seznam, jehoz jedinym prvkem je neprazdny seznam. Proménné x repre-
zentuje prvni prvek vnitiniho seznamu, proménné s seznam ostatnich prvka vnitfniho
seznamu. Z uvedenych muze reprezentovat pouze seznam [[1]].

e ((x :y) : 8
Predstavuje neprazdny seznam, jehoz prvnim prvkem je neprazdny seznam. Proménné
x a y reprezentuji prvni prvek prvniho prvku a seznam ostatnich prvka prvniho prvku,
proménné s reprezentuje ostatni prvky vnéjsiho seznamu. Z uvedenych muze reprezen-
tovat seznamy [[1]1]1, [[1], [2, 3]1].

Myslenka feseni mtize byt nasledujici: 0 je sudé, 1 neni suda, a kazdé jiné kladné ¢islo je
sudé pravé tehdy, kdyz ¢islo o 2 mensi je sudé.

isEven :: Integer -> Bool
isEven 0 = True
isEven 1 = False
isEven x = isEven (x - 2)

Vymyslet se d& i feSeni snizujici parametr o jedna a pouzivajici funkci not.

Vyraz isEven -1 skond¢i s typovou chybou, nebot’ minus se prednostné chape jako
binarni operator a jedna se tak o odecteni jednicky od funkce. V piipadé isEven (-1)
se jiz jedna skutecné o zapornou jednicku a pri definici vySe dojde k zacykleni, nebot se
funkce bude vzdy rekurzivné volat s mensim argumentem (podle posledniho fadku) a nikdy
se nezastavi na nékterém z prvnich dvou vzori.

Myslenka feseni muze byt nasledujici: zbytek 0 po déleni tremi je 0, zbytek 1 po déleni
tremi je 1, zbytek 2 po déleni tfemi je 2 a zbytek déleni tfemi pro kazdé jiné kladné cislo
je stejny, jako zbytek po déleni tfemi pro ¢islo o 3 mensi.

mod3 :: Integer -> Integer
mod3 0 = 0

mod3 1 =1

mod3 2 = 2

mod3 x = mod3 (x - 3)

Myslenka je podobna jako v predeslém prikladu. Jen se zde pocita, kolikrat je potieba
odecist 3, aby se argument dostal do intervalu (0, 3).

div3 :: Integral i => i -> i
div3 0 = 0

div3 1 =0

div3 2 = 0

div3d x = 1 + div3 (x - 3)
fact :: Integer -> Integer
fact 0 = 1

fact n = n * fact (n - 1)

Funkce je opét definovana po c¢astech. Predpokladame, ze dostane jako argument jenom
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nezaporné celé ¢islo. Pokud je argument 0, vysledek je ziejmé 1. Pokud je naopak argument
kladné ¢islo, vime, ze n! =n x (n — 1)!, kde druhy vysledek ziskame pomoci rekurzivniho
volani. Poznamenejme, Ze zédvorky kolem n - 1 je nutno pouzit, protoze jinak by se vyraz
implicitné uzavorkoval jako (fact n) - 1, protoze aplikace prefixové zapsané funkce ma
vyssi prioritu nez infixové operatory.

n

Bazovy piipad 2° = 1. Pro kazdé kladné n naopak plati 2" = z - 2"~ !, pficemz hodnota

2"~1 jde vypoéitat rekurzivné.
power :: (Num n, Integral i) =>n -> i ->n
power _ 0 =1
power x n = x * power x (n - 1)
Vsimnéte si, ze definovana funkce vzdy pouzije n rekurzivnich volani. Tento pocet se ale
da zmensit, kdyz si uvédomime, ze pii kazdém rekurzivnim volani neni potfeba n snizovat
) )
jen o 1, ale je mozné ho zmensit priblizné na polovinu. Plati totiz

. Z2n+1 — (Zn)Q Ry

Nésledujici implementace, ktera tuto myslenku vyuziva, tedy potfebuje jen priblizné log(n)
rekurzivnich volani.
power' _ 0 =1
power' z n = if even n then half * half else half * half * z
where half = power' z (n ~div” 2)

Staci si uvédomit, ze ¢islo je mocninou 2 pravé tehdy, kdyz je 1 nebo je sudé a jeho polovina
je mocninou 2.

isPower2 :: Integral i => i -> Bool
isPower2 O = False

isPower2 1 True

isPower2 x = even x &% isPower2 (div x 2)

digitsSum :: Integral i => i -> i
digitsSum 0 = 0
digitsSum x = x "mod”~ 10 + digitsSum (x “div™ 10)

K feseni muzeme pouzit zndmy Euklidiv algoritmus. Konkrétné pouzijeme jeho rekurzivni
verzi, kterd vyuziva zbytky po déleni.

mygcd :: Integral i => i -> i -> i

myged x 0 = x

mygcd x vy = myged (min x y) ((max x y) "mod™ (min x y))

Priklad lze vyftesit i bez generovani vsech prvocisel. Staci zadané cislo délit 2 tolikrat,
kolikrat je to mozné, a zaroven pricitat za kazdé vydéleni k vysledku jednicku. Poté ¢islo
budeme délit 3, 4, 5, 6, atd., dokud po déleni nezbyde vysledek 1. Ackoliv napriklad ¢isla 4
a 6 nejsou prvocisla, ale presto jimi délime, neni to problém, protoze pokud jsme ¢islo uz
vydélili 2 a 3, kolikrat to bylo mozné, nemuze uz byt délitelné ani 4 ani 6.
primeDivisors :: Integral i => i -> Integer
primeDivisors n = divisorsFrom n 2

10
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where
divisorsFrom 1 _ = 0
divisorsFrom n d = if mod n d ==

then 1 + divisorsFrom (n “div™ d) d
else divisorsFrom n (d + 1)

plus :: Integral i =>1i -> i -> i
plus O y =y
plus x y = plus (pred x) (succ y)

times :: Integral i => i -> i -> 1
times O y = 0

times x 0 = 0

times 1 y =y

times x y = plus y (times (pred x) y)

plus' :: Integral i => i -> i -> 1
plus' x y = if x >= 0
then plus x y
else negate (plus (negate x) (negate y))

times' :: Integral i => 1 -> i -> 1

times' x y = if (x <0 & y < 0) || (x >= 0 && y >= 0)
then times (abs x) (abs y)
else negate (times (abs x) (abs y))

Pro zadané cislo n funkce pricte 2n — 1 k vysledku rekurzivniho volani pro vstup o jedna
mensi. Ten vrati 2(n — 1) — 1 a soucet rekurzivniho volédni o 1 mensi. To se bude dit tak
dlouho, nez vstup bude 0, pro néjz funkce vrati 0. Tedy vysledkem bude soucet

@n—1+C2n—-1)—1)+2n—-2)—1)+ ...+ (2—1)+0.

To 1ze zapsat presnéji téz jako
n

D (2i—1).

i—1

Predchozi vyraz je perfektné spravné reSeni tilohy. Nicméné s pouzitim trochy matematiky

lze Teseni zapsat i elegantnéji, aby bylo opravdu vidét, co zadana funkce pocita.
Odecteni n jednicek lze vytknout za cely soucet, a tedy vysledek lze zapsat i jako

(Zz) _n.

Nasobeni dvojkou lze téz vytknout pred soucet, a tedy vysledek lze zapsat i jako

Ze stredni skoly mozna vite, Ze soucet aritmetické rady E:L: . ije % Takze vysledek

lze zapsat téz jako

n-(n+1)
2

2 —n=n-(n+1)—n=n-n=n

11
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Pokud si checete procvicit latku z Matematickych zakladu informatiky, muzete si zkusit

pravé odvozenou rovnost
n

> (20— 1) =n?

i=1

dokazat matematickou indukei.

Staci pouzit funkci (:). Pri otypovani funkce musime uvazit, ze vSechny prvky seznamu
musi mit stejny typ, a to i nové vlozena dvaactyticitka. Chtélo by se fici, ze 42 je typu
Integer, ale z predchozich prikladu jiz vime, Ze neotypovany ¢iselny literal (tj. ¢islo
objevujici se ve zdrojovém kédu) se muze chovat jako libovolné ¢islo z typové tiidy Num.
Proto:

add42 :: Num n => [n] -> [n]

add42 xs = 42 : xs

Ptipad prazdného seznamu nemusime fesit. Pro jednoprvkovy seznam vratime rovnou jeho
posledni prvek:

getlast [x] = x

Vsechny zbyvajici pripady seznamt maji alespon dva prvky. Jednoduché tivaha vede k tomu,
ze posledni prvek seznamu, ktery ma alespon dva prvky, je stejny jako posledni prvek téhoz
seznamu, ale bez prvniho prvku. Tedy ze vstupniho seznamu odstranime prvni prvek a na
zbytek aplikujeme rekurzivné funkci getLast:

getLast (x : xs) = getlast xs

Funkci definujeme obdobné jako funkci getLast. Za¢neme jednoprvkovym seznamem, kdy
vysledkem je prazdny seznam:

striplLast [x] = []

Vsechny zbyvajici pripady seznamt maji dva nebo vice prvki. V takovém pripadé bude prvni
prvek zadaného seznamu urcité ve vysledném seznamu a zbytek lze vypocitat rekurzivneé:

striplast (x : xs) = x : striplast xs

Srovnejte s definici funkce getLast.

Délka prazdného seznamu je 0. Délka alespon jednoprvkového seznamu je o 1 vétsi, nez
délka vstupniho seznamu bez prvniho prvku.

len :: [a] -> Integer
len [] =0
len (_ : x8) = 1 + len xs

Vypocet této funkce probiha naptiklad takto:

len (1 : (2 : [1)) ~ 1 +1len (2 : [1) ~ 1 + (1 + 1len [1)
s 1+ (14 0) ~s* 2

nth :: Int -> [a] -> a
nth 0 (x : _) =x
nthn (_ : xs) = nth (n - 1) xs

. 2.2.6 Prazdny seznam neobsahuje nic. Neprazdny seznam obsahuje zadany prvek prave tehdy,

kdyz je onen prvek prvnim prvkem zadaného seznamu, nebo ho obsahuje zbytek zadaného
seznamu.

12
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contains :: Eq a => [a] -> a -> Bool
contains [] _ = False
contains (x : xs) e = e == || xs “contains” e

Myslenka je podobnéa jako u funkce contains, jen je potieba si pocitat, kolikrat zadany
prvek jesté chceme vidét. Pokud se dostaneme na 0, ¢islo uz jsme vidéli dostateénékrat,
a vratime tedy True.

containsNtimes :: Eq a => Integer -> a -> [a] -> Bool
containsNtimes O _ _ = True
containsNtimes ] = False

containsNtimes n x (y : ys) = if x ==y
then containsNtimes (n - 1) x ys
else containsNtimes n x ys

Funkce getPoints je podobné funkci contains, ale misto logické hodnoty budeme vracet
prislusnou hodnotu.

getPoints :: String -> [(String, Integer)] -> Integer
getPoints _ [1 = 0
getPoints wanted ((name, points) : xs) = if wanted == name

then points
else getPoints wanted xs

U funkce getBest se hodi definovat si pomocnou funkci, kterd jako dalsi argument
dostane i jméno a pocet bodu aktuilné nejlepsiho studenta. Tohoto aktualné nejlepsiho
studenta bude v pribéhu vypoctu ménit a na konci seznamu ho vrati.

getBest :: [(String, Integer)] -> String
getBest (x : xs) = fst (getBestWithDefault x xs)
where

getBestWithDefault current [] = current
getBestWithDefault (curN, curP) ((newN, newP) : xs) =
if newP > curP
then getBestWithDefault (newN, newP) xs
else getBestWithDefault (curN, curP) xs

Nejjednodussi je funkei definovat podle vzoru na prvnim argumentu. Pokud je prvni seznam
prazdny, vysledkem je primo druhy seznam. Pokud je prvni seznam nepréazdny, vysledny
seznam obsahuje prvni prvek prvniho seznamu a pak zretézeni zbytku prvniho seznamu
s druhym seznamem.

append :: [a] -> [a] -> [a]
append [] ys = ys
append (x : xs) ys = x : append Xs ys

Zde se hodi vzor pro seznamy délky alespon dva, protoze potrebujeme pojmenovat prvni
dva prvky vstupniho seznamu. Poté staci udélat z nich dvojici a zbytek seznamu vytesit
rekurzivné.

pairs :: [a] -> [(a, a)]
pairs (x : y : s) = (x, y) : pairs s
pairs _ =[]

13
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Res. 2.2.11 a) Soucet prazdného seznamu je 0. Soucet neprazdného seznamu je soucet prvniho prvku
a souctu zbytku seznamu.
listSum :: Num n => [n] -> n
listSum [] =0
listSum (x : xs) = x + listSum xs

b) Existuji nejméné dva pristupy k feseni, pokud nechceme explicitné pracovat s délkou
seznamu. Jeden z nich je, ze vyuzijeme vzoru (x : y : zs), ktery bere ze seznamu
po dvou prvcich, tim paAdem vime, Ze pokud tak skonc¢ime na jednom prvku, seznam
musel obsahovat lichy pocet prvkii:

oddLength :: [a] -> Bool

oddLength [] = False

oddLength [_] = True

oddLength (_ : _ : zs) = oddLength zs

Druhy pristup k resSeni je, ze odpovéd postupné vyskldddme z prazdného seznamu,
protoze vime, Ze ten obsahuje sudy pocet prvku. Kazdym dalsim prvkem odpovéd
zménime na opacnou, s poslednim prvkem ziskdme odpovéd pro cely seznam:

oddLength' :: [a] -> Bool
oddLength' [] = False
oddLength' (_ : xs) = not (oddLength xs)

c) Opét primocaréa rekurzivni definice funkce podle vzori.
addl :: Num n => [n] -> [n]

addl [1 = [
addl (x : xs) = (x + 1) : addl xs

d) Opét primocara rekurzivni definice funkce podle vzoru.
multiplyN :: Num n => n -> [n] -> [n]
multiplyN _ [1 = []
multiplyN n (x : xs) = (n * x) : multiplyN n xs

e) Opét primocara rekurzivni definice funkce podle vzoru.

deleteEven :: Integral i => [i] -> [i]
deleteEven [] = []
deleteEven (x : xs) = if even x

then deleteEven xs

else x : deleteEven xs

f) Opét primocara rekurzivni definice funkce podle vzoru.
deleteElem :: Eq a => a -> [a] -> [a]
deleteElem _ [1 = []
deleteElem n (x : xs) = if x == n

then deleteElem n xs
else x : deleteElem n xs

g) Opét primocara rekurzivni definice funkce podle vzort.

largestNumber :: [Integer] -> Integer
largestNumber [x] = x
largestNumber (x : xs) = x "max~ largestNumber xs

h) Staci si uvédomit, jaké vSechny pripady mohou nastat. Jediny zajimavy pripad je, kdyz
oba vstupni seznamy jsou neprazdné. V takovém pripadé je potieba porovnat prvni
prvky obou seznamu a také rekurzivné porovnat zbytky obou seznamn.

14
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listsEqual :: Eq a => [a] -> [a] -> Bool
listsEqual [1 [l = True
listsEqual [] _ = False
listsEqual _ [] = False

listsEqual (x : xs) (y : ys) = x == y && listsEqual xs ys

i) Tentokrat jen trochu komplikovanéjsi rekurzivni definice funkce podle vzoru.

multiplyEven :: [Integer] -> [Integer]

multiplyEven [1 = []

multiplyEven (x : xs) = if even x
then (2 * x) : multiplyEven xs
else multiplyEven xs

j) Tentokrat jen trochu komplikovanéjsi rekurzivni definice funkce podle vzoru.

sqroots :: [Double] -> [Doublel

sqroots [] = []

sqroots (x : xs) = if x > 0
then sgrt x : sqroots xs
else sqroots xs

Res. 2.2.12 Regeni se podoba funkci nth, pri dosazeni nuly se ale pokracuje dal s restartovanym
Citacem. Povsimneéte si, Zze v nasledujici implementaci pouziva lokalné definovana funkce
everyNthOffset hodnotu n, kterd je argumentem vnéjsi funkce.

everyNth :: Integer -> [a] -> [a]
everyNth n xs = everyNthOffset xs O

where
everyNthOffset [] _ = []
everyNthOffset (x : xs) 0 = x : everyNthOffset xs (n -
o 1)

everyNthOffset (x : xs) m = everyNthOffset xs (m - 1)

Res. 2.2.13 Myslenka reseni je prochéazet retézec a drzet si ¢itac¢ pravé otevienych a dosud neuzavrenych
zavorek. Ten na konci musi byt nulovy a zaroven nikdy béhem priichodu nesmi klesnout

pod nulu.
brackets :: String -> Bool
brackets s = bracketsWithDiff s O
where

bracketsWithDiff [] k = k ==

bracketsWithDiff ('(' : xs) k = bracketsWithDiff xs (k +

o 1)

bracketsWithDiff (')' : xs) k =k > 0 &&
bracketsWithDiff xs (k -
o)

Res. 2.2.14 Funkei, ktera rozhodne, jestli je fetézec palindromem, zadefinujeme jednoduse pomoci
funkce reverse a porovnani.

palindrome :: String -> Bool
palindrome str = str == reverse str

Po kratkém zamysleni zjistime, Ze na doplnéni slova na palindrom nam staci najit nejdelsi
priponu slova, ktera tvori palindrom. Vynechané znaky ze zacatku pak doplnime i na konec
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fetézce v obraceném poradi.

palindromize :: String -> String
palindromize s = if palindrome s
then s

else [head s] ++ palindromize (tail s) ++ [head s]

Poznamka: Vzhledem k ¢astému vyuzivani sekvencéniho spojovani seznamti (++) nemé tato
funkce optimalni ¢asovou slozitost. Zkuste se zamyslet, jak by se dala napsat efektivnéjsi

funkce.
Res. 2.2.15 getMiddle :: [a] -> a
getMiddle xs = tortoiseRabbit xs xs
where
tortoiseRabbit (t : _) [_] =t
tortoiseRabbit (t : ) [_, 1 =t
tortoiseRabbit (_ : ts) (_ : _ : rs) = tortoiseRabbit ts
& rs
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