Priklad 1

Dokazte, ze tyto dvé mnoziny nejsou spocetné:
1. Mnozina v8ech podmnozin N

Co chceme dokizat?

Spocetna mnozina: Mnozina M je spocetnd prave vtedy ked existuje funkcia (nie nutne vyéislitelnd)
f:M — N taka, ze f je bijekcia (f je surjektivna a injektivna).

Negéacia definicie: Mnozina M nie je spocetnd prave vtedy ked pre vSetky funkcie f : M — N plati,
ze f nie je bijekcia.

Dokazované tvrdenie: Mnozina 2" (znaéf sa aj P(N)) nie je spocetnd, teda pre vietky f : 2N — N plati,
ze f nie je bijekcia.

Uvaha: Dokazovat nieco o vSetkych funkcidch (alebo inych entitdch) priamo je vacsinou dost ndrocéné
(hlavne pokial nie je mozné pouzit indukciu). Teda sa uchylime k dokazu sporom (alebo ako hovori prvé
pravidlo dokazovania - ked neviete, skiste to sporom).

Pozndmka: Dokaz sporom je zalozeny na pozorvani, Ze pokial =4 = B a si¢asne —A = =B, potom
musi platif A (d4 sa jednoducho overit skonstruovanim prislusnej logickej tabulky ;))

Dékaz:

Z pozndmky vypliva Ze potrebujeme vediet ako vyzerd —A. V tomto pripade staci zamenit negdciu
definicie spocetnosti za poévodni, nenegovani definiciu. Teda vo viysledku dostdvame nasledujice tvrdenie:

Pre spor predpokladajme, ze mnozina 2V je spocetnd, a teda ze existuje funkcia f : 2 — N ktord je
bijekciou.

Teraz potrebujeme ndjst vhodné turdenie B tak, aby sme ziskali spor. To je samozrejme netrividlna
tloha na ktori neexistuje jednoznacény postup. Prvé na ¢o by sme sa ale v tomto pripade mali pozriet je
¢o "nové”vndsa do ndsho "sveta’nds (zatial tdajne) sporny predpoklad. V tomto pripade ndm predpoklad
ddva existenciu funkcie f, ktord je bijekciou. Teda moéZeme pomerne bezpecne predpokladat, Ze f sa nejakym
sposobom bude vyskytoval v B, a Ze bude nutné vyuzit fakt Ze ide o bijekciu (Inak by sme rovanky spor
mohli pouZit aj bez predpokladu —A, a teda by sme dokdzali Ze cely systém je sporny.).

Druhd wvec, ktord by sa s najvicsou pravdepodobnostou v tvrdeni B mala objavit je potom samotnd
mnozina 2N. Preco? Tento krdt to nie je také ocividné ako s funkciou f, ale dd sa argumentovat Ze ak je
defini¢énym oborom f prdve 2V, a f je bijekciou (o je definicia ktord silne sivisi s definicngm oborom a
oborom hodnét), tak bude asi nejakym sposobom nutné tento fakt vyuZit.

Pokial stdle nevieme ako by bolo moiné B skonstruovat, mézeme pokracovat jemne redukcionistickou
wvahou, a to sice: Chceme vyrok ktory sa nejakym spésobom vyjadruje o mnozZine. MnoZina je siuborom
prvkov. Teda hladdme nejakij prvok ktory ndm vyvold spor. Asi najocividnejsi spor v sivislosti s mnoZinami
sa tyka prislusnosti do mnoziny: Teda prvok ktory do mnoziny zdroven patri aj nepatri. Prvy ndpad by teda
mohol byt "hladat podmnozinu N ktord zdrover nie je podmnozinou N”. To sa ndm bohuzial v tomto pripade
asi nepodari. Na druhej strane si ale pri tom moézeme viimnit, ze pvky 2N si opdt mnoziny. Co keby sme
teda dokdzali vyvolaf nejaky problém tam...

Nech B={r € N|x & f~Yx)} (f! existuje, kedze f je bijekcia). Tato definicia sa d4 prepisat vo
forme ekvivalencie z € B < x € f~ ().

Dalej o¢ividne B C N, teda musi existovat prirodzené ¢islo i také, ze B = f(i) (z definicie spocetnosti).
Pre toto i dostdvame (z definicie B) ze i € B < i & f~1(i). Ale kedze B = f(i), tak i € B < i ¢ B.

Pre tplnost: Dostdvame teda dve tvrdenia: Ak je 2V spocetnd, potom f(i) € B a zéroven ak je 2V
spocetna, tak f(i) ¢ B. Teda logicky plynie ze 2V nie je spocetna.



Priklad 13

Necht f: N — N je vyé¢islitelnd bijekce. Uvazujme numeraci undrnich vyéislitelnych funkef

¢07w13"'7¢na“' (1)

kde ¥y, = ¢y). Dokazte, Ze pro tuto numeraci existuje vycislitelnd univerzalni funkcie ¥ : N2 — N.
Ukazte, ze existuje a takové, ze funkce W je pocitana programem Pj(q).

Zmeni sa tvrdenie ak by f nebola injektivna/surjektivna, ale stile totalna?

Co chceme dokézat?

Numeracia: Numeracia mnoziny M je surjektivna (nie nutne totdlna) funkcia f : M — N.

Univerzélna funkcia: Univerzélna funkcia 2 pre numeraciu (unarnych) funkeif w je funkcia € : N> — N
takd, ze Q(e,x) = we(x). (teda najprv v numerécii ndjdem funkciu s indexom e a potom ju spustim so
vstupom z)

Nasou ulohou je teda ukézat, ze pre dani numeréciu (nazvime si ju v), existuje vyé€islitelna uni-
verzédlna funkcia.

Dokaz:

Pokial’ chceme ukazovat wvyéislitelnost, najjednodussie je vacsinou ndjst program ktory pocita to, ¢o
potrebujeme. Z definicie univerzdlnej funkcie vidime, Ze na to, aby sme spoéitali jej hodnotu, potrebujeme
najskor zistit ¢o za funkciu vlastne vyéislujeme (podla indexu daného prvgm argumentom). V pripade
Standardnej numerdcie na toto slizi kédovanie programov na indexy ktoré bolo definované na prednaske. V
pripade nasej novej numerdcie sa musime pozriet na to, ako je vlastne definovand. Podla zadania mdme
k dispozicii vycislitelna bijekciu f ktord mapuje indexy nasej novej numerdcie na indexy standardnej nu-
merdcie (Y, = cpf(n)). A o standardnej numerdcii vieme, Ze md vycislitelni univerzdlnu funkciu. Teda ndm
ni¢ nebrdani najskér spoéitat funkciu f, aby sme ziskali index programu v standardnej numerdcii, a potom
pustit standardni univerzdlnu funkciu nad tymto indexom:

U:N?2 5 N:

y = f(21);21 := (y, z2) )

Takato funkcia je vyécislitelnd (f aj ® st vyécislitelné) a splita definiciu univerzalnej funkcie, kedze
U(e,x) = B(f(e), @) = p5(0) (@) = (@),

Z definicie bijekcie potom plynie, ze vietky vyéislitelné funkcie maji index v numeracii ¢, a teda aj ¥
ma nejaky index a taky, ze je pocitand programom Py, (kedze je vycislitelnd).

Pokial by f nebola injektivna, ni¢ sa nezmeni (stale plati Ze vsetky vyé. funkcie maju index v v, len
sa moze sat 7e jeden program md viac indexov). Pokial by ale f nebola surjektivna, a nemusi existovat.

Priklad 16

Ukazte, ze existuje TVF g : N? — N takova, Ze

Pq(i,g) () = wi(x) + @j(z) (2)

(stcet je definovany len ak oba argumenty si definované)

Co chceme dokazat?

To Ze g definované v zadani existuje, je pomerne trivdlne pozorovanie. Problémom je ukdzat, ze g je
totalne a vyé¢islitelné. K tomu néam poslizi prave veta o parametrizicii.

Veta o parametrizacii: Pre véetky m > 1, n > 1 existuje totélne vycislitelnd funkcia s : N*+1 — N
taka, ze

cp?mi’thym)(zl, ey 2n) = O (Y1 ooy Yny 215 <oy 20) (3)

Dokaz: Uvazujme vycislitelnt funkciu f(4, 7, z) = ¢;i(z) + ¢;j(x) (jej while program je difam zjavny :))

KedZe f je vycisliteln4, existuje index e taky, Ze ¢. = f. Priamou aplikdciou vety o parametrizicif
potom dostdvame, 7e existuje totalne vyéislitelnd s3 takd, ze:

Ps2(a,ig) (®) = @ali, J, ) (4)
Nakoniec, pokial zadefinujeme g ako g(i,j) = s%(e,i, ) (teda argument a sme zafixovali na konstantu

e) dostavame:

Pgi) (@) = P2(ci) (@) = @eli, J, %) = f(4, 4, %) = wi(z) + ¢ (@) (5)



