3 Predikatova logika — syntax a sémantika

Priklad 1. Prevedte nasledujici tvrzeni v pfirozené feci na formule predikitové logiky.
Popisté intuitivné vyznam jednotlivych predikatta a funkei.
0) Kazdy ¢lovék ma matku. (Univerzum: lidé)
Va3yM (y, ), kde
M(z,y) ‘ x je matka y ‘ predikat
0) Ne kazdy ma férového nadiizeného. (Univerzum: pracovnici)
—Vx(F(n(z))), kde
F(z) | z je férovy | predikat
n(z) | nadifzeny pracovnika x | funkce

a) Kazdy usilovny student zna néjakého nadaného studenta. (Univerzum: studenti)

b) Sé¢itani je komutativni (¢ili vysledek sou¢tu nezalezi na potadi s¢itanci). (Uni-
verzum: R)

c) Je-li ¢islo délitelné ¢tyimi, pak ¢islo o 4 vétsi je rovnéz délitelné ¢tyimi. (Univerzum:
Z)

Definice: Term.
e Kazdy symbol pro proménnou je term.

e Je-li f n-arni funkéni symbol a ¢, ..., ¢, termy, pak také f(t,...,t,) je term.

e Nic dalsiho neni term.

Nularni funkee, ¢ili konstanty, zapisujeme bez prazdnych zéavorek, tedy ¢ namisto ¢().

U béznych binarnich funkénich symbolt lze pouzivat i infixovy zépis bez zavorek. U
béznych unarnich symboli lze pouzivat i prefixovy zapis bez zévorek.

Definice: Formule predikdtové logiky.
e Je-li P n-arni predikdtovy symbol a t1,...,t, termy, pak P(t,...,t,) je formule.

e Jsou-li ¢y, t5 termy, je t; = to formule.

e Jsou-li ¢, ¢ fomule, pak rovnéz =(p), (@) V (¥), (v) A (¥), () = (¥), (¢) & (¥),

... jsou formule.
e Je-li p fomule a x proménnd, pak rovnéz 3x(¢) a Va(p) jsou formule.

e Nic jiného formuli neni.

U béznych bindrnich predikatovych symbolt lze pouzivat i infixovy zapis bez zévorek.



Definice: Vyskyt proménné x ve formuli ¢ je vdzany, existuje-li podformule ¢, ozn.
1, kterd obsahuje tento vyskyt a zac¢ind dxr nebo Vz. V opac¢ném piipadé je vyskyt
proménné volny.

Bézné pouzivané znaceni ¢(x1, ..., x,) znamend, ze formule ¢ ma volny vyskyt promén-
nych x1,...,x,, ostatni proménné jsou ve formuli vazané.

Piiklad 2. Ve formuli
p=2|r=3Jyly-2=aVsin(zx +y) > 1),

kde v8echny symboly maji obvykly (matematicky) vyznam, identifikujte (v¢. arity, pokud
to dava smysl) vSechny

a) proménné (vé. jejich vyskyti),

b) termy,

c) logické spojky,

d) funkéni symboly,

e) predikatové symboly.
U funké¢nich a predikatovych symbolua urcete i jejich aritu.

Priklad 3. Uvazujte jazyk £ predikatové logiky obsahujici funkéni a predikatové symboly
zadané nasledujici tabulkou:

symbol | typ arita
f funkéni 3
d funkeni 0
P predikatovy | 1
Q predikatovy | 2
Rozhodnéte, kterd z nasledujicich slov jsou termy jazyka L:
a) y =z,
b) Q(d.d),
C) f<x7 d7 y)?
d) z,
e) f(f(d)),
f) f(d, f(d,d,d),d)

Priklad 4. Uvazujte jazyk L predikatové logiky z predchoziho piikladu. Rozhodnéte,
ktera z nasledujicich slov jsou formulemi jazyka L:
a) y=u,



b) Va(Q(d, d) = ),
C f(x7d7y)7
Vy(f(f(,y,2).d.d))

£) v2(Q(f(f(d,d,d),y,2), f(z,d,y)) vV P(f(d, 2, x))).

Piiklad 5. Negujte néasledujici formule:

a) Jz((P(z) A Q(x)) V R(z)),
b) Vz(P(z) = VyQ(y)),
c) Vz(P(z) V IyQ(y)),
d) Va(P(z) = Q(z)) A 3ax(R(z) A S(x)).

Definice: Interpretace (téz realizace) jazyka L je struktura I zahrnujici
e neprazdné univerzum (i doménu) Dy,
e n-arni relaci I(P) C D} pro kazdy n-arni predikatovy symbol P jazyka L,
e zobrazeni I(f) : D} — Dy pro kazdy n-arni funkéni symbol f jazyka L.

Priklad 6. Uvazte formuli ¢ = Vz(P(z) = Jy—Z(z,vy))
interpretaci rozhodnéte, zda je modelem formule ¢.
a) Dy = {0}, I(P)=2,1(Z) =2
) Dr=127,1(P)={1,2,3,...}, I(Z) =
) D I(P)={1,2,3,...}, I(Z) =<
d) Dz— {0} I(P) = {0}, I(Z) = id]]
Priiklad 7. Rozhodnéte, v jakych interpretacich jsou pravdivé nésledujici formule:
a) JrVy(P(y) = (z = y))
) Fz(P(z) AVy(Py) = (z =y)))
c) Vedy3z(((z = y) V (z = 2)) A (y # 2))
d) V2IyQ(z,y) = JxQ(z, x)
e) Vady(P(z,x) = (z # y A P(z,y)))

. Pro kazdou z nésledujicich

b

C

b

1Relace identity obsahuje dvojice identickych prvki, id := {(z,y) € D%;x = y}.
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