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1 Uvod do umélé inteligence

Uvodni kapitola nabizi ¢tenafi sbirky prvni setkani s umélou inteligenci. Piedstavuje nejprve
Turingiv test k urceni schopnosti stroje chovat se inteligentné a piiklady k zamysleni nad
hranicemi a moZnostmi oboru umélé inteligence jako takového (v této jediné ¢asti sbirky
jsou piiklady ponechény bez feseni). Dalsi ¢ast pak prezentuje pojem problému a na fadé
prikladt ilustruje, jak mize volba vhodné datové struktury ¢i strategie k feseni daného tkolu
ovlivnit samotnou moznost kol vyresit.

1.1 Umeéla inteligence a Turinguv test

V roce 1950 navrhnul Alan Turing tzv. Turingiv test (ktery puvodné sam nazval ,jimitacni
hrou®, viz puvodni Turinguv ¢lanek), jez si klade za cil ovérit schopnost stroje vykazovat
inteligentni chovani.

Alan Turing ve véku 16 let

Turing v ¢lanku nejprve uvadi, Ze navrhuje uvazit otazku, zda stroje umi myslet. Jelikoz
vSak neni snadné definovat, co znamena ,myslet”, navrhuje nahradit tuto ponékud vagni
otazku jinou, a sice zda ,Lze sestrojit pocitac, ktery by byl schopen slozit Turinguv test?“

Definice 1: Turingiv test je navrzen jako hra tri hracu, z nichz jeden je stroj podrobeny
zkousce a ostatni dva jsou lidé. V zakladni varianté Turingova testu jsou do riznych mistnosti
umisténi A) testovany stroj, B) ¢lovek, C) rozhodé¢i. Rozhodéi mize komunikovat se zbylymi
dvéma formou textovych zprav a mé za tkol zjistit, ktery z nich je stroj a ktery je clovék.
Stroj uspél v Turingové testu, nedokaze-li ho rozhod¢i spolehlivé rozeznat od ¢lovéka.

Slozeni Turingova testu poc¢itacem vyzaduje zvladnuti nékolika oblasti oboru. Pro porozuméni
zprav a jejich generovani je potfeba zpracovdni prirozeného jazyka (NLP). Pro uchovani

idaji a vyvozovani zavéru je nutné ovladnout reprezentaci a vyvozovdni znalosti. V neposledni
fadé je potfeba metod strojového uceni, které umozinuji ucit se a adaptovat se na zmény

vnéjsiho prostiedi.


https://academic.oup.com/mind/article/LIX/236/433/986238

Na druhou stranu neni pro slozeni testu nutné zvladnout obory jako robotickd manipulace ¢i
pocitacové vidénd, jelikoz veskera komunikace probtha vyhradné textovymi zpravami.

A —

testovany pocitac

text

| text — testujici osoba
—

¢lovek

Schéma usporadani Turingova testu

Priklad 1.1.1. Definujte vlastnimi slovy nésledujici pojmy:
a) inteligence,

b) uméla inteligence,
c) agent,
d) racionélnost,

e) logické usuzovani.
Naleznéte mozné namitky proti uvedenym definicim a zpresnéte se je.
Priiklad 1.1.2. Jsou reflexy racionalni? Jsou inteligentni? Zdivodnéte.
Priiklad 1.1.3. Do jaké miry jsou nasledujici pocitacové systémy piiklady umélé inteligence?
a) Ctecka ¢arovych kodu v supermarketu.
b) Internetové vyhledéavace.
c¢) Hlasové zadavani piikazi telefonu.
d) Sitové smérovaci algoritmy, které dynamicky reaguji na stav sité.
Priiklad 1.1.4. Pfectéte si puvodni ¢lanek Alana Turinga Computing Machinery and Intel-
ligence. Turing v sekci 6 ve ¢lanku rozebird rizné ndmitky vznesené vici Turingovu testu.

Které z namitek jsou stale platné? Napadnou vas nové néamitky, které vzesly z pozdéjsiho
vyvoje v oboru?

Priiklad 1.1.5. Upravime-li Evanstuv program pro feseni problému s geometrickou analogif,
aby ziskal v standardnim 1 testu hodnotu 200, jednalo by se o program inteligentnéjsi nez
¢lovek? Vysvétlete.

Priklad 1.1.6. Alan Turing ve své préaci predstavil seznam véci, které by stroje nemusely
nikdy umét: byt milé, byt napadité, byt krésné, byt pratelské, byt iniciativni, mit smysl


https://academic.oup.com/mind/article/LIX/236/433/986238
https://academic.oup.com/mind/article/LIX/236/433/986238
https://dl.acm.org/doi/abs/10.1145/1464122.1464156

pro humor, rozeznat spravné od Spatného, délat chyby, zamilovat se, vychutnat si jahody se
slehackou, okouzlit nékoho, poucit se ze zkuSenosti, pouzivat spravna slova, premyslet samy
o sobé, mit chovani rozmanité jako c¢lovék, provést néco skuteéné nového. Kterych se jiz
podafilo dosdhnout? Které jsou v principu dosazitelné pocitacem? Které z nich jsou stéle
problematické, protoze vyzaduji védomé mentalni stavy?

Priklad 1.1.7. Argument ¢inského pokoje je myslenkovy experiment, ktery se snazi prokazat,
ze pocitace nemohou mit ,mysl“, ,chapani“ ¢i ,yédomi“, a to nezavisle na tom, jak inteligentni
chovani vykazuji. Nastudujte si o argumentu ¢inského pokoje vice. Znamena vyvraceni ar-
gumentu ¢inského pokoje, ze vhodné naprogramované pocitace mohou mit mentélni stavy?
Plyne z prijeti argumentu, ze pocitace mentalni stavy mit nemohou?

1.2 ReSeni problémi

V této sekci se poprvé setkdme s nékterymi problémy a uvodem do strategii, které lze uplat-
nit pri jejich feseni. K nékterym z nich se budeme v dalsich kapitolach vracet pri probirani
konkrétnich metod feSeni problémiu (jako napiiklad heuristické prohledavéni).

Problémem rozumime zadani mnoziny konfiguraci (napf. pfirazeni ¢isel volnym polickim
sudoku), mezi nimiz hledame konfigurace, které spliuji konkrétni vlastnosti (napft. vlastnost,
ze je sudoku vyplnéno spravné). Alternativou k hledani konfiguraci spliujicich néjakou
vlastnost je hledani konfiguraci, které jsou v jistém smyslu ,nejlepsi‘. V takovém piipadé
hovorime o optimalizacnim problému. Co presné rozumime problémem, miize byt navic v

konkrétnim kontextu blize upfesnéno.

Definice 2: Pii feSeni optimalizacniho problému je cilem nalézt mezi jeho konfiguracemi
takovou, kterd je mezi vSemi ostatnimi nejlepsi podle predem daného kritéria.

Planujeme-li si semestr tak, abychom ziskali co nejvice kreditii a zaroven nam zustalo co
nejvice volného ¢asu na své konicky a kamarady, feSime optimaliza¢ni problém. Naopak
snazime-li se naskladat nakup do lednicky tak, aby se dala zaviit, problém optimalizacni
nefesime, protoze jsme spokojeni s jakymkoliv feSenim, které nam umozni doviit dvere led-
nicky.

Pri fesSeni problému hraje dilezitou roli poc¢et prohledéavanych konfiguraci. Pfirozenou sna-
hou je tento pocet co nejvice zredukovat, ¢ehoz lze dosahnout vyuzitim znalosti o problému
a vhodnou volbou datové struktury.

Priklad. Uvazte problém n dam. V problému n dam je rozmistovino n dam na Sachovnici
o rozméru n X n. ReSenim jsou takova rozmisténi (vSech dam), v nichz se zadné dvojice dam
neohrozuje na radku, ve sloupci ani diagonalné.

a) SpoCtéte pocet ruznych konfiguraci problému, tj. pocet riznych rozmisténi dam na
Sachovnici.


https://en.wikipedia.org/wiki/Chinese_room

b)
c)

Navrhnéte datovou strukturu reprezentujici konfigurace problému.

Navrzenou datovou strukturu upravte tak, aby svym nédvrhem omezovala pocet riznych
konfiguraci, ale ne pocet potencialnich feSeni. Vyjdéte z povahy problému a promitnéte
pozadavky na fFeSeni problému do névrhu datové struktury. Spocitejte novy pocet
konfiguraci.

Kazda dama miize byt umisténa na jednu z n x n = n? pozic. Pro n dam tedy celkové

ziskdme n? - ... - n? = n?" rozmisténi. Pro 8 dam mame 8'6 ~ 2,8 - 10" konfiguraci.
—_—
n

Na reprezentaci soufadnic jedné damy lze pouzit dvojici (z,y). Konfiguraci pak
reprezentuje pole n takovych dvojic [(z1,y1), ..., (Tn, Yn)]-

Jisté nelze umistit vice dam na jedno policko Sachovnice. Muzeme tedy predpokladat
unikdtnost soucadnic a misto pole pouzit mnozinu soufadnic {(z1,y1),. ., (Tn,yn)}-
Pocet konfiguraci v takovém pifpadé je n? - (n> —1)-...-(n 2 —n+1) = %

Konkrétné pro 8 dam je to 64 - 63 -...57 ~ 1,8 - 10* konfiguraci.

V navrhu lze jit jesté déle. Z povahy problému vime, Ze v kazdém sloupci bude
pravé jedna dama — jinak by v néjakém sloupci byly alespon dvé a ty by se vza-
jemné ohrozovaly. Damam v seznamu lze tedy postupné prirfadit xz-ovou soutadnici 1

azn: [(1,y1),...,(n,y,)] a cely seznam zredukovat na seznam pouze y-ovych soufad-
nic: [y1,...,yn]. Pokud nepfipustime opakovani hodnot v seznamu (¢ili vice dam na
fadku), omezime pocet moznych konfiguraci nan-(n—1)-...-1 =n!. Pro 8 dam je

to 8! = 40320 konfiguraci.

Priklad demonstruje zasadni vliv promitnuti znalosti o problému do pristupu k jeho feseni.
Zatimco naivni feSeni problému n dam vyzaduje pro n = 8 prohledavéani prostoru pfiblizné

2,8 - 10! konfiguraci, vhodnou tpravou strategie lze &slo redukovat na 40320. Uz pro
relativné mala ¢isla n tedy volba strategie rozhoduje o tom, zda je problém prakticky fesitelny
¢l ne.

a)
b)

Priiklad 1.2.1. Pro uvedné problémy spocitejte pocet riiznych konfiguraci, tj. potenciél-
nich feseni. Pro kazdy problém navrhnéte datovou strukturu pro reprezentaci konfiguraci
problému.

Sudoku. Uvazujte obecné sudoku n x n s k hodnotami zadanymi.

Problém pritazeni. 'V problému pfifazeni je ddna mnozina n tkoli 7', mnozina n
pracovnikit W a cenové funkce ¢ : T'x W — R, ktera urcuje naklady na vykonan{
tkolt jednotlivymi pracovniky, tj. cena prace pracovnika w na tkolu ¢ je dana jako
¢(t,w). Cilem je rozdélit tkoly mezi pracovniky (jeden tikol na jednoho pracovnika)
tak, aby celkovéi cena prace byla co nejmensi.

¢) Problém batohu. Je zadana mnozina n polozek 1,...,n o hmotnostech wy,...,w, a

hodnotéch vy, ... v, a maximalni nosnost batohu W. Cilem je z polozek vybrat takové,

4



aby soucet jejich hmotnosti neprekroc¢il W a zaroven byl co nejvyssi.

a) Zbyva doplnit n2 — k policek, kazdé n&jakou z n riznych hodnot. Celkem n” ~* konfig-
uraci. Jako datovou strukturu lze pouzit matici rozméra n X n s ¢iselnymi hodnotami.
Zadané hodnoty budou nést priznak neménnosti (technickd realizace by zéavisela na
pouzitém jazyce).

b) Kazdému z n pracovniki je pfifazen né&jaky n tukolid, celkem n™ konfiguraci. Konfig-
urace lze reprezentovat polem A délky n tak, Ze pracovnikovi i je pridélen tukol ¢islo
Ali]. 'V tomto misté je dobré uvédomit si, ze ne vSechny konfigurace jsou pripustnym
feSenim problémi, protoze muze byt jeden tkol prifazen vice pracovniki. Vedle ceny
prifazeni je tedy potieba kontrolovat i pfipustnost feseni.

Pokud nepfipustime, aby se hodnoty v poli opakovaly (tj. Zadny tukol neni piifazen
vice pracovnikim), bude pole obsahovat permutace n ¢isel, kterych je pouze n!.

c) Vybrané polozky by bylo mozné reprezentovat pfimo mnozinou vybranych polozek
M C {1,...,n}. Takovych mnozin je " ; (7).

Alternativni moznost reprezentace konfiguraci je pole n booleovskych hodnot X, kde
X|[i] je TRUE, pravé kdyz je i-ta polozka vybrana. Takovych poli je 2"

Znamena to, Ze volba jiné datové struktury v tomto piipadé zménila pocet konfiguraci?
Po chvilce zamysleni dojdeme k tomu, Ze jsou obé reprezentace ekvivalentni — v obou
lze reprezentovat vSechny konfigurace a lze mezi nimi snadno pfevadét. Tento fakt nas
dovede k (skuteéné platné) matematické identité

()

1=0

Priklad 1.2.2. Uvazte problém Zddné tri v fadé. V tomto problému je zadédna miizka
rozméria n X n (kde n € N) a cilem je zjistit, kolik do ni lze umistit bodu tak, aby zadné tii
body nelezely v jedné primce.



® O ©

® e O O @

Na mifizce 3 x 3 lze rozmistit maximéalné 6 Uvedené rozmisténi nesplhuje pozadavek,
bodu (zvolené body jsou vyplnény modie). aby t¥i body neleZely v jedné piimce.

a)

b)
c)

Spoé¢téte pocet ruznych konfiguraci problému, tj. raznych rozmisténi bodu (i téch
nespliiujicich pozadavek zadani).

Navrhnéte datovou strukturu reprezentujici konfigurace problému.

Navrzenou datovou strukturu upravte tak, aby svym nédvrhem omezovala pocet riznych
konfiguraci, ale ne pocet potencialnich feSeni. Vyjdéte z povahy problému a promitnéte
pozadavky na feSeni problému do navrhu datové struktury. Spocitejte novy pocet
konfiguraci.

Provedte asymptotické srovnani po¢tu konfiguraci v naivnim a vylepSeném feSeni.

Jeste dale vylepsete navrh datové struktury, aby byl pocet konfiguraci asymptoticky
mensi nez vzorové feSeni ¢asti c).

Na mifZce n x n se nachazi n? bodi, z nichz kazdy miiZe byt vybran ¢ ne (2 moznosti).
Celkem maé tedy problém 2 konfiguraci.

Konfigurace lze reprezentovat matici jednic¢ek a nul o rozméru n x n.

Z povahy problému plyne, Ze v platném feSeni na kazdém fadku mohou byt vybrany
nejvyse dva body. Datovou strukturu tedy upravime na matici rozméra 2 X n, v niz
jsou uloZeny ¢iselné soufadnice jednotlivych bodu (pro jednozna¢nost ve vzestupném
poradi), pfipadné hodnoty NULL.

Matice reprezentujici feSeni z levého obrazku vyse by vypadala takto.

oS O =
_= NN

Na kazdém fadku muize mit matice dvé hodnoty NULL (tedy 0 umisténych bodu),
jednu hodnotu NULL (1 umistény bod) nebo zadnou hodnotu NULL (tedy 2 body), coz



je celkem 14+ n + (g) = % moznosti. Jelikoz ma matice n fadku, je novy pocet

s (i n
konfiguraci (24242)",

d)* Obé funkce rostou velmi rychle, takze budeme porovnavat jejich exponenty po preve-
deni do tvaru exponencialni funkce. Plati

21’1,2 c 2@(77,2) 7

(n2 +2n + 2)n ~ (n_2)n _ n_2n - 210gn2" _ 2 _ 22nlogn—n c 2@(n10gn).

2 on 9n om

Priklad 1.2.3. Které z nasledujicich problémiu jsou problémy optimaliza¢ni? Zdivodnéte.
a) Problém n dam.

) Sudoku.
c) Problém pfifazeni.
)

Zadné 3 v radé.

a) Neni optimaliza¢ni. Hledame konfiguraci, které je platné, ale ne nutné ,nejlepsi“ mezi
vSemi.

b) Neni optimaliza¢ni.

c) Je optimalizacni. Hledame feSeni, pro néz nabyvé cena nejmensi hodnoty mezi vSemi.

d) Je optimaliza¢ni. SnaZime se v mfizce vybrat co nejvice bodu pfi splnéni zadanych
kritérii.

Priklad 1.2.4. Implementujte feSeni problému n dam vyuzitim naivniho pristupu a pristupu
omezujictho pocet prohledédvanych konfiguraci. Experimentalné zjistéte ¢asy nalezeni vSech
feSeni pro riznéd mald n obéma zpusoby. Porovnejte s diive vypocitanym prohledavanym
poctem konfiguraci. Lze pozorovat iméru mezi ¢asem vypoctu a po¢tem konfiguraci?

Tady bude tabulka a graf jak si vedou nase implementace.

Priklad 1.2.5. Implementujte feSeni problému zadné 3 v fadé vyuzitim naivniho piis-
tupu a pfistupu omezujicitho pocet prohledavanych konfiguraci. Experimentélné zjistéte
¢asy nalezeni vSech TeSeni pro ruzna mald n obéma zpusoby. Porovnejte s difve vypoci-
tanym prohledavanym poctem konfiguraci. Lze pozorovat timéru mezi ¢asem vypoctu a
poctem konfiguraci?



Tady bude tabulka a graf jak si vedou nase implementace.



2 Prohledavani stavového prostoru

V predchozi kapitole jsme si vyzkouseli, jakymi zpiisoby se dé teSit nékolik klasickych prob-
lémn, které spadaji do oblasti umélé inteligence. Obecné samoziejmé existuje velké mnozstvi
riznych druhii problémi, a tedy i strategii jak je resit. Casto se ale daji vyuzit nékteré znadmé
univerzalni postupy.

V této kapitole si formalné predstavime jednu z takovych strategii, a to prohleddvdni stavového
prostoru. Ukazeme si jak spravné problémy formulovat, predstavime si nékolik ruznych
prohledévacich algoritmi, a zamétfime se i na to, v ¢em se jednotlivé algoritmy lisi.

2.1 Formulace problému

Abychom problémy mohli fesit (algoritmicky) pomoci prohledavani, je potieba je nejdiive
formalné zadefinovat. Vhodna formalni definice problému se pak obvykle sklada z nékolika
hlavnich komponent, kterymi jsou

e inicidlni stav,

e pirechodové akce (a pripadné jejich cena),

e cilovd podminka.

Zminéné komponenty nam dohromady implicitne zadavaji takzvany stavovy prostor prob-
lému, tedy mnozinu vSech stavi dosazitelnych z inicidlntho stavu. Tyto stavy miizeme in-
terpretovat jako vrcholy grafu, pfechodové akce pak urc¢uji hrany daného (pfechodového)
grafu. Diky této interpretaci muzeme fesit riznorodé problémy pomoci obecnych algoritmu
grafového prohledavani. Resent problému je obvykle posloupnost prechodovych akci, ktera
nas dostane z inicialniho stavu do cilového, hledame tedy cestu v prechodovém grafu. Zajiméa-
li nas optimdlni reseni, hledame obvykle takovou cestu, ktera je nejkratsi (nebo nejlevnéjsi)
ze vSech TeSeni.

Priklad. Uvazte problém n dam z minulé kapitoly. Nejdiive zadefinujte problém formalné.
Urcete

a) inicidlni stav,

b) prechodové akce (a piipadné jejich cenu),

c) cilovou podminku.

A7 budete mit tuto implicitni definici pfechodového grafu, zamyslete jak v takovém piipadé
vypada graf explicitné (jakd je mnozina vrcholtt a mnozina hran).

Problém mizeme zadefinovat naptiklad nasledovné.
a) Inicialni stav je prazdna hraci plocha.

b) Prechodova akce je pfidani damy na hraci plochu, pokud ta jiz neobsahuje n dam.
Kazda akce méa jednotkovou cenu.



c¢) Cilova podminka vyzaduje, aby bylo na plose v8ech n dam tak, aby se neohrozovaly.
Stavovy prostor v takovém piipadé tvori mnozina vSech rozestaveni 0 aZ n dam na hraci
plose. Prechodova hrana je mezi stavy s, t pravé tehdy, kdyz s obsahuje o jednu damu méné
nez t a zaroven t mé vSechny kromé jedné damy na stejnych pozicich jako s.

Priklad 2.1.1. Zadefinujte formélné problém 8-posunovacky z prednasky. Zamyslete se i
nad tim, jak bude vypadat prechodovy graf.

Stavovy prostor bude mnozina v8ech moznych rozmisténi osmi dlazdic a prazdného policka.
Libovolny stav muze byt (pfedem) urcen jako inicidlni. Pfechodové akce jsou ,posunuti
prazdného pole nahoru, dola, doleva, nebo doprava (je-li to v daném stavu mozné). Cilova
podminka vyzaduje, aby rozmisténi odpovidalo cilové konfiguraci.

Priiklad 2.1.2. Aplikujeme-li na ¢islo 4 sekvenci operaci faktoridl, odmocnina a dolni celd
¢dst, muzeme ziskat libovolné prirozené éislcﬂ. Napriklad, ¢islo 5 lze ziskat jako

| (4N =5

Formulujte tento problém formalné a opét se zamyslete i nad tim, jak bude vypadat pte-
chodovy graf. Lisi se néjak stavovy prostor od pfedchozich ptikladi?

Jako stavovy prostor muzeme uvazovat mnozinu vSech nezdpornych cisel. Inicidlni stav je
¢islo 4. Prechodové akce jsou aplikace nékteré ze tii zminénych operaci. Cilova podminka
vyzaduje, aby stav byl pfedem zvolené pfirozené ¢islo.

Stavovy prostor v tomto piikladé se lisi od predchozich tim, Ze je nekonecny. To muze byt
dulezity faktor pri vybéru prohledavacih algoritmai.

Priklad 2.1.3. Uvazte zjednoduseny problém hledani letecké trasy mezi svétovymi
hlavnimi mésty, ktery musi feSit webové stranky aerolinek. Predpokladejte, ze zakaznici
hledaji takovou (rozumnou) trasu, kterd je nejlevnéjsi. Zamyslete se, jak byste Fadné for-
mulovali tento problém.

Kazdy stav se sklada z lokace (hlavniho mésta) a aktualniho ¢asu. Jelikoz v nékterych
pripadech muze cena preletu zaviset i na tom, odkud letime a podobné, budeme ve stavu
drzet i tyto informace. Inicialni stav (misto a ¢as) je specifikovan uzivatelem. Ptfechodové

'Donald Knuth, 1964
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akce jsou vyuziti takového letu z aktualni destinace, ktery vzléta v blizké dobé, nabizi volna
mista, a poskytuje dostatek ¢asu na prestup. Cena akce odpovida cené preletu. Muzeme
vSak uvazovat i jiné verze problému, které berou v ramci ceny pfechodu v potaz i délku
letu, ¢asy prestupi apod. Cilova podminka kontroluje, zda jsme v cilovém stavu urcéeném
uzivatelem.

Priklad 2.1.4. Uvazujte situaci, kdy se snazite naplanovat dovolenou po hlavnich méstech
Evropy. Cesta bude zac¢inat i konc¢it v Praze, nejste nijak ¢asové omezeni a mate v imyslu
procestovat pravé vSechna evropska hlavni mésta (néktera klidné vicekrat). Jak byste fadné
formulovali tento problém?

V ramci kazdého stavu si budeme pamatovat aktualni hlavni mésto. Spolu s
nim si vSak potfebujeme drzet i mmnozinu dosud navstivenych hlavnich mést.  Ini-
cialni stav je (Praha,{Praha}). Stav v pribéhu vypoctu miize vypadat napiiklad
(Amsterdam, { Praha, Berlin, Amsterdam}). Cilova podminka vyZzaduje, aby aktualni mésto
bylo Praha a vsechna hlavni mésta jiz byla procestovana. Ptrechodové akce koresponduji s
navstévou ,sousedniho” (na mapé nebo z dopravniho hlediska) hlavniho mésta.

2.2 Algoritmy prohledavani

Existuje mnoho ruznych strategii jak prohledavat stavovy prostor. Vybér vhodného algo-
ritmu zavisi na typu problému, naSich pozadavcich na pribéh vypoctu a naSich pripad-
nych dodatecénych znalostech o problému. Pokud o problému nemame Zzadnou doplhujici
znalost, ktera by nam ulehéila préaci, obvykle volime néktery z algoritmu neinformovaného
prohleddvdni. Naopak, mame-li néjakou dodatecnou informaci, muzeme ji vyuzit napiik-
lad jako zéklad heuristiky pro néktery z algoritmu informovaného prohleddvani. Obé tyto
skupiny si predstavime v nésledujicich sekcich.

Jak uz jsme naznagdili, existuje velké mnozstvi strategii, ze kterych mizeme vybirat. Mezi

verlvrv s

patii néasledujici ¢tyfi.

Definice 3:
e Algoritmus je uplny, jestlize nalezne feSeni vzdy, kdyz existuje.

Algoritmus je optimdlni, pokud plati, Ze nalezne-li néjaké feSeni, je toto feSeni nejlepsi
ze viech (naptiklad z pohledu ceny nebo délky cesty).

Casovd slozitost algoritmu udava maximélni ¢as potfebny k vyfeSeni problému.

Prostorovd slozitost algoritmu udava maximalni mnozstvi paméti potfebné k vyreseni
problému.
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Poznamenejme, Ze ¢asovou i prostorovou slozitost obecné uvazujeme asymptotickou, a to v
neghorsim pripadé. V nékterych pfipadech se vSsak muze hodit uvazovat i napt. slozitost
ocekavanou. Dale, feSime-li, zda je algoritmus optiméalni, je tfeba myslet na metriku, kterou
uvazujeme (Casto je jasna z kontextu). Neékteré algoritmy mohou byt optimélni z pohledu
hloubky /délky feseni (tedy uvazujeme délku cesty v grafu), jiné zase z pohledu obecné ceny
feSeni (dulezité pro ohodnocené grafy). Pokud uvazujeme verzi prohledévani, kde hledame
feSeni vice, pak optimalitu muzeme intuitivné chapat tak, ze pro kazda dvé nalezena reSeni
algoritmus nalezne diive to lepsi.

P1i diskusi o slozitosti algoritmii je vzdy velmi dilezité si uvédomit, viic¢i ¢emu ji vyjadiujeme.
JelikoZ prohledavany stavovy prostor vétsinou reprezentujeme implicitné (pomoci inicialniho
stavu a prechodovych akci), k vyjadreni slozitosti algoritmu pouzivame nésledujici metriky.

Definice 4:
e Faktor vétveni (branching factor) b je maximalni pocet nasledniku kteréhokoli uzlu.

e Hloubka cile (goal depth) d je délka nejkratsi cesty z inicidlniho stavu do nékterého
cilového uzlu.

e Mazimdlni hloubka (maximal depth) m je délka nejdelsi cesty v grafu.

Priklad. Uvazte prechodovy graf pro problém n dam, ktery jsme si definovali v ilustrativnim
prikladu v Podsekei 2.1} Budeme pracovat s konkrétnim grafem pro n = 8. Urcete pro néj
a) faktor vétveni b,

b) hloubku cile d,

¢) maximalni hloubku m.

a) Na préazdnou plochu muzeme umistit damu kdekoli, tedy inicialni stav ma 64 nasled-
nikli. Zadny jiny stav tolik nasledniki mit nemtze. Proto b = 64.

b) K feseni se nemuzeme dostat pred pridanim 8 dam. Zaroven existuje rozmisténi 8 dam
takové, které splhuje cilovou podminku. Proto d = 8.

¢) Maximum dam, které miizeme postupné polozit je 8, a tedy m = 8.

Priklad 2.2.1.
Zamyslete se a pokuste se urc¢it faktor vétveni b, hloubku cile d a maximalni hloubku m i
pro piechodovy graf problému 8-posunovacky z piikladu v Podsekei 2.1}

a) Jelikoz mame vzdy nejvyse 4 mozné tahy, faktor vétveni je 4.

12



b) Hloubka cile zalezi na zvoleném inicidlnim stavu. Polovina inicialnich konfiguraci nelze
vyTesit VﬁbecE|. Zkuste se zamyslet pro¢. V ostatnich piipadech je dokazénoEL ze to
bude nejhute 31.

c) Maximalni hloubka opét zavisi na inicidlnim tahu. Shora lze jisté ohrani¢it poctem
stavi, alesponn pokud oSetfime cykly.

2.3 Neinformované prohledavani

V piipadé, Ze o problému neméame zadnou dalsi informaci (kromé téch z formalni definice),
jsme obecné nuceni graf prohledévat takzvané ,slepé&‘. Tyto strategie prohlédavaji stavovy
prostor prostym expandovanim uzla a testovanim cilové podminky. Rizné algoritmy se lisi
napiiklad v tom, v jakém poradi uzly expanduji. Nejznaméjsimi strategiemi jsou prohleddvani
do Sitky (BFS) a prohleddvdni do hloubky (DFS). S témito algoritmy jste se jisté hloubéji
setkali jiz v ramci nékterého predchoziho predmétu.

Prohledavani do sifky je jednoduché strategie, kde nejprve expandujeme inicidlni uzel grafu,
poté vSechny jeho nasledniky, poté vSechny jejich nésledniky, a tak dale. Obecné plati, Ze
veskeré uzly v uréité vzdalenosti (,arovni“) od inicidlniho uzlu jsou prozkoumény predtim,
nez expandujeme uzly v tirovni o jedna vySsi.

Prohledavani do hloubky naopak nejdfive vzdy expanduje jen prvniho néaslednika kazdého
uzlu. Timto zptusobem intuitivné prozkouma vzdy ,aktualné nejhlubsi neprozkoumany uzel.
Jakmile expanduje listovy uzel, vraci se zpét pomoci backtrackingu a prozkouméava stejnym
zpusobem dalsi dosud nenavstivené néasledniky:.

Mezi dalsi algoritmy, se kterymi budeme pracovat, patii prohleddvdani do hloubky s limitem,
prohleddvani podle ceny (uniform-cost search) a prohleddvdni s postupnym prohlubovdnim
(IDS). Jisté je znate z prednasky.

Priiklad. Mg¢jme nésledujici graf, ktery reprezentuje stavovy prostor problému. Uvazujte
situaci, kdy postupné spustime prohledévaci algoritmy BFS a DF'S ze stavu A. V jakém poradi
dané algoritmy navstivi jednotlivé stavy? Mate-li na vybér vice naslednikii, postupujte
abecedné.
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ORORORORO

a) BFS:A-B-E-F-C-D-G-H-I-J-K
b) DFS:A-B-C-D-E-F-G-H-I-J-K

Priiklad 2.3.1. Uvazujte stejny strom jako v pfedchozim piikladé. Jak se zméni potadi
uzli, spustime-li tentokrat oba algoritmy z uzlu G?

a) BFS:G-F-A-H-1-B-E-J-K-C-D
b) DFS: G-F-A-B-C-D-E-H-I-J-K

Priklad 2.3.2. V pfedchozich prikladech jste si vyzkouseli simulaci algoritmt na stromu.
Uvazte nyni nasledujici graf. Urcete v jakém poradi algoritmy BFS a DFS navstivi jednotlivé
stavy, spustime-li je nejdrive ze stavu A, a poté také z B.
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Opét, mate-li na vybér vice naslednikii, postupujte abecedné.

a) BFS:A-B-C-D-E-H-F-1-G
DFS:A-B-E-G-F-C-H-D-1
b) BFS:B-A-E-H-C-D-G-F-1
DFS:B-A-C-F-D-1-G-E-H

Priklad 2.3.3. Uvazte opét graf z predchozicho prikladu. Necht spustime prohledavani
do hloubky z uzlu I a necht cilovy uzel je F. Uvazujte, Ze vypocet skonéi nalezenim prvniho
feSeni.

a) Je alogritmem nalezené feSeni optimalni?

b) Co kdybychom namisto DFS pouzili DFS s limitem [ = 47

c¢) A jak by tomu bylo pii pouziti prohledavani s postupnym prohlubovanim (IDS)?

a) Nalezené feSeni je tvaru I - D - A - B- E - G - F, coZ jisté neni optimalni.
b) Regenf nalezené za pouziti limitu je tvaru I- D - A - C - F, coz opét nenf optimalni.

c) Konecné, feSeni I - D - F je nejkratsi cesta z inicidlniho do cilového uzlu. Nalezne
prohledavani s postupnym prohlubovanim vzdy optimalni feseni?

Priiklad 2.3.4. Méjme opét situaci, kdy prohledavame vyse uvedeny graf. Tentokrat necht
je inicialni stav A a cilovy stav F. Jako algoritmus zvolime DFS s limitem. Neni-li feceno
jinak, uvazujte, ze vypocet skonc¢i nalezenim prvniho reseni.

a) Jaky je nejvyssi limit, pro ktery algoritmus nalezne optiméalni feSeni?

b) Od jaké hodnoty limitu algoritmus nalezne vzdy stejné feseni?

c) Uvazujte scénafr, kdy prohledéavame cely graf (vypocet neskonéi prozkoumanim cilového

stavu). Od jaké hodnoty limitu bude vypocet pro DFS s limitem probihat zcela stejné
jako pro klasické DFS?

a) Jediny takovy limit je [ = 2. Pro [ = 3 mé& nalezené feSeni tvar A-B-H-F, prol =1
algoritmus TeSeni nenalezne.

b) Pro [ = 4 méa nalezené feSeni tvar A - B - E - G - F. Stejné feseni nalezne algoritmus
pro kazdé vétsi [.

c) Odl=6.

Priklad 2.3.5. Vymyslete piiklady pfechodovych grafi (pfipadné pfimo problémi) takovych,
ze:
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a) Prohledavani do hloubky nikdy nenalezne feseni.
b) Prohledavani do hloubky nalezne feseni diive nez prohledavani do sirky.
c¢) Prohledavani do hloubky bude prochazet uzly ve stejném poradi jako prohledavani do
siiky.
Kazdou odrazku feste zvlast.

a) Napiiklad nésledujici nekoneény graf, kde S1 je inicialni stav a Z cilovy. UvaZzujeme,
ze algoritmus expanduje sousedy podle abecedniho poradi.

b) Napiiklad néasledujici graf, kde A je inicidlni stav a C cilovy. UvaZujeme opét, Ze
algoritmy prochazi sousedy podle lexikografického poradi. Pokuste se najit i minimaln{

takovy graf.

c) Muzeme vzit naptiklad graf typu cesta, kde inicialni stav je ,krajni vrchol. Napadnou
vas i jiné TeSeni?

Priklad 2.3.6. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni, své odpovédi odtuvodnéte.
Muzete predpokladat ze prohledavame strom s koneénym faktorem vétveni, kladnou cenou
prechodi a alespon jednim dosazitelnym cilovym uzlem.

a) Prohledavani do hloubky s limitem je uplné.

b) Prohledavéni s postupnym prohlubovanim ma stejnou prostorovou slozitost jako prohledévani

do hloubky.

c¢) Prohledavani s postupnym prohlubovanim ma horsi ¢asovou slozitost nez prohledavani
do sitky.
d) Prohledavéani do sitky je optimélni.
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a) Neplati obecné, pouze pokud limit [ > d.

Neplati.

Pouze pro rovnomérné ohodnocené stromy.

C

)
b) Neplati obecné, pouze pokud m = d.
)
c)

Priklad 2.3.7. Popiste stavovy prostor takovy, ze prohledavani s postupnym prohlubovanim
mé daleko vétsi sloZitost nez prohledavani do hloubky (jako napitklad O(n?) vs. O(n)).

Uvazme napiiklad stavovy prostor s faktorem vétveni 1, s cilovym uzlem jako listem (,na
konci“) ve vzdélenosti n. DFS projde kazdého néslednika jednou a nalezne tedy feseni v O(n)
krocich. IDS v prvni iteraci prozkouma pouze kotfen, s kazdou iteraci pak prida jednoho
naslednika. Vypodet tedy probéhne v 1+ 2+ -+ +n € O(n?) krocich.

Priklad 2.3.8. Uvazte stavovy prostor, kde inicidlni stav je ¢islo 1 a kazdy stav k£ ma dva
nasledniky — ¢isla 2k a 2k + 1.
a) Nacrtnéte ¢ast stavového prostoru pro stavy 1 az 15.
b) Predpokladejte, ze cilovy stav je 11. Urcete v jakém poradi algoritmy BFS, DFS s
limitem [ = 3 a prohledévani s postupnym prohlubovinim navstivi jednotlivé stavy.
c) Pokuste se nalézt algoritmus, ktery vypiSe feSeni bez jakéhokoli prohledavani. Vyuzijte
znalosti o doméné a formulaci problému.

b) BFS: 1234567891011
DFS s limitem: 124895 10 11
Postupné prohledavani: 1;123;1245367;,12489510 11
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c¢) Takovy algoritmus jisté existuje. Nazvéme akci prechodu ze stavu k do 2k Vievo a do
stavu 2k + 1 Vpravo. Uvazujme cilovy stav jako binarni ¢islo (1011). Jednicky a nuly
nam davaji informaci, kterym smérem se vydat. Pouzijte O pro akci Vievo a pouzijte 1
pro akci Vpravo. Prvni jednicku ignorujeme, jelikoz zac¢indme ze stavu 1. Zkuste cely
algoritmus zapsat formalné.

2.4 Heuristické prohledavani

Mame-li o problému néjakou dodatec¢nou informaci, ¢asto ji mizeme vyuzit k efektivnéjsimu
prohledavani stavového prostoru. Konkrétné se budeme zabyvat strategiemi, které pti vybéru
uzli k expandovani vyuzivaji informaci o (odhadu) blizkosti stavi k cili. Tyto algoritmy ob-
vykle expanduji nejdfive ty uzly, které se jevi (v ur¢itém smyslu) jako nejslibnéjsi. Souhrné
se tyto prohledavaci strategie oznacuji jako best-first search. Informaci o tom, jak pfinosny
se jevi dany uzel (jaky je odhad jeho ceny), nam dava takzvana ohodnocovact funkce f(n). V
prubéhu vypoctu si drzime prioritni frontu uzli usporadanych dle této ceny a expandujeme
stav s aktualné nejmensi cenou.

Jako komponentu pii odhadu ceny vétsina algoritmu pouziva heuristickou funkci h(n).
Heuristika muze napiiklad odhadovat cenu cesty z uzlu k cili. Aby byl tento odhad uzitecny,
nékteré algoritmy kladou na pouzité heuristiky podminky. Jednou z nich je takzvana pri-
pustnost. Intuitivné, heuristicky odhad ceny cesty z uzlu do cile nesmi byt vétsi nez cena
opravdova. V jistém ohledu silnéjsi podminkou je pak konzistence heuristiky.

Definice 5:
1. Heuristicka funkce h je pfipustnd pokud pro vSechny stavy n plati 0 < h(n) < h/(n),
kde h'(n) je skute¢né cena cesty ze stavu n do cile.
2. Heuristickd funkce h je konzistentni (neboli monotonni) pokud pro kazdy stav n a
kazdého jeho naslednika m plati, ze h(n) < ¢(n, m)+h(m), kde ¢(n, m) je cena prechodu
zn do m.

V nékolika dalsich demonstrativnich ptikladech budeme pracovat s nasledujicim ohodno-
cenym grafem reprezentujicim stavovy prostor.
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Pro dany graf plati, ze ohodnoceni prechodi jsou zobrazena modre, napiiklad A-B ma cenu
40. Cervenou barvou pak jsou pak zaznaceny hodnoty heuristiky pro kazdy stav, napiiklad
heuristickd hodnota stavu A je 100. Pocatecni stav je A, cilovy stav je G.

Struc¢né si predstavme dvé konkrétni strategie informovaného prohledévani. Prvni je znama
jako greedy best-first search, neboli hladové heuristické hleddni. Druhy algoritmus se pak
nazyva A* Obé strategie maji spolecné to, Ze si v prubéhu vypoc¢tu udrzuji prioritni frontu
s uzly k expandovani, usporadanymi podle hodnoty f(n). V ¢em se algoritmy lisi, je vzorec,
pomoci kterého pocitaji f(n). Tento rozdil se zda byt maly, ale celkové jsou jak tvahy za
obéma algoritmy, tak i jejich vlastnosti, velmi odligné.

Greedy best-first search jednodus$e ohodnocuje uzly jen podle hodnoty heuristiky, f(n) =
h(n). Algoritmu se fika hladovy, protoze se v kazdém kroku snazi dostat tak ,blizko* k cili,
jak jen to jde. To vede naptiklad k tomu, Ze algoritmus neni obecné tplny ani optiméalni.

A* je sofistikovanéjsi algoritmus. Kombinuje uzitecné vlastnosti Dijkstrova algoritmu (do-
porucujeme si zopakovat) a zaroven rychlost heuristického prohledavani. Pfi ohodnocovani
uzlu bere kromé heuristiky v potaz i dosavadni cenu cesty, kterou jsme se do uzlu dostali,
ozna¢me ji g(n). Ohodnocovaci funkce ma tedy tvar f(n) = g(n) + h(n). Pouzijeme-li
heuristiku s vhodnymi vlastnostmi, algoritmus je pak garantované optimalni.

Priklad. Uvazujte situaci, kdy prohleddvame vySe uvedeny prechodovy graf pomoci
hladového heuristického prohledovéni.

a) V jakém poradi navstivi algoritmus jednotlivé stavy?

b) Jak bude vypadat vysledna nalezené cesta? Je toto feSeni optimalni?



Poradi stavi je A-B-E-G, coz je v tomto pripadé zaroven i vysledna cesta. Toto feSeni ovsem
optimalni neni. Zkuste se zamyslet nad lepsi cestou.

Priklad. Nyni uvazujte prohledavani daného grafu pomoci algoritmu A*.

a) Je heuristika zvolena v daném piikladu piipustna? A je konzistentni?
b) V jakém poradi navstivi A* jednotlivé stavy?

c) Jak bude vypadat vysledna nalezena cesta? Lisi se od cesty nalezené hladovym algo-
ritmem? Je TeSeni tentokrat optimélni?

a) Heuristika je pfipustné, jelikoz pro kazdy stav je hodnota heuristiky mensi nebo rovna
cené cesty do cilového stavu. Neni ale konzistentni, jelikoz h(A) > ¢(A,C) + h(C).

b) Poradi stavi pfi vypoctu je A-B-C-F-G.

c¢) Vysledna cesta mé tvar A-C-F-G, a tedy se lisi od cesty nalezené hladovym algoritmem.
Miizete si ovérit, ze toto Teseni je opravdu optimalni.

Priklad 2.4.1. Uvazme néasledujici stavovy prostor. Inicialni stav je B, cilovy stav je D.
Ohodnoceni prechodi jsou opét zobrazena modie, hodnoty heuristiky cervené. Simulujte
vypocet hladového heuristického algoritmu.

a) V jakém poradi navstivi algoritmus jednotlivé stavy?

b) Jak bude vypadat vysledna nalezené cesta? Je optimalni?
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Potradi prohledani stavi je B-E-H-F-D, coz se ale lisi od nalezené cesty, kterda ma tvar
B-H-F-D. Tato cesta neni optimé&lni.

Tento priklad pripomina jednu dilezitou vlastnost hladového heuristického prohledévani.
Zjednodusené feceno, algoritmus nemusi v pribéhu vypoc¢tu prozkoumévat jen jednu cestu,
ale mize se také ,yracet (,skakat), pokud néktery diive objeveny uzel mé aktuéalné nejlepsi
ohodnoceni.

Priklad 2.4.2. Opét simulujte prohledavani grafu z predchoziho piikladu, tentokrat ale
pomoci algoritmu A*.

a) Je heuristika zvolena v daném piikladu piipustna? A je konzistentni?
b) V jakém poradi navstivi A* jednotlivé stavy?

c) Jak bude vypadat vysledna nalezena cesta?

a) Tato heuristika je jak pfipustnd, tak i konzistentni.
b) B-E-A-H-G-F-D
c) B-E-G-F-D

Priklad 2.4.3. Uvazujte, ze véZ se muze na Sachovnici pohybovat o jakykoli pocet policek
po piimce, vertikidlné nebo horizontalné, ale nemutze ptreskakovat ostatni figurky. Je Man-
hattanska vzdélenost pfipustna heuristika pro problém posunuti véze z policka A na policko
B v co nejmensim poctu taha? Svou odpovéd oduvodnéte.

Neni pripustna. Manhattanska vzdalenost miize nadhodnotit optimalni pocet zbyvajicich
taht do cile, jelikoz véz se muze posunout o nékolik policek v jednom tahu.

Poznamka — pokud bychom jako cenu cesty misto poc¢tu tahii uvazovali celkovy pocet pro-
jitych polic¢ek, pak by byla Manhattanska vzdalenost pripustné.

Priklad 2.4.4. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni. Odpovédi zduvodnéte.
Pokud neni feceno jinak, uvazujte kone¢ny faktor vétveni, cenu prechodi vyssi nez néjaké
kladné € a alespon jeden dosazitelny cilovy uzel.

a) Hodnota pfipustné heuristiky nikdy neptevysuje zbylou opravdovou cenu (vzdéalenost)
do cile.

b) Algoritmus heuristického prohledavani, jehoz fronta je uspoiradana dle hodnoty f(n) =
g(n)+h(n) je uplny i optimélni, pokud pouzivéa pripustnou heuristiku a zéroven ohod-
noceni uzli f(n) monoténné stoupa po jakékoliv cesté do cile.

c¢) Prohledavani podle ceny je jak uplné, tak i optimélni, pokud cena cesty nikdy neklesé.

d) Hladové heuristické prohledavani je jak uplné, tak i optimalni, pokud je pouzité heuris-
tika pfipustné a cena cesty nikdy neklesa.
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a) Pravdivé, plyne z definice pfipustné heuristiky.

b) Ano, protoZe popsany algoritmus je A* a popsana heuristika je jak pfipustna, tak i
konzistentni.

¢) Ano, jelikoz prohledévani dle ceny je stejné jako A* prohledavéani s heuristikou h(n) =
0, ktera je pripustné.

d) Ne, protiptiklad najdete napt. v prvnim piikladu.

Priklad 2.4.5. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva? Odpovédi zdavodnéte.

a) Prohledavani do hloubky vzdy expanduje alespon tolik uzli jako A* s pfipustnou
heuristikou.

b) h(n) = 0 je pfipustna heuristika pro 8-posunovacku.

c) Prohledavani do sitky je uplné i pokud jsou povoleny piechody s nulovou cenou. Uvazu-
jeme kone¢ny faktor vétveni.

d) Soucet nékolika pripustnych heuristik je opét piipustné heuristika.

a) Ne, DFS muze (se $téstim) nalézt feSeni napiiklad hned na prvni expandované cesté.

b) Ano, pro libovolny stav n nikdy nebude h(n) = 0 vySsi nez cena optimalni cesty z n
do cilového uzlu.

¢) Ano, jelikoz v tomto pripadé nulové ceny hran nemaji vliv na tplnost algoritmu. Pokud
existuje konecné teSeni, algoritmus jej najde. Zamyslete se, zda mohou nulové hrany
ovlivnit uplnost algoritmu uniform-cost search.

d) Ne. Naleznéte protiptiklad.

Piiklad 2.4.6. Uvazujte prohledavani (koneéného) stavového prostoru algoritmem A* s
konzistentni heuristikou. Necht existuje jeden dosaZzitelny cilovy uzel n, a necht Cx je cena
optimalniho feseni.
a) Muze se stat, ze algoritmus neexpanduje néktery uzel ny, pro ktery plati f(n;) < C*?
b) Muze algoritmus prohledat jen a pouze uzly n takové, ze f(n) < Cx?

c) Muzeme pied spusténim vypoctu uréit, kolik uzla m takovych, ze f(m) > Cx, bude
expadovano?

a) Ne, expanduje vSechny takové.

b) Algoritmus musi dojit alesponi do n.
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¢) Ano, neexpanduje zadny takovy.

Priklad 2.4.7. Mg¢&jme nasledujici stavovy prostor. Ohodnoceni pfechodu jsou jako ob-
vykle zobrazena modre, hodnoty heuristiky cervené, cilovy stav je A. Simulujte prohledavani
pomoci greedy best-first tree-search algoritmu ze stavu C. Jaké bude poradi prohledavanych
uzla?

Poznamka — tree-search verze prohledavacich algoritmu netesi cykly.

Nejdfive je z fronty (po inicidlnim stavu) vybran D, jelikoz mé nejnizsi odhad ceny do cile. Ale
D je slepa ulicka. Regeni by bylo nejdiive navstivit B, to se vSak nikdy nestane. Prohledanim
D se totiz zpét do fronty dostava C, a pak opét D, ¢imz vznika nekone¢na smycka. To je dano
tim, Ze tree-search verze nekontroluje cykly.

Uvazujte jak by dopadla verze algoritmu pro grafové prohledavani (s kontrolou cykli). Je
tato verze obecné tplna?

Priiklad 2.4.8. Jsou néasledujici tvrzeni ohledné heuristik pravdiva? Své odpovédi dokazte.

a) Kazda pfipustna heuristika je i konzistentni.

b) Kazd4 konzistentni heuristika je i pfipustna.

a) Ne. Protipriklad je nasledujici. Plati h(A) > ¢(A, B) + h(B).
ONRONEG
40 10 0

b) Ano, dikaz lze vést napiiklad indukei.

Priklad 2.4.9. Rozhodnéte a dokazte, zda jsou nasledujici tvrzeni o prohledavacich algorit-
mech pravdiva.
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BFS je specialni piipad prohledavani podle ceny (uniform-cost search).

Algoritmy DFS, BFS i uniform-cost search jsou specidlnimi piipady best-first tree
search.

Prohledavani podle ceny je specialni piipad A* prohledavani.

Maji-li vSechny prechody stejnou cenu, pak g(n) = depth(n) a uniform-cost search
probihé stejné jako prohledavani do sitky.

DFS se da chapat jako specialni pfipad best-first search, kde f(n) = —depth(n). BFS
je podobné specialni piipad best-first search, kde f(n) = depth(n). Kone¢né, uniform-
cost search je specialni pripad best-first search, kde f(n) = g(n).

Uniform-cost search je specialni piipad A* prohledavani s h(n) = 0. Vsimnéte si, Ze
heuristika je pripustné.
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3 Dekompozice problému, Problémy s omezujicimi pod-
minkami

V této kapitole prozkouméme aplikace prohledavani grafii, kterému jsme se vénovali v kapi-
tole predchozi. Konkrétné si ukdzeme, co je AND/OR graf a na jaké siroké spektrum prob-
lémt ho lze aplikovat — od problémové dekompozice, pies hry az po modelovani logickych
vyrazu.

Ve druhé ¢asti se budeme zabyvat deklarativnim pfistupem k programovani, ktery umi byt
prekvapivé elegantni a struény. Zjistime spolu, Ze na jeho pozadi se vSak opét vykonava
prohledavani stavového prostoru, které pro mnoho piikladu funguje prekvapivé dobfte, jindy
vSak narazime na hranice efektivity.

3.1 Dekompozice problému a AND/OR grafy

Definice 6: AND/OR graf je orientovany graf s vrcholy typu AND nebo OR (souhrnné
zvané vnitini) a sérii koncovych vrcholu ¢y, s, ..., t,.

Typ vnitfniho vrcholu nejc¢astéji interpretujeme tak, ze k vyfeseni OR uzlu je potieba vyfesit
kterykoliv z néslednikii (potomki). V pripadé AND uzlu musime vyfesit vSechny néasled-
niky (potomky). Koncové vrcholy pak reprezentuji dale nedélitelné podproblémy, at uz
neresitelné ¢i se znamym fesenim. V jiném kontextu lze koncové vrcholy chapat jako splnéné
¢i nesplnéné.

Priklad. Rozdéleni na vnitini a koncové uzly v definici neni potieba. Zamyslete se, jak ji
upravit tak, abychom s pomoci vnitinich vrcholi mohli modelovat i uzly koncové.

Staci chapat AND uzel bez nésledniku jako splnény (feSitelny), zatimco vrchol typu OR
bez nasledniku jako trivialné nesplnény. Listim bychom tedy dali typ AND nebo OR podle
toho, zda je chceme mit splnéné ¢i nikoliv.

Jako priklad aplikace takového piistupu na problémovou dekompozici (a tedy i piiklad
AND/OR grafu) si uvedeme strategii feseni neuré¢itého integralu. Postup, ktery si tu budeme
spolu ilustrovat, se v néjaké mife nachazi u vétsiny matematickych symbolickych fesicu —
jako je napriklad WolframAlpha.

Na néasledujicim obrazku znac¢ime AND wvrcholy elipsou, zatimco OR wvrcholy obdélnikem.
Koncové uzly nechédvame bez oznaceni. Vrcholy s jedinym néslednikem mohou byt AND i
OR bez vlivu na sémantiku (vyznam) grafu — my v takovém pfipadé volime konzistentné
obdélnikové ohranic¢eni. OR vrcholy zde tedy reprezentuji mozné pristupy k reSeni, kdezto
AND uzel rozdéluje problém na sadu podproblémi, které je tieba vyfesit vSechny. V nék-
terych pripadech, kde je orientace hran grafu ziejmé (napiiklad z rozmisténi vrcholi), se
sipky v grafu vynechévaji.
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éastéji budeme vidat AND/OR grafy v kontextu tahovych her dvou hract — naptiklad
piskvorek. Omezime se na hry s perfektni informact, coz stru¢né znamena, ze vzdy znéame
uplny aktualni stav hry. Mimo piskvorek toto spliuji napiiklad Sachy ¢i go. Uvédomme si,
ze timto zpusobem bychom nemohli modelovat tieba poker ¢i kostky.

Na nasledujicim obrazku pouzivame pro piehlednost malé kolecko pod vrcholy, které jsou

26



typu AND. Uzly OR a koncové vrcholy jsou neoznacené, nebot jsou rozlisitelné z kontextu.
Takové znaceni miizeme potkat i pozdéji tam, kde by prvné dohodnuté znepiehlediovalo
nakresy.
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V nasem AND/OR grafu jsme vhozeni do jiz rozehrané piskvorkové partie na omezeném
hracim poli 3 x 3. Na tahu je hra¢ kreslici kolecka a zvazuje vSechny své mozné tahy. Staci
mu, aby pouze jeden z jeho taht byl vyherni (¢i alespon koncici remizou) — a tedy vrchol grafu
reprezentujici aktualni stav hraciho pole je typu OR. O troven niZze zvazujeme souperovu
odpovéd na nas tah. Nas soupef je velmi dobry hra¢ a nedéla chyby, proto potFebujeme,
aby Zddnd z jeho reakei nevedla k nasi prohfe. Vsechny uzly ve druhé arovni (reprezentujici
odehrani jednoho naseho tahu) jsou proto typu AND. Pfi delsi hie dvou hracu se i nadale
typy uzlu stiidaji podle vzdalenosti od poc¢atku — jsme-li na tahu my, jsou typu OR, a naopak
typu AND, je-li na tahu protihrac.

Po peclivé analyze nami vykresleného AND/OR grafu zjistujeme, Ze za predpokladu, Ze nas
soupef neudélé chybu, prohrali jsme. Kazdy z AND uzli na druhé trovni je nesplnény, nebot
alespon jeden jeho nésledniki znaci nasi prohru. Startovni OR vrchol reprezentujici aktualni
stav hraciho pole je tedy také nesplnény, ackoliv by bylo mozné (s nedokonalym soupetem)
dostat se do stavu remizy.

Uvedeny piiklad je skutecné hodné jednoduchy. V prvni fadé nevede zadna moznost k nasi
vyhfe, v nejlepsim piipadé mizeme doufat jen v remizu. Stoji za zminku, Ze typicky se
piskvorky nehraji na omezeném hracim poli a i pokud ano, nasi naivni metodou vytvoreny
AND/OR graf by pro bézny ¢tvereckovany papir velikosti A4 obsahoval vice vrchold, nez je
atomu v celém pozorovatelném vesmiru.
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Definice 7: Stromem feseni T problému P s AND/OR grafem G je podgraf grafu G, ktery

je stromem a
e jeho kofen je vrchol reprezentujici problém P,

e je-li V vnitini uzel T typu AND, pak kazdy jeho naslednik v G jeiv T,
e je-li N vnitini uzel T typu OR, pak pravé jeden z jeho nésledniki v G jei v T.

Pro nas priklad s vypoctem integralu muze strom feseni vypadat napfiklad ilustrovanymi
dvéma zptsoby. Prakticky vyznam ma vSak spiSe prvné vykresleny strom, kde koncové

vrcholy umime snadno vytesit.
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Priklad. Seznam se s dekompozici problému Hanojskych vézi z prednéasky, kde problém
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redukujeme na jednoduchy AND/OR graf, kde jsou vSechny vnitini uzly typu AND. Ke
kolika fyzickym pfesuntim disku dojde pti poctu kotouc¢tu n rovno

a) 1,

b) 3,

c) 47

Priklad. Rozhodnéte, zda je pocatecni uzel, znaceny 1, splnény v nasledujicich AND/OR
grafech. Vrchol chdpeme jako splnény tehdy, kdyz pro néj existuje v daném grafu strom
feSeni se vSemi koneénymi vrcholy nastavenymi na true. Spoctéte také, kolik takovych
stromi TeSeni existuje.

a)

true false

true false
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a) Ano, svoji odpovéd muzeme potvrdit ukdzkou prislusného stromu feseni. My ukazu-
jeme vSechny 3 mozné stromy feSeni.

e true e true true

b) Opét ano. Tentokrat je vSak vyhovujici strom feSeni pouze jeden. Vsimnéte si smycky
mezi AND vrcholy 6 a 7, kterou v tomto textu ukazujeme predevsim proto, aby ¢tenar
nezapomnél, ze jsou povolené a mozné. UCcit se s nimi nakladat vsak nebudeme a
konkrétné zde vyuzivame toho, Ze ji lze zcela ignorovat diky predchozimu OR uzlu 2.

true

Priklad 3.1.1. Uvazme podivnou hru odehravajici se na hracim poli velikosti 3 x 3. Hraci
se stiidaji a kazdy posouvé svou figuru podle pravidel sachu, nesmi vSak vstoupit na pole,
které jiz bylo v minulosti obsazeno. Podari-li se hrac¢i sebrat soupefi figuru, vyhravéa, naopak
je-li hra¢ na tahu a nemuze se nikam pohnout (nebot dosazitelna pole jiz byla v minulosti

obsazena), prohrava. Ukolem je zanalyzovat situaci, kde proti sobé hraje véz a stielec, prvni

zminény je na tahu a pocateéni rozmisténi je dano obrazkem nize. Zkonstruuj prislusny

AND/OR graf a uréi, kdo v takovém piipadé vyhraje.
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Vysledny AND/OR graf je pomérné dlouhy, jednu vétev jsme tudiz nevypsali celou - hraci
vSak jiz v ni nemaji moznost volby a kazdy méa k dispozici jen jeden jediny tah, az nakonec
hrac¢ s vézi vyhraje, protoze stielec se nebude mit kam déle pohnout jako prvni. Vyherni poz-
ice zna¢ime zelenou (hra¢ by vyhral v pfistim kole) a rozmisténi, kde bychom nevyhnutelné
s dalsim soupefovym tahem prohrali, zna¢ime Cervené. Jako obvykle AND uzly pozname
podle kolecka pod danym vrcholem.
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Vidime tedy, Ze racionalni hra¢ ovladajici véz vyhraje — kdykoliv mé& moznost volby, mize
volit naptiklad ,nejlevéjsi® strategii. Nakonec takto zvitézi bez ohledu na volby soupetre. V

kontextu AND/OR grafu bychom fekli, Ze cilovy (pocatecni) vrchol je splnény — je totiz
soucasti nékterého stromu feseni, kde jsou vSechny koncové vrcholy vyherni.
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Priklad 3.1.2. Uvazte rozehranou partii piskvorek, kde je pravé na tahu hrac¢ kreslici
kolecka. Sestrojte AND/OR graf a okomentujte stromy feSeni tohoto grafu.

X O
X
X100

Nejprve si sestrojime pozadovany AND/OR graf.

X O
X
X10]0
YRR TN
X QO] X X OO
O X X X
P -
X|X|O]| [X O X1O0|O] [X]O|0O
O X OIX[X X [ X X | X
X1O0|l0O] [X]O]O X1O0O] [X]O]|0O
l l l
XX XTOO X1OJ0O
OX Ol X [X OIX X
X 1O X010 X100

Jeden strom feSeni vede na remizu, pokud souper hraje optiméalné, ¢i na vyhru, dopusti-li se
chyby.
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Jiny strom feSeni vede k vyhte zac¢inajiciho hrace.

X O

X
X100
l
X
X
X O

A posledni (zde neuvedeny) konéi s racionalnim protihra¢em prohrou.

3.2 Problémy s omezujicimi podminkami

Zlatym grélem programovani mél byt feSi¢ programu s omezujicimi podminkami, c¢astéji
zkracovano jako CSP (constraint satisfaction problem). Je typickym prikladem deklara-
tivniho programovani, které si mizeme predstavit tak, Ze deklarujeme, co si pfejeme, aby
bylo splnéno, a uméla inteligence to méa za tkol zaridit.

Na prednasce jste jiz jako priklad takového problému vidéli problém obarveni grafu, alge-
brogram a problém N dam. Jako jiny piiklad je vhodné uvést typovou inferenci — tedy
automatické otypovani funkei a vyrazi, které znate tfeba z Haskellu ¢i Pythonu. Podivejme
se na tento jednoduchy program.
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x = £(g(0))
x = f(x)
x = g(x)

Jeho analyzou ziskdme sérii omezeni (téZz podminek, angl. constraints), jejich konkrétni
podoba zévisi na uvazovaném typovém systému, zde se pokusime alespon o intuitivni nacrt.
e f bere jako argument stejny typ, ktery vraci g

e g bere argument typu int
e f vraci stejny typ, ktery bere

e g bere jako argument stejny typ, ktery vraci £
Inteligentni fesi¢ by nam po kratkém zpracovani téchto omezeni fekl, Ze obé uvedené funkce
jsou typu int — int.
Jako nazornéjsi priklad uvedeme sudoku.

2 9
3 119 615 2
8 4
9 )
) 2 3 6
7 2
4 7
8 215 117 3
5 8

Chceme vytvorit sadu omezeni pro nasi umeélou inteligenci, aby nam poskytla feseni tohoto
hlavolamu. Jenze co do naSich omezeni napsat? Prvni krok je vzdy rozmyslet proménné
naseho problému, tedy hodnoty, které bych rad od fesice ziskal. Zde se piimo nabizi zavést
si sérii proménnych zq,...,x,, kde kazda reprezentuje hodnotu prazdného policka a n je
pocet prazdnych policek. Typicky pii deklaraci proménné zaroven fikame, jakych muzeme
nabyvat hodnot — tedy specifikujeme jeji doménu. 7 pravidel sudoku je jasné, ze kazda
proménné x; mize nabyvat celoc¢iselnych hodnot mezi 1 a 9.

Déle vime, ze budeme muset vytvorit omezeni pro kazdy sloupec, fadek i ¢tverec. Pokud si
pojmenujeme prazdné policka poporadé po radcich, omezeni pro prvni fadek by vypadala
jako: x1 # 2,11 # X9,...,Ty # 2,T9 # x3,.... Mnoho programovacich jazyku nabizi misto
této série 35 podminek psat pouze néco ve smyslu ALL_DISTINCT(xy, s, 23,...,27), pri
omezeni domén téchto 7 proménnych na {1, 3,4,5,6,7,8}. To je nejen vyrazné uspornéjsi na
zapis, ale predevsim na pozadi schovany teSi¢ dostane moznost optimalizovat pro toto casto
se vyskytujici omezeni. Tento proces bychom opakovali pro kazdy tadek, sloupec i ¢tverec a
spustili hledani reseni.

Na zacatku této sekce jsme zminili, Ze takovyto styl programovani mél byt zlatym gralem
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informatiky. Neni tézké si predstavit pro¢ — misto psani dlouhého koédu aplikace bych jen
zavedl sérii podminek jako ,kdyz kliknu sem, stane se...“. Takové deklarativni programovani

vvvvvv

jesté mnohem vic. Kde je tedy problém? Pozorny ¢tenar jiz jisté uhodl, ze v samotném
fesi¢i. Skutecné efektivni umime sestrojit pro urcité typy omezeni, vSude jinde spoléhame
na chytré heuristiky pti prohledavani vSech moznych ohodnoceni proménnych.

Pro zvidavého ctendre miZe byt ponéekud prekvapivé i to, Ze takové Feseni je problematické
i tehdy, omezime-li domény vsech promeénnych na bindrni {0,1}. Pokud totiZ naSe omezent
piseme jazykem vyrokové logiky, chceme po rTesici, aby Tesil NP-iplny problém zndamy jako
SAT.

Praktické vyuziti ma vSak dnes CSP pii rozvrhovani (pouzivé ho i nase fakulta) ¢i konstrukei
mikroc¢ipt. S jeho pomoci lze modelovat kromé zminéné typové inference a logickych hadanek
také maximalni tok grafem ¢i lexikalni analyzu.

Po nepfilis struéném tvodu jsme pripraveni si tyto nové pojmy definovat forméalnéji.

Definice 8: Problém s omezujicimi podminkami (CSP) je
e soubor proménnych Xi,..., X, kazda s neprdazdnou doménou Dy, ..., D,;

e soubor omezeni (', ..., C,,; kazdé omezeni je podmnozinou Dy X ... X D,;

e (nckdy) ucelova funkce f: Dy x ... x D, — R.
Regenfm nazveme takovou n-tici (x1,...,2,) € Dy X ...x D,, ktera spliuje vSechna omezen{
CZ‘, tj. Vi.(lil, o000 ,l‘n) € CZ
Ma-li CSP vice nez jedno feSeni, muze nas zajimat nékteré konkrétni, potom vyuzivame
ucelové funkce f a hledame takové feseni, které funkci maximalizuje (¢i minimalizuje). V
nékterych zdrojich pak takovy problém znacime COP (constraint optimization problem).

Priklad. Uvazme nasledujici program. (Syntax neodpovida presné syntaxi z prednésky,
ale je dostatecné intuitivni na to, aby nepotiebovala vysvétleni.)

Xin 1..7
Y in 1..7
X+Y=7

a) Kolik ma takovy problém feseni?
b) Kolik m4 FeSeni, pfidame-li omezeni X * Y is even?

c) Jak vypada prislusny graf stavii, ktery prohledavame?

a) 6—konkrétné {(X=1,Y=6), (X=2,Y=5), (X=3,Y=4), (X=4,Y=3), (X=5,Y=2) , (X=6,Y=1) }.

b) 6, jelikoz vzdy pravé jedna proménna X, Y musi byt sudé, aby v sou¢tu daly 7. Pridané
omezeni tedy neméni zadani.
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¢) Zacindme v prazdném stavu, kde neznadme hodnotu ani jedné proménné. 7 néj se
muzeme dostat do stavu, kde hodnota proménné X je celé ¢islo mezi 1 a 7, je-
likoz jediné tyto stavy jsou v souladu se zaddnim. 7 kazdého z téchto stavii, kde
zname pouze hodnotu proménné X se vSak jiz dostaneme v souladu s omezenimi
v zadani do nanejvys jediného stavu, kde je dana i hodnota proménné Y. VSim-
néte si, ze v jednom uzlu ({X=7}) naSe cesta kon¢i, z néj se nedokdzeme do-
stat pii splnéni podminek programu. Piisné vzato v naSem grafu existuje mnoho
jinych vrcholi — naptiklad {X=3,Y=3} — ty nekreslime, nebot do nich nevede
zadna cesta z pocatecniho stavu, a tak jsou pro naSe prohledavani irelevantni.

0
% b 4M, -

{X=1} © {X=21 7 {X=3} {X=5}
| \ \ N >~ T~
{X=1,Y=6} {X=2,Y=5} {X=3Y=4} {X=4,Y=3} {X=5Y=2} {X=6,Y=1}

Priklad 3.2.1. Sestavte graf stavii pro nésledujici CSP. Proménné pfifazujte v sekvenénim
poradi podle jejich deklarace. Popiste reSeni.

A in 2..4

B in 2..3

C in 0..6

A -B>C

A x (B-1) '= B + C
A!'=B

Nejprve priradime hodnotu proménné A, vzhledem k omezenim jsou vSechny tfi hodnoty
z domény piipustné. Z nich jiz jsou povoleny jen nékteré hodnoty proménné B, abychom
neporusili podminku o rizné hodnoté A a B. éésteény stav {A=2,B=3} je kone¢ny, nebot
ho nelze rozsitit bez poruseni nékterého z uvedenych omezeni. Celkem ziskavame 5 ruznych
uplnych stavii a mame tedy 5 Teseni tohoto problému.

/\

{A 2} {A 3} {A 4}
~
{A42,B43} {A43,B42} {Af4,B42} {A=4,B=3}
— — A A T

{A=3,B=2,C=0}{A=4,B=2,C=0A=4,B=2,C=1A=4,B=3,C=0fA=4,B=3,C=1}
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Priklad 3.2.2. Preved nésledujici algebrogram na CSP. Kazdé pismenko P v rozepsaném
soucinu zastupuje prvociselnou ¢islici — ne v8ak nutné stejnou. Resenf hledat nemusis (ackoliv
je to s trochou premysleni a zkouSeni mozné). Nezapomen specifikovat zavedené proménné
a jejich domény.
PPP
PP
PPPP
PPPP
PPPPP

Zavedeme si proménné Py, ..., Pg, vSechny s doménou {2, 3,5, 7}. Zvolené znaceni ilustruje
tento nékres.
P,P,P3
P4Ps
PsP7PsPy
PioP11P12P13
P14P15P16P17P1s
Omezeni budou dohromady 3, ziskané ze znamych pravidel pro soucin pod sebou.

(100P; + 10P, + P3)Ps = 1000Ps + 100P; + 10Ps + Py

(100P;, + 10P; + P3) Py = 1000P;o + 100P;; + 10Pr5 + Pis

(1000P5 + 100P; + 10Ps + Py) + 10(1000Pyo + 100P;; + 10Pyy + Pr3) =
10000Py4 + 1000P;5 + 100Pyg + 10Py7 4 Pig

Své TeSeni muzete otestovat napiiklad s pomoci pythonovské knihovny constraint. Pro
zajimavost jediné pripustné feseni vypada takto.
775
33
2325
2325
25575

Priklad 3.2.3. Jako kouzelny ¢tverec oznacime c¢tvercova matice, kde soucet ¢isel na
kazdém tadku a v kazdém sloupci je stejny. Jednotlivé buiiky mohou nabyvat celociselnych
hodnot mezi 1 a n?, kde n je dimenze uvazované matice.

21914
Jednim z netrivialnich feSeni pro n = 3 je tento kouzelny étverec. | 7 [ 5 | 3 |
6118

Formulujte tento problém jako CSP pro uvedené n = 3. Kromé omezeni nezapomeiite uvést
vyznam zavedenych proménnych a jejich domény.

Jako proménné zvolime hodnoty jednotlivych bunék matice.

37


https://pypi.org/project/python-constraint/

11 | 12 | T1,3
To1 | T22 | X233

Z31 | 32 | L33
Doména je pro viechny z; ; stejna, z definice kouzelného ¢tverce jde o mnozinu {1,2,...,n? =

9}.

Omezeni budeme potiebovat dohromady 5.

T11 +X12 + %13 =To1 + T+ Ta3
T11 + T2 + %13 = T31 + T32 + T33
T11 + 212+ %13 =211+ To1 + T31
T11 + X122+ %13 =T12+ T + T32

T11+ T2+ 213 =213+ T3+ T33

Priklad 3.2.4. Latinsky ¢tverec o velikosti n je ¢tvercova matice n x n, obsahujici v

kazdém tadku (a stejné i sloupci) neopakujici se ¢isla 1,...,n. Kazdy radek i sloupec je tedy
permutace na mnoziné {1,...,n}.

11213
Uvadime konkrétni piriklad pron=3. |2 | 3 | 1

31112

Formulujte tento problém jako CSP pro uvedené n = 3. Kromé omezeni nezapomeiite uvést
vyznam zavedenych proménnych a jejich domény.

Jako proménné zvolime hodnoty jednotlivych bunék matice. Doména je pro vSechny z; ;
stejnd, z definice latinského ¢tverce jde o mnozinu {1, 2, 3}.

11 | 12 | T1,3

T21 | T22 | T23

L31 | 32 | L33
Omezeni bychom mohli vypsat jednotlivé pro kazdou dvojici bunék zcela vycerpavajicim
zptusobem — to je celkem 18 nerovnosti. Zde ilustrujeme pouze podminky svazujici z; ;.

T1,1 7é T1,2;%1,1 7é L1,3;%1,1 75 T2,1;%1,1 7’é T31

v

Vyhodnéjsi je pouzit ekvivalent predefinovaného omezeni ALL_DISTINCT nami pouzivaného
jazyka. Celkovy vyc¢et podminek potom vypada takto.

ALL_DISTINCT (211, Z12, #13)

ALL_DISTINCT (o1, 22, T23)

ALL_DISTINCT(CL’gvl, T3.2, ZL‘373)

ALL_DISTINCT(xy1;, 21, ¥31)

ALL_DISTINCT(z12, %22, %32)
ALL_DISTINCT(z13, %23, %33)
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Pro n = 3 ma takto definovany CSP dohromady 12 feSeni.

Priklad 3.2.5. Zajimavou aplikaci CSP je znaméa Einsteinova hadanka, nékdy nazyvana
zebra. Jejiho autora nezname, casto se za néj uvadi Albert Einstein ¢ Lewis Carroll. Tyka
se péti sousedii, kteri ziji na ulici v domech v fadé vedle sebe. Kazdy z nich mé jiné povolant,
jiny dim, chova jiné zvite, je jiné narodnosti a preferuje jiné piti. Mame k dispozici nékolik
vyrokd.

e Anglican zije v ¢erveném domé.

° gpanél chova psa.

e Japonec je malif.

e [tal pije caj.

e Nor Zije v prvnim domé nalevo.

e Majitel zeleného domu pije kavu.

e Zeleny dim je bezprostfedné napravo od bilého.

e Socharl chova sneky.

e Diplomat Zije ve zlutém domé.

e V prostiednim domé piji mléko.

e Nor zije vedle modrého domu.

e Houslista pije ovocny dzus.

e Liska Zije vedle doktora.

e Kiun je ustadjen v domé vedle diplomatova.

K tloze patii i otazka. Kdo mé zebru a kdo pije vodu?
Vasim tkolem neni tuto tlohu vyfesit (ackoliv to neni t&zké), ale prevést ji na CSP, z jehoz
feSeni bychom umeéli odpovédét na zadanou otézku.

Na tloze je dilezité zvolit si elegantnim zptisobem proménné tak, aby zapis omezeni byl co ne-
jsnazsi. K tomu si nejprve zavedeme ocislovani zminovanych domi v fadé zleva doprava ¢isly
1 az 5. Néasledné vytvorime celkem 25 proménnych (s mnemotechnickym pojmenovanim),
v8echny se stejnou doménou {1, 2, 3,4, 5} — ktera bude odpovidat pravé jednotlivym domum.
Nésleduje vycet vSech zavedenych proménnych, vSimnéte si, ¢ast z nich jsme dokazali poj-
menovat jen na zakladé priloZzené otazky.

e Cerveny, zeleny, bily, zluty, modry;

e Anglican, Span&l, Japonec, Ital, Nor;

e pes, Snek, liska, kin, zebra;

e malir, sochar, diplomat, houslista, doktor;

¢aj, kava, mléko, dZus, voda
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Vyznam vyrazu ¢aj = 3 je potom ,Muz pijici ¢aj zije v domé ¢&islo 3 — tj. prostfednim.”
Nyni nas ¢eka vytvorit seznam omezeni, u kterého ocenime zvolené proménné a znaceni.
e Anglican = Cerveny
e Spanél = pes

e Japonec = malir

e Ttal = caj

e Nor = 1

e zeleny = kava

e zeleny = bily + 1
e sochar = Snek

e diplomat = Zluty

e mléko = 3

e |Nor - modry| =1

e houslista = dZus

e |liSka - doktor| =1
e |k - diplomat| = 1

Dobrte si ale uvédomme, Ze toto neni kompletni vycet vSech omezeni. Zaroven je potieba
dodat, ze kazdy obyvatel této neobvyklé ulice mé jinou narodnost, zvite, . ...
ALL_DISTINCT(Cerveny, zeleny, bily, Zluty, modry)

ALL_DISTINCT(Angligan, Span&l, Japonec, Ital, Nor)

ALL_DISTINCT(pes, Snek, liska, kdh, zebra)

ALL_DISTINCT(mali¥, sochat, diplomat, houslista, doktor)

ALL_DISTINCT(Eaj, kava, mléko, dZus, voda)

Jako soucést jediného vyhovujiciho feSeni dostaneme zebra = 5 a Japonec = 5, zebru tedy
vlastni Japonec, obdobné Nor = 1 a voda = 1.

Priklad 3.2.6. Zamyslete se, jak formulovat jako CSP problém rozmisténi jedné sady Sa-
chovych figurek po klasické sachovnici velikosti 8 x 8 tak, aby se zadné dvé figurky neohrozo-
valy. PéSce nemusite uvazovat, staci tedy umistit krale, ddmu, 2 stielce, 2 koné a 2 véze.

Obdobné jako u problému N dam si pro kazdou figuru vytvoiime dvé proménné, jednu
reprezentujici fadek, na kterém je umisténa, a druhou pfislusny sloupec. Pro krale zavedeme
proménné K., K; pro damu D,, Dy; stielce Sy ., S1 ¢, Sa.r, S2.. a obdobné véze a jezdce. Kazda
z nich mize nabyvat celo¢iselné hodnoty 1 az 8.

Omezeni je skutecné mnoho, proto je zde nebudeme vypisovat vSechna. Pro kréle a kazdou
jinou figurku X vytvorime nésledujici omezeni, které zakazuje, aby figurka X stala na stejném
¢i vedlejsim policku (vé. diagonaly).
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(K, — X,)? + (K, — X,)* > 2

Pro damu a kazdou jinou figurku X ziskdme omezeni nékolik.

D, #+ X,,D, #+ X,
(Dr - Xr) 7é (Ds - XS), (Dr - Xr) 7£ _<Ds - XS)

Strelce a véze preskoCime, nebot omezeni budou presné odpovidat tém pro ddmu. Misto
toho se jesté podivame na jezdce. Nesmime zapomenout na pozadavek, aby na poli jezdce
nestéla zadna jina figurka. Jiné figurky si to sice zajisti samy svymi omezenimi, prozatim
by vSak nic nebranilo obéma jezdctim stat na stejném poli.

(Jl,r = XT>2 —+ (Jl,s = XS)2 >0
(Jl,r - Xr)2 + (Jl,s - Xs)z 7é 5

Za X zde opét dosadime vSechny ostatni figurky, véetné .J,. Stejnou sadu omezeni pak
budeme muset vytvorit i pro druhého jezdce.
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4 Hry a herni strategie

V této kapitole nauc¢ime umeélou inteligenci resit deterministické hry dvou hrac¢a s aplnou in-
piskvorky na dostatecné velké hraci plose ¢ Sachy zcela nevhodny, nebot prohledavany
stavovy graf je enormni. Nasledné spolu MINIMAX zefektivnime pfi zachovani korektnosti,
a objevime tak ALFA-BETA profezavani.

Nakonec se jesté kratce zamyslime nad tim, jak bychom nami nalezené postupy mohli ap-
likovat i na nedeterministické hry dvou hraci.

4.1 MINIMAX

Zabyvejme se nyni spolu tahovou hrou pro dva hrdce s perfektni informaci. Dobrym piikla-
dem takové hry, kterd nas jiz néjakou dobu touto sbhirkou provézi, jsou piskvorky. Nejprve
se spolu podivame na hru, kde nam prestava stacit AND/OR graf, a poté prejdeme k MIN-
IMAX grafu.

Pokud chceme modelovat hru s komplikovanéjsim vyhodnocenim nez jen vyhra ¢i prohra,
tedy takovou, kde kon¢ime s n&jakym skore, AND/OR stromy nam to neumozni. Koncové
vrcholy totiz mohou byt jen splnény/nesplnény, tj. vyhra ¢ prohra, nejsme v nich schopni
ukladat ¢iselnou hodnotu skére a ani s ni nasledné vyhodnocovat splnénost vnitinich uzla.
Budeme tedy generalizovat myslenku AND/OR grafi, oviem omezime se ted jiZz pouze na
stromy.

Definice 9: MINIMAX strom je strom, kde kazdy vrchol je bud typu MIN, nebo MAX.
Kazdy list je ohodnocen rozsifenym readlnym &islem — tj. readlnym &islem ¢ kladnym /za-
pornym nekonecnem.

Obecné lze misto redlnych ¢isel pouzit jakoukoliv usporadanou mnozinu.

MINIMAX strom se vyhodnocuje smérem od listii, dokud nespoc¢teme hodnotu kotene. Hod-
nota vrcholu typu MAX je rovna maximélni hodnoté jeho naslednikt, hodnota uzlu typu
MIN pak odpovida hodnoté nejmensi napii¢ vSsemi nésledniky.

Definice 10: Algoritmus MINIMAX je rekurzivni procedura, ktera ohodnoti kazdy vrchol
MINIMAX stromu.

e Hodnota listt je dana jako soucast definice MINIMAX stromu.
e Hodnota vrcholu typu MIN je nejmensi hodnota mezi jeho nasledniky.

e Hodnota vrcholu typu MAX je nejvétsi hodnota mezi jeho néasledniky:.
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Priiklad. Dokazte odvazné tvrzeni, ze MINIMAX stromy rozsifuji AND/OR stromy.
Jinymi slovy ukazte, ze kazdy AND/OR strom lze chapat jako MINIMAX strom.

Kazdy koncovy vrchol ohodnotime 1, je-li splnény, v opacném ptipadé 0. Jelikoz i listy
MINIMAX stromu musi mit néjaky typ, oznac¢ime je vSechny napiiklad za MIN. Vnitini
uzly typu AND pak odpovidaji vrcholu typu MIN, jelikoz to, Ze vSichni naslednici musi byt
splnéni, je v tomto pripadé ekvivalentni pozadavku, aby minimum hodnot néaslednikt bylo 1.
Obdobné OR uzly pak odpovidaji typu MAX — mé-li byt splnény alesponn jeden naslednik,
musi byt maximum z jejich hodnot rovno 1.

Vyptjéime si tedy notaci AND/OR grafu a uzly typu MAX budeme znacit obdélnikem ]
zatimco MIN vrcholy elipsou . Jiny ¢asty zptisob znaceni pouziva pro vrcholy MAX
symbol A, pro MIN uzly /. Jelikoz MINIMAX stromy pouZijeme pouze pro modelovani
tahové hry dvou hracta, budeme se zabyvat pfedevsim témi stromy, kde se uzly MIN a
MAX stridaji podle své vzdalenosti od kotfene. Dale budeme uvazovat pouze hry s nulovym
souCtem, coz znamena, ze obdrzim-li v néjaké hte skére s, miij souper musi ziskat —s bodu
— kazdy list nam tak bude stacit ohodnotit jen podle naseho skore a soupefovo si snadno
domyslime. Jak se pozdéji ukaze, tato myslenka je velmi dulezitd: MINIMAX stromy budou
fungovat jen pro hry s nulovym souc¢tem ¢i obecné hry, kde plati, Ze kdyz maximalizuji svoje
skore, zéroven minimalizuji to souperovo — a naopak.

Priklad. Urcete hodnotu kofene zadanych MINIMAX stromii.

a)
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Vyhodnocujeme smérem od listl, uzel po uzlu.

a)

Nyni nam zbyva se spolu podivat, jakym zptisobem muzeme vyuzit tohoto modelu k popisu
her. A jako obvykle si pfi ilustraci pomtzeme piskvorkami na hracim poli 3 x 3.

Kazdy list v naSem stromu stavi (tedy hernich konfiguraci) ohodnotime 0, 1 & -1 podle toho,
zda se jedna o remizu, na$i vyhru ¢i prohru. V této hie budeme prvni na tahu a kreslime
kolecka. Prohlédnéme si tii vybrané listy a jejich pfifazenou hodnotu.

O
slilis

X| [X
O] 1O
O] [X

O] O
O] [O

SIS @)
O
Q)@@

I
—_

Podle naseho ohodnoceni je jasné, ze kdykoliv budu na tahu ja, budu se snazit svoje skore
maximalizovat, kdezto protihrac¢ vzdy minimalizovat. Uzly grafu, kde jsem na tfadé ja tedy
budou typu MAX a ostatni typu MIN.

Uvédomme si, Ze ne vSechny listy jsou ve stejné hloubce (hra muze skonéit po razném poctu
kol). Neékteré vrcholy se mohou vyskytovat duplicitné, nebot do nich lze ,dojit“ rtznymi
cestami. Napfiklad nasledujici konfigurace lze dosahnout tak, ze levy horni roh zaplnime
koleckem v prvnim ¢ az druhém kole.
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OTX
O

Pripominédme, Ze vrcholy typu MIN budeme znacit malym koleckem dole, ostatni vrcholy
jsou pak typu MAX. Nasleduje ukazka malé ¢asti celého grafu.

/O/\O\

O O O

O
| | | |
O|X]1O] |O|X|O0] |1O|X]O0] |1O0]|X |0
X [OX | [XTO[X X X1X 10
O OlO[X ]| [O]X OO [X
1 1 -1 0

Priiklad 4.1.1. Rozhodnéte, zda je nasledujici hry mozné modelovat MINIMAX stromy.
Pokud ano, zamyslete se nad tim, jak by takové stromy vypadaly.
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a)
b)
)
)

)

(S

a)

piskvorky na neomezené hraci plose

kdmen, ntuzky, papir

Ano, listy ohodnotime 1 1 a 0 podobné jako v piékvorkéch Situace je zde véak
jsme uz byh nékdy dfive. Vytvorit (konecny) graf je vSak mozné jen dlky tomu, ze
profesionalni Sachy obsahuji tzv. pravidlo 50 tahu, které fika, ze jestlize se v poslednich
padesati kolech nepohl jediny pésec a nevyhodila se jediné figurka, hra kon¢i remizou.
Zde by jiz. mélo byt jasné, proc¢ je pravidlo formulovano pravé takto — posunuti pésce
ani sebrani figurky nelze vzit zpét a konfigurace se nenavratné méni, ¢imz znemoznime
nekonecnou hru.

S touto myslenkou nam musi byt také jasné, ze Sachy maji predem urceny vysledek,
pokud oba soupefi hraji optimalné. Piislusny MINIMAX strom je vSak natolik velky,
ze optimalni hru dodnes nezndme a Sachy jsou tak stale zajimavé a popularni. Dnesni
uméla inteligence fesi Sachy s pouzitim modifikovaného MINIMAX algoritmu s heuris-
tikami, kdy se nepocita strom az k listim ale jen do urcité predem dané hloubky, ve
které se ohodnoti konfigurace na zékladé vhodné ohodnocovaci funkce a zbytek stromu
se pak spocte, aby se urc¢il dalsi vhodny tah.

Sudoku jisté neni vhodné fesit s pomoci algoritmu MINIMAX — uz proto, ze to vibec
neni tahova hra dvou hraci — je to vSak mozné. Kazdy vrchol v naSem trivialnim
stromé by byl typu MAX, nebot je na fadé stale jen ,prvni* hra¢. Jako listy bychom
méli v8echna mozna uplna doplnéni hlavolamu, pficemz ten (typicky pouze jeden),
ktery nenarusuje pravidla o sloupcich, radcich ¢ blocich, bychom ohodnotili 1, kdezto
ostatni 0.

Z konfigurace A by vedla Sipka do konfigurace B (tj. B je néslednik A), pravé tehdy,
kdyz B vzniklo z A doplnénim jednoho ¢isla mezi 1 az 9 do nékterého volného pole.

Pokud se pokusime vytvorit MINIMAX strom, zjistime, Ze je kazdé jeho patro (tj.
mnozina vrcholi v dané vzdélenosti od kofene) nekonecné velké. Strom ma dokonce
i nekone¢né mnoho nekone¢né hlubokych vétvi — nebot hra¢i mohou proti sobé
hrat donekonecna nekoneéné mmnoha zpusoby. MINIMAX strom pro tuto hru bez
zjednodusujicich predpokladi tedy neexistuje.

V prvni fadé je vhodné si uvédomit, ze hraci se v tazich nestridaji — idealné je provedou
naraz a nemohou tedy na sebe vzajemné reagovat. Kazdy stav se tedy sklada z tahu
obou hrag¢u, tj. stav je napriklad (nizky, kimen), znamenajici, Ze hrac¢ 1 zvolil nazky a
hrac¢ 2 kaimen. Kazdy takovy stav (z 9 moznych) neni problém ohodnotit. Hra¢ 1 vsak
neni schopen ovlivnit, zda skoné¢i po jednom kole ve stavu (nuzky, kamen) ¢ (nazky,
papir), pficemz obé& konfigurace pro néj zcela odlisnou hodnotu, a tedy MINIMAX
strom neni{ moZzné sestrojit.
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e) Ne, hra¢ muze poslat mi¢ ve kterémkoliv z nekoneéné mnoha smért, hned prvni , patro”
naseho MINIMAX stromu by tedy mélo nekoneéné mnoho uzli, a to je nemozné.

Priiklad 4.1.2. Dopliite n¢jaké konkrétni ohodnoceni koneénych stavii her s naznacenym
MINIMAX stromem tak, aby zac¢inajici hra¢ dosahl nejlepstho mozného vysledku hranim
zadanych strategii, predpokladame-li, Ze jeho souper nedéla chyby? Jaké vztahy obecné
musi v takovém piipadé platit pro hodnoty listi?

a) Vyherni strategie necht je left.
]

b) Vyherni strategie necht je volit left v prvnim kole a blue ve druhém. Nezapomente
zaridit, aby nas dokonaly souper s jistotou dovedl k volbé potiebné strategie.

a) Muzeme zvolit napiiklad a = ¢ = 0, b = d = co. Obecné z grafu vycteme, ze aby
se vyplatilo volit strategii left, musi maximalizujici hrac¢ ,yidét* vétsi hodnotu v levém
uzlu typu MIN. Jinymi slovy musi platit min(a, b) > min(c, d).

b) Jako mozné konkrétni feseni uvedeme a = 1,b = ¢ = d = e = 0. Pro obecné fesenf si
nejdiive rozepiSeme symbolicky hodnoty v uzlech grafu (jen kofen vyhodnocovat neni

tentokrat potieba).

max(b, ¢) max(d, e)

6 HE @6

Abychom ziskali jako FeSeni pozadovanou cestu ozna¢enou prerusovanymi Sipkami, musi

left, - L }_right

min(a, max(b, ¢))

\
\
N
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byt splnény nasledujici 3 nerovnice, kazda poporadé pro jednu hranu cesty.

min(a, max(b, ¢)) > max(d, e)
max(b,c) < a
b>c

Vsimnéte si ostré nerovnosti ve druhém pripadé, chceme totiz, aby racionalni souper
vzdy volil tuto variantu, a nam se tak nestalo, Ze strategie blue nebude k dispozici.

Nyni uz jen ziskané nerovnice upravime a ekvivalentné je zapiSeme tak, aby byly ¢itel-
nEj.

Priklad 4.1.3. Ukazte, ze obecny MINIMAX strom lze efektivné transformovat na ekvi-
valentni MINIMAX strom, kde se stfidaji typy vrcholi — tzn. néslednik ma vzdy jiny typ
nez jeho rodi¢. Efektivni transformaci rozumime takovy algoritmus, ktera je polynomialni
vzhledem k poc¢tu vrcholu vstupniho stromu. Ekvivalentni MINIMAX strom musi mit ste-
jné listy se stejnymi hodnotami jako strom pivodni a algoritmus MINIMAX musi napocitat
stejnou hodnotu v kofeni.

Staci si uvédomit, ze mame li vrchol V' a jeho naslednika N se stejnymi typy, muzeme
(sémanticky ekvivalentné) uzel N smazat s tim, Ze jeho potomky ,piivésime* pod rodice
V. Tuto proceduru lze aplikovat opakované, dokud se nebudou typy vrcholu stiidat podle
pozadavku.

Priklad 4.1.4. Uvazme hru dvou hrac¢i — pronasledovatele P a zlodéje Z — na hracim poli
zadaném néledujicim grafem.

Pronésledovatel je prvni na tahu a zaciné na poli b, zlodéj za¢ina na poli d. Kazdy se béhem
svého tahu posouva na vedlejsi pole, pricemz se po jednom kroku stiidaji. Hra konci, jestlize
se zaroven ocitnou na stejném poli. Zlodéj se snazi prezit co nejdéle a hodnota koncové
konfigurace je pro néj imérna tomu, kolik kol odehral.
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e Lze tuto hru modelovat MINIMAX stromem? Lze ji vyfesit?

e Vykreslete a vyTeste strom pro hru omezenou 3 koly — tedy hra¢ P i Z se kazdy posunou
nejvyse trikrat.

Bez omezeni na pocet kol existuji nekonecné strategie (hraci donekone¢na stiidaji ta saméa
policka) a MINIMAX strom by tedy byl nekoneéné velky (a algoritmus MINIMAX nakonec
nevyhnutelné spadl do nékteré z nekone¢nych vétvi).

Intuitivné vidime, Ze hra mé jasné reSeni — racionéalni pronasledovatel dostihne racionalniho
zlodéje ve dvou kolech. Predstavme si nekonecny stavovy graf pro tuto hru, ktery nize
castecné vykreslujeme.

Tento nekone¢ny strom by bylo mozné vytesit s prohledavanim do sitky namisto do hloubky
(jako to dela MINIMAX). Kromé toho bychom pot¥ebovali mit pii vypocétu néjaké doménové
znalosti, tedy napiiklad vrchol na obrazku piislusny konfiguraci (c,e) by se nastavil na
hodnotu 2, nebot by nasSel list s hodnotou 2 a védél by, Ze nizsiho skére nedosdhne, nebot
se sdm nachazi jiz ve druhé trovni. S témito vylepsenimi bychom skute¢né nasli ono zjevné
feSeni této hry.

Strom pro omezeni na maximélné 3 kola tu kvili jeho velikosti neukazeme, prozradime
vSak, Ze hodnota v korenovém uzlu po spusténi MINIMAXu vyjde 2 pfesné podle naseho
ocekavani.

4.2 Alfa-beta prorezavani

Resenf deterministické hry s perfektni znalosti mizeme dostat i efektivnéjsi procedurou, nez
je MINIMAX algoritmus. Zkusme ji spolu objevit.

A7z do této chvile jsme pro zjednoduseni tvrdili, ze algoritmus MINIMAX vyhodnocuje vr-
choly smérem od listi bez toho, abychom podrobnéji vysvétlili, pro¢ tomu tak je a jak to
detailné funguje. Podivejme se detailné na skoro-pythonovsky (pseudo)kod této procedury.

def minimax(node):
if node.neighbors is empty: # nachazime se v listu
return node.value
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best so_ far = minimax(node.neighbors|[0])
# vynech nulteho mnaslednika (souseda), protoze jsme ho jiz zpracovali
for neighbor in node.neighbors|1:]:

value = minimax(neighbor)

if node.type — "MIN" and value < best so far:
best so far = value

if node.type — "MAX" and value > best so far:
best so far = value

return best so far

Piiklad. Jaka je asymptotickd ¢asova slozitost algoritmu MINIMAX?

Algoritmus probiha zcela stejné jako prohledavani do hloubky (DFS), v kazdém uzlu se
provedou navic jen néjakd porovnani s konstantni ¢asovou slozitosti. Vysledna asymptoticka
casova slozitost tedy je O(V + E), kde V' je pocet vrcholi prohledavaného grafu a E je pocet
hran. Toto lze vidét i z toho, Ze kazdy uzel a kazd& hrana se v prubéhu vypoctu navstivi
praveé jedenkréat.

V nasem piipadé uvazujeme pouze souvislé grafy, muzeme tedy vysledek napsat struc¢néji
jako O(E).

Spustime-li tedy vypocet nad korenem naseho MINIMAX stromu (tj. zavolame minimax (root)),
dostaneme se do for cyklu, kde se rekurzivné zavolame nad prvnim néslednikem kotene atp.

az se dostaneme k listu. Jedna se tedy o prohledavani do hloubky s nékolika pridanymi
vypocty.

Podivejme se ted spolu na jednoduchy piiklad.

Budeme predpokladat, ze usporadani seznamu néslednikii odpovida tomu na nakresu pfi
¢teni zleva doprava. Pri vykonévani naseho (pseudo)kodu pifi spusténi minimax(root) se
tedy nejprve dostaneme do uzlu left a skrze néj okamzité do listu s hodnotou 2. Dosavadni
nejlepsi (a tedy v tomto pripadé nejmensi) hodnota pro vrchol left je tedy 2, ale mize se
pochopitelné zménit pri prochézeni dalsiho nasledniku, ke kterému dochazi hned vzapéti. V
tomto pripadé se vSak nic nezméni a konecné zjistujeme, ze hodnota uzlu left je 2.

Koten tedy skon¢il zpracovani prvniho naslednika a nejlepsi hodnota, kterou zatim vidél, je
2. Protoze je typu MAX, vime, Ze nizsi hodnotu uz mit nemuze, ale jeho dalsi naslednik

(right) by ji mohl jesté zvysit.

P1i vyhodnocovani uzlu right nejprve vidime hodnotu 4, poté 1. Zde se na chvili zastavime
(tésné predtim nez bychom zpracovali posledni list). Vime, Ze koneéné hodnota vrcholu
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right nebude vyssi nez 1, protoze minimalizuje. Na druhou stranu jsme si jiz pfed za¢atkem
zpracovani tohoto uzlu vs§imli, Ze maximalizujici kofen root nebude mit nizsi hodnota nez 2,
kterou mu nabizi jeho levy naslednik. Prohledavani tedy mizeme okamzité ukoncit, jakyko-
liv dalsi naslednik uzlu right je nezajimavy a nemize zménit hodnotu kofene, ackoliv by
pochopitelné jesté mohl snizit hodnotu svého predchudce.

Ackoliv jsme si v tuto chvili usetfili prichod jedinym uzlem, predstavime-li si misto listi
naseho vzorového prikladu dostatecné velké podstromy, miizeme si hodné pomoci. Tato
tspora se neprojevi na nejhorsi casové slozitosti algoritmu ALFA-BETA, zlepsi se vSak v
prumérném piipadé nad omezenou vstupni mnozinou MINIMAX stromi. Hodnotu kofen-

ového uzlu vsak napocitame stejnou (coZ obecné neplati o ostatnich vnitinich uzlech), tedy
ALFA-BETA je korektni.

Nyni se jiz spolu podivame na implementaci algoritmu ALFA-BETA. Pro piehlednost zcela
oddélujeme rutinu pro uzly typu MIN a MAX, z davodu strucnosti pouzivime v nasem
pseudokddu nekonecéno INFINITY v inicializaci. Inicialni volani spustime nad kofenem stromu
obdobné jako predtim, tedy piikazem alphabeta(root, -INFINITY, INFINITY).

def alphabeta(node, alpha, beta):
if node.neighbors is empty: # nachazime se v listu
return node.value
if node.type — "MAX":
value = —INFINITY # aby se prepsala pri objevu pruvni hodnoty
for neighbor in node.neighbors:
value = max(value, alphabeta(neighbor, alpha, beta))
if value >= beta:
break
alpha = max(alpha, value)
return value
else:
value = INFINITY
for neighbor in node.neighbors:
value = min(value, alphabeta(neighbor, alpha, beta))
if value <= alpha:
break
beta = min(beta, value)
return value

Piiklad. Odkrokujte si algoritmus nad motiva¢nim piikladem z tvodu této podsekce a
presvédcte se, ze skutecné dojde k ofezani vypoctu tak, jak jsme predpovédéli.
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Vypocet zacind volanim alphabeta(root, -co, o0), pocateéni hodnoty jsou tedy a =
—00, f = 00 a zac¢iname zpracovat korenovy vrchol. Pri jeho vypoctu je potfeba najit hod-
notu uzlu left, ktery se tedy bude muset vy¢islit (se stejnymi hodnotami alfy a bety). Nejprve
se objevi list s hodnotou 2, po jeho zpracovani ukazuje hodnoty proménnych nasledujici ilus-
trace. Svétle Sedy uzel je rozpracovany, tmavé Sedy je jiz uplné zpracovany.

value = —oo
r00t a=—00
B =00

Nésledné se obdobné zpracuje list s hodnotou 3, ¢imz dokonc¢ime vypocet hodnoty vrcholu
left a vratime se s vypoctem zpét do kotfene root. Ten aktualizuje svoje hodnoty a spusti
vypocet nad svym druhym néslednikem right, pricemz se dostaneme az k uzlu s hodnotou 3.

value = 2
100t a=2
f =00

Jako dalsi se zpracovava list s hodnotou 1, kdy se kone¢né projevi smysl zavedenych promén-
nych a a . Jelikoz se nam hodnota value nastavi na 1, coz je méné nez aktualni hodnota
proménné « ve vrcholu right, vypocet v tomto uzlu se ukonéi (a vrati hodnotu 1 do kofene
root).
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value = 2

root oa=2

B =00

2] El [4]

Vypocet v tuto chvili koné¢i s vyslednou hodnotou 2, pfi¢emz posledni list jsme béhem
vypoctu vibec nevidéli.

Priklad 4.2.1. Ukazte, ze asymptotickd Casova slozitost v nejhorsim pripadé algoritmu
ALFA-BETA nad MINIMAX stromy je stejna jako pro algoritmus MINIMAX.

Miuzeme dokonce snadno ukézat, Ze z libovolného stromu dokazeme udélat MINIMAX strom
(ohodnocenim listt a pridanim typi MIN/MAX v8em vrcholiim) tak, aby algoritmus ALFA-
BETA neprovedl jediny fez. 7 toho pak zjevné vyplyne, Ze v nejhorsim piipadé projdeme
cely graf stejné jako v algoritmu MINIMAX.

Slibované zaridime tak, ze v8em vrcholtim stromu nastavime stejny typ — napiiklad MIN — a
listy ohodnotime zcela libovolnymi realnymi ¢isly. Algoritmus ALFA-BETA pak bude muset
projit cely strom, protoze k ohodnoceni kofene takového stromu je tifeba najit minimalni
hodnotu napfi¢ vSemi listy.

Priklad 4.2.2.

Zadany strom MINIMAX stiida po drovnich typy svych uzli a kazdy jeho list je ve stejné
hloubce. Takové v literatufe (a hlavné v praxi) budete vidat nejcastéji, nebot pfirozené
vznikaji pri modelovani mnoha zajimavych her. Jako v celém zbytku sbirky predpokladejte
i zde, ze algoritmus prochézi vrcholy v poradi zleva doprava.

a) Vyfeste strom s pomoci algoritmu ALFA-BETA. Predevsim tedy zjistéte vyslednou
hodnotu kotfene a které podstromy budou ufezény, tj. nebudou vibec navstiveny.
P1i vypoctu vénujte zvlastni pozornost tomu, abyste porozumeéli, jakym zptisobem «
odpovida dolni hranici a § naopak horni.

b) Pii zachovani struktury grafu navrhnéte vhodné hodnoty listi tak, aby nedoslo k zad-
nému profezavani (a algoritmus tedy navstivil vSechny listy).

c) Pri zachovani struktury grafu navrhnéte vhodné hodnoty lista tak, aby doslo k ne-
jvétsimu moznému profezavani (a algoritmus tedy navstivil co nejméné uzla).
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a)

[1a][13] [11 ][9]

Profezané (nenavstivené) podstromy oznacime Sedé. Vysledna hodnota v kofeni je
9. Hodnoty ve vnitinich vrcholech nemusi odpovidat skutecné hodnoté pii dplném
prohledéani celého stromu, zapséna je pouze posledni hodnota proménné value z
naseho pseudokodu, ktera by se jesté mohla zménit, kdyby nedoslo k predcasnému
ukonceni vypoctu (a tedy ofezéni stromu). To by vSak samoziejmé nemélo vliv na
vyslednou hodnotu korene.

List s hodnotou 11 byl ufiznut proto, Zze v prubéhu feSeni jeho rodice jsme zjistili, ze
jeho nejvétsi hodnota bude 13, jelikoz minimalizuje. Protoze jeho rodi¢ (tedy prarodic¢
listu 11) maximalizuje a védeél jiz, ze ma piistup k hodnoté 14, hodnota 13 nebo
potencialné nizsi ho nezajimala.

Pravy podstrom byl ufiznut ve fazi vypoctu, kdy maximalizujici koten jiz védél, ze
bude mit hodnotu pfinejmensim 9. Kdyz se zjistilo, Ze jeho nejpravéjsi potomek ma
pristup k listu s hodnotou 7, a tedy vrati prinejvétsim tuto hodnotu, prestal byt dale
zajimavy a zbytek jeho potomki se neprohledal.

V tomto piipadé ocenime pristup shora. Zvolme si libovolnou kyZenou hodnotu v
kofeni a dopliiujme hodnoty potomkt tak, abychom ji ziskali. My volime hodnotu 6.
Nyni je nutné zajistit, aby kofen tuto hodnotu nabyl az diky poslednimu potomkovi,
a tim byl nucen ho prozkoumat. Prvni patro naseho stromu tak muze vypadat tifeba
takto.
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Nyni stejnou logiku aplikujeme opakované vzdy o troven nize, dokud nedojdeme az
k listim. Zde je ukazka mozného feSeni (pro prehlednost i s vyplnénymi hodnotami
vnitinich uzla).

c) Resenfm je napfiiklad nastavit vSechny listy na stejnou hodnotu. Tak se vyhneme
navstiveni 7 listd, pri¢emz provedeme celkem 5 profezani.

Pokud bychom chtéli odargumentovat, ze nikde jinde fez provésti nejde, stac¢i u kazdého
navstiveného listu ukazat, ze vhodna zména jeho hodnota pfi zachovani celého zbytku
stromu zméni vysledek (¢i alespon snizi celkovy pocet fezii). To jasné ukazuje, Ze na
jeho hodnoté zalezi a je nutné ho navstivit. To je zdlouhavé, nebot je argumentace pro
kazdy list jina, a my to zde tedy ukazovat nebudeme.

Abychom vsak byli s dukazem hotovi, museli bychom ukéazat, Ze nam volba ruznych
hodnot v listech néjakym zptisobem nepomiize k vétsimu poctu ofezani. Zde se spoko-
jime s intuici — ofezavam, kdyz mi dalsi list nepfinese novou informaci, coz lze snadno
docilit tim, ze budou mit vSechny tu stejnou. Kompletni diikaz neni slozity, byl by
vsak dlouhy.

Nasledujici ilustrace ukazuje, kde dojde k ofezani (nenavstivené vrcholy jsou znaceny
Sedé) pii ilustra¢ni volbé hodnoty listd rovnou 1.




Priklad 4.2.3. Pii kterych z nasledujicich transformaci MINIMAX stromu muze dojit ke
zméné nalezené optimalni strategie?

a)
b)

c)

d)

Ke vSsem hodnotam listi pri¢teme stejnou redlnou konstantu c.

Vsechny hodnoty v listech vynésobime stejnou konstantou c.

Hodnoty ve vsSech listech se libovolné zméni tak, aby mezi nimi ztistalo zachovano jejich
puvodni usporadani.

Vsechny uzly typu MIN zménime na MAX a naopak. Hodnoty v listech pronasobime
-1.

Vysledek bude stejny.

Vysledek bude stejny, je-li konstanta kladna (¢ > 0). Je-li zaporna, najdeme misto
optimalni strategie tu nejhorsi.

Vysledek bude stejny. Jiz v ¢asti a) a b) jsme si mohli viimnout, ze dokud zachovame
nerovnosti mezi hodnotami listi, nejlepsi strategie ztistava stejna.

Vysledek bude stejny. Tato transformace odpovida tomu, Ze se na hru divaime z pohledu
druhého hréce.

Priklad 4.2.4. Bez vypoctu urcete a zduvodnéte, které podstromy by algoritmus ALFA-
BETA v zadaném stromu ofezal. Néslednici se prochéazi v poradi zadaném obrazkem.

Odfezané podstromy znac¢ime jako obvykle Ssedou barvou.
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Nejlevéjsi Sedy podstrom byl odfezan proto, Ze jeho rodi¢ uz vi, ze vrati prinejvétsim 0, a to
je pro maximalizujici kofen nezajimavé — mé piistup k hodnoté 100. Obdobnym zpisobem
muzeme argumentovat i u vSech ostatnich rezu.

Chceme-li se naopak presvédcit, ze nase rozhodnuti projit list s hodnotou 11 bylo spravné,
uvazme na chvili, Ze by ve skutecnosti obsahoval hodnotu 101. Jeho maximalizujici prarodic¢
by potom udélal chybu, kdyZ se nepodival na svého druhého potomka s ¢islem 8 — bez toho
by totiz kofenu predal hodnotu 101, a zménil tim vysledek.

Priklad 4.2.5. Predstavme si MINIMAX strom, ktery se sklada pouze z uzlu typu MAX.
Muze pii jeho vyhodnocovani ALFA-BETA algoritmem dojit k néjakému profezani?

Muze se zdat, ze nas algoritmus nikdy zadnou vétev neproteze, nebot hodnota ( je v celém
prubéhu vypoctu rovna co. Vzpomeneme-li si vSak, ze hodnoty v listech jsou rozsitena realna
¢isla a mohou téz nabyt hodnoty oo, zjistime, Ze k profezani v takovém stromé dojde tehdy
(a jen tehdy), kdyz se pii prohledavani objevi list s hodnotou oc.

4.3 Nedeterministické hry

A7 do této chvile jsme tvrdé trvali na tom, aby uvazované hry neobsahovaly nahodu, nebot
bychom ji neuméli modelovat. Nyni si ukdzeme, Ze lze vhodné rozsitit MINIMAX stromy
tak, aby nahodu v jisté mite postihly a my nad nimi pak mohli provadét smysluplné vypocty
a predpovédi. Zjistime vSak také, ze nékteré vlastnosti a zédkony, které dosud platily, se s
timto rozsifenim zcela rozbiji a méni.

Na zacatek uvazme velmi trivialni ilustrativni hru. V prvnim kole si vezmu modry, ¢i ¢erveny
zeton. V dalsim kole provede to samé provede soupef (mize si zvolit i Zeton stejné barvy).
Prvni hrac¢ vitézi, drzi-li jiny Zeton nez jeho souper, v opac¢ném piipadé prohrava. Pro
prehlednost prikladame jesté prislusny MINIMAX strom této jednoduché hry.
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éervermodry

cerveny modry cerveny

Nyni na$i hru obohatime o ndhodu. Pred tim, nez si druhy hrac¢ zvoli svij Zeton, hodime
minci. Padne-li orel, soupef pfijde o moznost volby — musi si vzit modry Zeton. V opac¢ném
pripadé se nic neméni a hra pokracuje jako predtim.

Pro modelovani nedeterministické hry pouzijeme specialni vrchol (znaceny koso¢tvercem o)
tam, kde dochazi k rozhodnuti na zékladé ndhody. Hrany, které z néj vychazi, budou vzdy
oznaceny pravdépodobnosti, se kterou k vybéru té konkrétni cesty dojde.

Uz tedy chapeme, jak nedeterministické hry modelovat, zajimé nas vsak, jak se dopoc¢itame
ke zjevnému zévéru, ze ma zacinajici hrac¢ volit ¢erveny Zeton. K tomu vyuzijeme up-
raveny algoritmus MINIMAX, ktery rozsifime o schopnost pocitat hodnotu nového typu
uzlu reprezentujictho ndhodnou volbu .

Pro vétsinu aplikaci je pfirozené volit jako hodnotu vrcholu ndhody jeho o¢ekavanou hodnotu
— tj. hodnotu kazdého potomka vynasobime pravdépodobnosti, Ze bude vybréan, a vysledky
pak secteme napri¢ vSemi potomky. Ponékud prehlednéjsi zapis rika

minimax(X) = Z minimax(n) - P(n),

n...child of X

kde X je uzel reprezentujici ndhodu, minimaz(n) je spo¢tend hodnota potomka n a P(n)
je pravdépodobnost, Ze nahodné zvolime pravé potomka n — tj. ¢islo na odpovidajici hrané
grafu.

S touto znalosti jiz cely graf snadno doplnime. Je vidét, ze oCekdvany vynos zacinajiciho
hrace je 0 a ziska ho za predpokladu, ze voli strategii cerveny.
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Priklad 4.3.1.  Sestavte vhodny strom a nésledné jej vyfeste pro nasledovné zadanou
nedeterministickou hru dvou hraci.

Zacinajici hrac si zvoli ¢islo 1, 2 nebo 3. Nésledné se hodi 3 mincemi. Padne-li na vSech z
nich stejna strana, souper si smi zvolit ¢islo -1 nebo 0. V opac¢ném piipadé vybere ¢islo 1 ¢i
2. Zacinajici hrac¢ obdrzi od soupefe ¢astku rovnou soucinu jejich ¢isel — v pripadé zaporného
sou¢inu naopak musi piislusnou sumu protihraci zaplatit.

Zacinajici hra¢ by mél volit strategii 3, racionalni soupef potom zvoli ¢islo -1 nebo 1 podle
toho, co mu vysledek hodu minci dovoli.

Priklad 4.3.2. Uvazme obrazkem zadany MINIMAX strom rozsifeny o vrcholy reprezen-
tujici ndhodu. Hodnoty dvou listli jsou neznamé, oznaceny jako a a b.
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a) Co musi platit pro hodnoty «a, b, aby optimalni strategie odpovidala tuéné vyznacené?
b) Necht b = 1. Co musi platit pro hodnotu a, aby maximalizujici hra¢ volil v prvnim
kole strategii left?

¢) Necht b = —1. Co musi platit pro hodnotu a, aby maximalizujici hra¢ volil v prvnim
kole strategii right?

Nejprve si zadany strom ¢asteéné vyresime s pomoci dostupnych informaci.

0.2a + 0.8b

a) To neumime zajistit, nebot ndhodny uzel nas mize poslat také k listu s hodnotou b.

b) ZapiSeme
—0.2>0.2a + 0.8,

neboli zjednodusené —5 > a.

¢) Po zjednoduseni ziskdme podminku 3 < a.

Priklad 4.3.3.

Nejprve pro obrazkem zadany rozsiteny MINIMAX strom ovéite, ze optimalni strategie
zacinajiciho hrace je right.

Poté ukazte, Ze lze vhodné transformovat hodnoty listi tak, aby se optimélni strategie
zménila na left. Transformace musi zachovat ptuvodni usporadéani mezi listy; tedy jestlize
mél list A pred transformaci mensi hodnota nez list B, bude tomu tak i po ni.
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Brzy si vSimneme, ze libovolné lineérni transformace listi nebude fungovat — to dokonce plati
obecné, nebot ta vizdy zachova optimalni strategii. Listy je potfeba prehodnotit néjakym
,nestejnomérnym* zptisobem. ReSeni je nekoneéné mmnoho, jedno z nich ukazujeme (i s

vyfeSenym stromem).

Pro srovnani pripominame, ze v sekci ALFA-BETA jsme ukazali, ze pro klasické MINIMAX
stromy libovolna transformace zachovavajici usporadani listt zachova i optimalni strategii.

Priklad 4.3.4.
Uvazujeme rozsifeny MINIMAX strom s nezndmymi pravdépodobnostmi vétveni.

Necht p; 1 = % Co plati pro ps 1, p22, aby optimalni strategie zac¢inajiciho hrace byla
right?
Co pro neznamé pravdépodobnosti plati obecné, mé-li byt optimalni strategie right?

Jak by musely vypadat hodnoty v listech, aby bez ohledu na hodnoty nezndmych
pravdépodobnosti byla optimalni strategii right?

Je-li p1; = %, ihned odvodime i rovnost p; o = % V tu chvili je o¢ekdvand hodnota

levého ndhodnostniho uzlu znama — konkrétné % ZapiSeme hledanou nerovnost 4p, o >
3

8
V levém néhodnostim uzlu je obecna hodnota —1-p;; +1- (1 — py ;). Po drobnych
upravach ziskdvame konecny vztah 1 < 4pgo + 2pg 1.
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c) Je tfeba si uvédomit, Ze kazdy ndhodnostni uzel se vyhodnoti nejvyse na hodnotu
svého nejvétsiho potomka — a analogicky pro nejnizsi hodnotu. Staci tedy zajistit, aby
nejvyssi mozna hodnota levého nahodnostniho uzlu byla mensi nez nejnizsi hodnota
nadhodnostniho uzlu vpravo. Tedy vétsi hodnota z obou minimaliza¢nich uzla vlevo
musi vyssi nez mensi hodnota z minimaliza¢nich uzlt vpravo. Nejjednodussim reSenim
je tedy pouze nahradit hodnotu uzlu s 0 za 1 (& vétsi).
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5 Vyrokova logika

Vyrokové logika je zakladni formalismus, kterym mizeme modelovat jednoduché tvrzeni,
jejich pravdivost, vyplyvani a jiné vztahy mezi nimi. Stavi na pojmu vyrok, coz je elemen-
tarni tvrzeni, o jehoz pravdivosti ma smysl uvazovat. Vyroky reprezentujeme vyrokovymi
proménnymi, které s vyuzitim logickych spojek (a, nebo, pokud-pak atp.) muzeme skladat

vvvvvvvvvvvv

do slozitéjsich formuli a tim modelovat slozitéjsi tvrzeni (Jako napft. souvéti).

5.1 Syntax

Syntax vyjadiuje, jakym zptibem ve vyrokové logice zapisujeme platné formule — zatim vsak
bez toho, abychom jim pfifazovali néjaky vyznam. Prvni definice popisuje symboly, které
pouzivame...

Definice 11: Abeceda vijrokové logiky zahrnuje
e spocetné mnoho symbolta vyrokovych proménnych p,q,r,...,
e symboly pro logické spojky =, V, A\, =, & ...,
e pomocné symboly zavorek ( a ).

Ozn. P ={p,q,r,...} mnozinu symbolia vyrokovych proménnych.

. dalsi uz nam presné 1iké, jak vypadé spravné utvorené formule ve vyrokové logice.

Definice 12: Formule vyrokové logiky.
e Kazdy symbol p € P je formule.
o Jsou-li ¢, ¢ fomule, pak rovnéz =(¢), (@) V (¥), (9) A (¥), () = (¥), (¢) & (¥), ...
jsou formule.
e Nic jiného formuli neni.
Zavorkovd konvence umoznuje vynechévat prebyteéné zavorky, nedojde-li k poruseni sé-
mantické jednoznac¢nosti formule.
Ozn. F mnozinu formuli vyrokové logiky.

Poznéte nyni spravné utvorenou formuli vyrokové logiky?

Piiklad 5.1.1. Uvazujte formule dle Definice [[2] Rozhodnéte, ktera z nasledujicich slov
jsou formule (neuvazujte zavorkovou konvenci, tj. zavorky musi pfesné odpovidat definici):

(
) w1 = ()

=}

) wy = (
¢) wz = (p
) (

o,
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a

b) Ne. Chybi zavorky, nejednoznacné uzavorkovani.

) Ne. Chybi zavorky.
)
c¢) Ano.
)
)

d

e

Ne. Spatna arita spojek.
Ne. Symbol = neni logicka spojka.

5.2 Sémantika

Sémantika popisuje, jak méme logické formule chapat, prifazuje celému formalismu konkrétni
vyznam. Prvni dilezity pojem, interpretace, vyjadiuje, zda konkrétni elementérni vyroky
povazujeme za pravdivé ¢i nepravdiveé.

Definice 13: Interpretace I je zobrazeni I : P — {0, 1} pfifazujici pravdivostni hodnoty 0
(nepravda), 1 (pravda) jednotlivym vyrokovym proménnym mnoziny P.

V konkrétni interpretaci elementérnich vyroki pak mizeme vyhodnotit pravdivostni hodnotu
celé formule.

Definice 14: Valuace (téZ vyhodnocent) piislusici interpretaci [ je zobrazeni I : F — {0,1}
prirazujici pravdivostni hodnoty 0 (nepravda), 1 (pravda) jednotlivym formulim z F.
(Jednd se o rozSirent interpretace z atomickych formuli na vSechny formule podle sémantiky
logickych spojek. Presnd definice je induktivni a zde ji nevvddime.)

To s sebou prinasi celou rfadu pojmi, které blize popisuji vlastnosti dané formule, at uz
obecné, ¢ ve vztahu k dalsim formulim.

Definice 15:
e Formule ¢ je pravdivd v interpretaci I, jestlize I(¢) = 1 (tj. vyhodnoti se v prislusné
valuaci na hodnotu 1). V opa¢ném piipadé je formule nepravdivd v interpretaci 1.

e Formule ¢ je logicky pravdivad ¢ tautologie, jestlize je pravdiva v libovolné interpretaci.
e Formule ¢ je kontradikce, jestlize je nepravdiva v libovolné interpretaci.

e Formule ¢ je splnitelnd, jestlize je pravdiva v néjaké interpretaci. Tato splhujici inter-
pretace se nazyva modelem formule .
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e Formule ¢, ¥ jsou sémanticky ekvivalentni, znaceno ¢ ~ 1, jestlize I(p) = I(¢)) pro
libovolnou interpretaci 1.

Podivejme se na vSe zblizka na vzorovém piikladé.

Priklad. Mé&jme formuli vyrokové logiky ¢ = p A (¢ = —p). Sestavte pravdivostni tabulku
formule ¢ a urcete

a) zda je ¢ pravdiva v interpretaci I(p) =0, I(q) =1,
b) zda je ¢ kontradikei ¢ tautologif,

c) zda je ¢ splnitelna; pripadné naleznéte néjaky jeji model.

Pravdivostni tabulka formule vypadé nésledujicim zptusobem.

LElplg|lp A (@ = —p)
1(0[0]0 0 0 1 1
2/0/1]0 0 1 1 1
3/1/0[1 1 0 1 0
4/1/1]/1 0 1 0 0

Jednotlivé fadky odpovidaji raznym interpretacim (sloupecky p, ¢) a jim pfislusicim valu-
acim jednotlivych ¢asti (podformuli) formule ¢ (nésledujici sloupecky). Sloupecek s tucné
vyznac¢enymi hodnotami odpovidé valuacim formule .

a) Formule ¢ je nepravdiva v interpretaci I, viz . 2.

b) Formule ¢ neni ani kontradikei, ani tautologii. (VSechny zvyraznéné hodnoty by musely
byt 0, resp. 1.)

c) Formule ¢ je splnitelné, nebot existuje interpretace, v niz je formule pravdiva. Viz f.
3 tabulky. Modelem formule ¢ (jedinym) je tedy interpretace I(p) =1, I(q) = 0.

Piiklad 5.2.1. Mé&jme formuli vyrokové logiky ¢ = p = —(—¢q V r). Sestavte pravdivostni
tabulku formule ¢ a urcete

a) zda je ¢ pravdiva v interpretaci I(p) =0, I(q) = I(r) = 1,
b) zda je ¢ kontradikei ¢i tautologii,

c) zda je ¢ splnitelna; pripadné naleznéte néjaky jeji model.

Pravdivostni tabulka formule vypada nasledujicim zptusobem.
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flplalr|p = - (0¢ V 1)
1{ofofolo 1T 0 1 1 0
2/0/0/1]0 1 0 1 1 1
3lof1{oj0 1 1 0 0 O
4/0/1l1/0 1 0 0 1 1
5/1/0/0/1 0 0 1 1 O
6/1/0l1]1 0 0 1 1 1
7/1/1/0/1 1 1 0 0 O
8|1/1/1/1 0 0 o0 1 1

a) Formule ¢ je pravdiva v interpretaci I, viz ¥. 4.
b) Formule ¢ neni ani kontradikei, ani tautologii.

c) Formule ¢ je splnitelné, nebot existuje interpretace, v niz je formule pravdiva. Viz napf.
. 3 tabulky. Modelem formule ¢ je tedy napf. interpretace I(p) = I(r) = I(q) = 0.

Priklad 5.2.2. Méjme formuli vyrokové logiky ¢ = (p A q) < (g A ). Bez pouZiti
pravdivostni tabulky urcete

a) zda je ¢ pravdiva v interpretaci I(p) =0, I(q) = I(r) = 1,

b

) zda je ¢ kontradikei,
c) zda je ¢ tautologii,
)

o,

zda je ¢ splnitelna; pripadné naleznéte néjaky jeji model.

a) Vyhodnotime jednotlivé ¢asti formule v dané interpretaci: I(p Aq) =0, I(—g A1) =0,
celkem tedy I(p) = 1.

b) Formule ¢ neni kontradikei, nebot je pravdiva v interpretaci I z bodu a).

c¢) Pokusime se nalézt interpretaci I, v niz bude formule ¢ nepravdiva, abychom vyvréatili,
7e se jedna o tautologii. Formule bude v I nepravdiva, pokud se v ni jednotlivé
operandy spojky < vyhodnoti na razné hodnoty, ¢ili I(p A q¢) # I(—qg A r). Lehce
lze vidét, ze tuto vlastnost ma napt I(p) = I(¢) = 0, I(r) = 1. Formule ¢ tedy neni
tautologii.

d) Formule ¢ je splnitelna, nebot existuje interpretace, v niz je formule pravdiva. Mod-
elem je napf. interpretace I z bodu a).

Priklad 5.2.3. Udejte priklad formule ¢ takové, zZe:
a) o obsahuje pravé 3 rizné vyrokové proménné a je pravdiva pravé ve 3 interpretacich,

b) ¢ obsahuje pravé 3 riuzné vyrokové proménné, je pravdiva pravé ve 3 interpretacich a
obsahuje pouze logickou spojku =.

¢) ¢ je kontradikce, obsahuje pravé 2 ruzné vyrokové proménné, kazdou dvakrat.
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(Uvazujte interpretaci jako zobrazeni pfifazujici hodnoty pravé vyrokovym proménnym vysky-
tujicim se v ¢.)

a) Napf. p =pA(qVr).
b) Takovéa neexistuje.

c) Napt. ¢ = (pA—p)V (¢ A —q).

Priiklad 5.2.4. Zjistéte, kolik existuje vzajmené neekvivalentnich formuli vyrokové logiky
a) obsahujicich pouze 3 vyrokové proménné pq, ps, ps (i vicekrat),

b) obsahujicich pouze n vyrokovych proménnych py, ..., p, (i vicekrat),

c¢) obsahujicich pouze n vyrokovych proménnych py, ..., p, (i vicekrat) pravdivych prave
v poloviné interpretaci.

a) Mame 23 = 8 rtiznych interpretaci, v kazdé 2 mozné hodnoty valuace formule, celkem
tedy 22° = 256 neekvivalentnich formuli.

b) Mame 2" ruznych interpretaci, v kazdé 2 mozné hodnoty valuace formule, celkem tedy
22" neekvivalentnich formuli.

c) Mame 2" rtiznych interpretaci, z nichZ polovina (2"~!) ma byt pravdiva. MoZnosti
vybéru pravdivych interpretaci je (237:1) a stejné je i vzajemneé neekvivalentnich formuli.

5.3 Mnoziny formuli, splnitelnost, vyplyvani

Obcas je potieba pracovat s nékolika tvrzenimi zaroven a zkoumat vztahy mezi nimi. Proto
zavadime nasledujici pojmy.

Definice 16: Mnozina formuli T je splnitelnd, jestlize existuje interpretace I, v niz jsou
pravdivé vSechny formule ¢ € T. Potom fikdme, ze mnozina T je pravdivd v interpretaci I
a tato interpretace se nazyva modelem mnoziny 7. Neni-li mnozina splnitelna, mluvime o
mnoziné nesplnitelné.

Vsimnéte si, ze prazdnad mnozina & je splnitelna a je pravdiva v libovolné interpretaci. Déle
zavedeme pojem logického vyplyvani.

Definice 17: Formule ¢ logicky vyplijvd z mnoziny formuli 7, zapisovano T F ¢, pravé kdyz
je formule ¢ pravdiva v kazdém modelu mnoziny 7.
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Jinak Feceno, formule (zavér) logicky vyplyva z mnoziny predpokladi, prave kdyz je pravdiva
v kazdé interpretaci, v niz je pravdiva i mnozina predpokladi.

Vyplyvé-li tedy formule ¢ z prazdné mnoziny, @ F ¢, jedné se o tautologii (rozmyslete si).
PiSeme jenom F ¢. V podobném duchu vynechdvame mnozinové zavorky, je-li mnozina pted-
pokladu jednoprvkova, tedy v F ¢ namisto {1} E .

Nasledujici véta déle propojuje logickou spojku implikace s logickym vyplyvanim.

Véta 18 (o dedukci): Logické vyplyvani {¢1, ..., ¥, } F ¢ plati, pravé kdyz plati vyplyvani
{s, .. Y1} F Y = .

Nésledujici vzorovy piiklad ilustruje pravé zavedené koncepty.
Priklad. Uvazujte mnozinu formuli 7 = {—p = r,=(q¢ Ar),p V —q}. Sestavte pravdivostni
tabulku mnoziny 7 a urcete
a) zda je T pravdiva v interpretaci I(p) = I(q) = I(r) =0,
b) zda je T splnitelna; piipadné naleznéte n&jaky jeji model,
c) zda plati logické vyplyvani T E p A =,
)

d) zda plati logické vyplyvani T E r = —q.

Pravdivostni tabulka mnoziny 7 vypadéa nasledujicim zptsobem.

L. \plg|r|-p=7r —(gAT) pV—q|T |pA-T|1T="¢q
170(0(0 0 1 1 0 0 1
210|101 1 1 1 1 0 1
310110 0 1 0 0 0 1
410111 1 0 0 0 0 0
5111010 1 1 1 1 1 1
61101 1 1 1 1 0 1
711(1]0 1 1 1 1 1 1
(1|11 1 0 1 0 0 0

a) Mnozina 7T neni pravdiva v interpretaci I, viz ¥. 1.

b) Mnozina T je splnitelna, nebot existuje interpretace, v niZ je mnozina pravdiva. Viz
napt. ¥. 2 tabulky. Modelem mnoziny 7 je tedy napf. interpretace I(p) = I(q) = 0,
I(r)=1.

c) Vyplyvani neplati. Existuje interpretace, v niz je pravdivd mnozina 7T (pfedpoklad),
ale neplati zavér. Viz napt. 1. 2.

d) Vyplyvani plati. Ve v8ech interpretacich, v nichz je pravdiva mnozina 7 (predpoklad),
je platny i zavér. Viz 1. 2, 5, 6, 7.
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Priklad 5.3.1. Uvazujte mnozinu formuli 7 = {r A =q,~(—=r A p),p = r}. Sestavte
pravdivostni tabulku mnoziny 7T a urcete
a) zda je T pravdiva v interpretaci I(p) = I(q) = I(r) =1,
b) zda je T splnitelna; pripadné naleznéte néjaky jeji model,
c) zda plati logické vyplyvani T E r,
)

d) zda plati logické vyplyvani T E r A p.

Pravdivostni tabulka mnoziny 7 vypada nasledujicim zptusobem.

L. \plg|r|rA—-qg —(-rAp) p=r|T |r|rAp
110100 0 1 1 00 0
210(0]1 1 1 1 111 0
310[11]0 0 1 1 010 0
41011 0 1 1 01 0
511(0]0 0 0 0 010 0
6 11]0]|1 1 1 1 1|1 1
7111110 0 0 0 0|0 0
81111 0 1 1 01 1

a) Mnozina 7T neni pravdiva v interpretaci I, viz . 8.

b) Mnozina T je splnitelna, nebot existuje interpretace, v niZ je mnozina pravdiva. Viz
napt. . 2 tabulky. Modelem mnoziny 7 je tedy napi. interpretace I(p) = I(q) = 0,
I(r)=1.

c) Vyplyvani plati. Ve vSech interpretacich, v nichz je pravdiva mnozina T (pfedpoklad),
je platny i zavér. Viz t. 2, 6.

d) Vyplyvani neplati. Existuje interpretace, v niz je pravdiva mnozina 7 (predpoklad),
ale neplati zavér. Viz napt. 1. 2.

Priklad 5.3.2. Ukazte, Ze pro kazdou mnozinu formuli 7 existuje formule ¢, ktera je
pravdiva v interpretaci I, pravé kdyz je I modelem 7T .

Pro neprazdnou mnozinu formuli 7 = {1, . .., ¢, } bude odpovidajici formuli p = @1 A--- A
©n. Prazdné mnoziné pak bude odpovidat libovolna tautologie, napt. ¢ = p V —p.

Piiklad 5.3.3. Uvazujte mnozinu formuli 7 = {(p = ¢q) V —-r, =p = s, =t V pV —q}.
Zadejte formuli ¢ tak, aby mnozina T U {¢} byla nesplnitelna.
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Napf. ¢ = p A —p.

Priiklad 5.3.4. Rozhodnéte, zda pro libovolnou neprazdnou mnozinu formuli 7 existuje
formule ¢ takova, Ze ¢ neni kontradikce a 7 U {¢} je nesplnitelna. Své tvrzeni dokazte.
(Argumentujte formélné s vyuZitim pojmu interpretace, valuace atp.)

Neexistuje, dokdzeme sporem. Uvazujme 7 = {p V —p} a necht je ¢ formule takova, ze ¢
neni kontradikce a 7 U {¢} je nesplnitelna. JelikoZ ¢ neni kontradikce, existuje interpretace
I takova, ze I(p) = 1. Formule p V —p je vSak pravdiva v libovolné interpretaci, a tedy
T U{e} ={pV —p, e} je pravdiva v interpretaci I, spor s nesplnitelnosti 7 U {¢}.

Piiklad 5.3.5. Uvazujte mnozinu formuli vyrokové logiky 7 a formule ¢, ). Rozhodnéte o
platnosti néasledujicich tvzeni:

a) Pokud TEpaTEy, pak T E o V.

b) Pokud T Epa T EY, pak T E o A.

c) Pokud T E ¢V, pak T E ¢ nebo T E 9.
d) Pokud TEp A, pak TEpaTE.

e) Pokud T F ¢, pak T F ¢ V9.

f) Pokud T E ¢, pak T E ¢ A 1.

g) Pokud T F ¢, pak T U{¢Y} F ¢.

h) Pokud T U{¢y} E ¢, pak T E ¢.

Plati.
Plati.

a)
b)
c) Neplati. Napt. pVgEpV g, alepV gt qanipVqHp.
d) Plati.
) Plati.
) Neplati.
) Plati.
) Neplati.

e
f

g
h

Priklad 5.3.6. Ukazte, ze logické vyplyvani T F ¢ plati, pravé kdyz mnozina 7 U {—¢} je
nesplnitelné.

Poznamka: Tato vlastnost odpovidd principu dikazu sporem. Znova ji uvidime v ¢asti zabiyj-
vajici se kde ukazujeme vyplijvani pomoci nesplnitelnosti mnoziny formuli.
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,= Plati-li T F ¢, znamena to, Ze pro kazdou interpretaci I takovou, ze I(T) = 1, je
I(p) = 1, a tudiz I(—p) = 0. Tedy v kazdé interpretaci, ktera by splnila 7, bude —¢
nepravdiva, a tedy je v ni i 7 U {—p} nepravdiva.

,<=" Je-li T U{—¢p} nesplnitelna, znamena to, ze v kazdé interpretaci I je I(7) = 0 nebo
I(—=¢) = 0. To znamen4, ze v kazdé interpretaci je budto 7 nepravdiva nebo ¢ pravdiva, a
tedy T F ¢.

Piiklad 5.3.7. S vyuzitim véty o dedukei (a bez pouziti pravdivostnich tabulek) rozhodnéte,
zda je formule £ = p = (¢ = (—p = 7)) tautologie, kontratikce, splnitelna formule.

5.4 Logické spojky

Se zakladnimi logickymi spojkami (V, A, =, =, ...) jsme se jiZ na intuitivni trovni setkali.

vvvvv

Definice 19: Sémantika n-drni logické spojky O je dana funkei fo : {0,1}" — {0,1}
nasledujicim zptsobem: Valuace formule v = (1, ..., ¢,) v interpretaci I je dana jako

I(Y) = foI(e1),---,I(pn)), kde I(¢1),...,I(p,) jsou valuace podformuli ¢, ..., p, piis-
lusné interpretaci 1.

Intuitivné, pro novou spojku mizeme zadat jeji sémantiku tabulkou (piedepisujici funkei fo)
a formule s touto spojkou pak odpovidajici zptisobem vyhodnocovat. Vsimnéte si rovnéz,
ze logické spojky nemusi byt nutné unarni (jako napf. —) nebo binarni (jako napf. V), ale
mohou mit libovolnou aritu.

Vyznam nové spojky ale mizeme definovat i ekvivalenci s jinou formuli. Lze tedy defino-
vat napf. nularni falsum (¢ili konstantni nepravdu) jako L &~ p A —p, ¢ implikaci jako

Y=Y~ V.

Piiklad. Definujte nularni verum T (¢ili konstantni pravdu) ekvivalenci s jinou formuli.
Definujte disjunkci tabulkou.

Nularni verum: T = pV —p.

Disjunkce:
Ll Y |eVy
11010 0
2101 1
31110 1
4 1111 1
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Jesté zavedeme pojem uplného systému logickych spojek.

Definice 20: Mnozina logickych spojek tvoii wplny systém logickyjch spojek, pokud lze
formulemi obsahujicimi pouze spojky z dané mnoziny vyjadfit libovolnou logickou funkci
(vniméame-li formule jako funkce pfifazujici zadané interpretaci svou valuaci).

Mnozina {—,V,A,=,<} tvoii uplny systém logickych spojek (dikaz vynechéavame). Ve
skutecnosti, jak dale uvidime, nam staci pouze spojky {—, =}. Zavést ostatni spojky pomoci
téchto dvou miize v mnoha piipadech usnadnit argumentaci o formulich (sta¢i uvazovat
o vlastnostech dvou spojek). V praxi (nap¥. pii tvorbé elektronickych obvodil) se jesté
pouzivaji uplné systémy logickych spojek {NAND} a {NOR}EI, které si vystaci s jedinou
spojkou.

Priklad 5.4.1. Kolik existuje ruznych vzajemné neekvivalentnich n-arnich spojek?

Definujici tabulka mé 2" fadktu a na kazdém muze byt jedna ze dvou hodnot 0, 1. Celkem
je tedy 22" vzajemné neekvivalentnich logickych spojek.

Priklad 5.4.2. Uvazujte formule vyrokové logiky nad abecedou obsahujici pouze logické
spojky =, —. Zavedte spojky V, A, < jako syntaktické zkratky v tomto systému tak, aby
mély obvykly vyznam. (Tj. pro slova ¢ V¢, o A, p < 1), kde ¢, jsou spravné utvorené
formule, uvedte formule v uvazovaném systému, které jsou jimi reprezentovany.)

Vi —p=1Y
P NP = =(p = )
v =((p=v) =1 =)

Piiklad 5.4.3. M&jme formuli vyrokové logiky ¢ = —(p A (¢00r)) V (¢ = r). Urcete (napf.
tabulkou) sémantiku binarni logické spojky [ tak, aby formule ¢ byla:

a) tautologie,

b) kontradikce,

c¢) ekvivalentni formuli p = ¢,
nebo konstatujte, ze formule nemiize danou podminku splnit. Odpovédi zdiuvodnéte.

YONANDY &~ =(p A1), pNORY & =(p V 1))
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Vytvofime (neuplnou) pravdivostni tabulku formule ¢ a formule p = ¢ pro bod c¢).

I plglr]|—- (@ A (¢ O 1) VvV (¢ = 1)|p=>g
1/ol0/0[1T 0 0 0 ? 0 1 0 1 O] 1
2lolof1/1 0o 0o 0 2?2 1 1 0 1 1] 1
3lo/1loj/1 o0 0 1 ? 0 1 1 0 0] 1
4lol1]1|1 o o 1 2 1 1 1 1 1| 1
5/1/0/0/? 1 2 o0 2 0 1 0 1 0| O
6/1/0[1]? 1 2 0o 2?2 1 1 0 1 1| o0
711/1]l0l? 1 2 1 2 0o ?2 1 0 0] 1
sl1l1l1]?2 1 2 1 2?2 1 1 1 1 1] 1

a) Aby byla ¢ tautologii, musi v interpretaci I(p) = I(q) = 1, I(r) = 0 byt I(¢) = 1,
tedy I(—(p A (¢0r))) = 1, a tedy I(p A (¢g0r)) = 0. Jelikoz I(p) = 1, je nutné, aby
spojka O v interpretaci I spliiovala I (¢gCJr) = 0. Definujeme napt. ¢Or :x r A —r (tedy
[J je binarni falsum), pfipadné tabulkou

.| q|r|q0r
110[0] O
21011 0
31110 0
4 11|11 O

b) Nelze. Napf. v interpretaci I(p) = I(q) = I(r) = 0 je I(¢) = 1 nezavisle na sémantice
spojky L. Viz 1. 1 tabulky.

c) Nelze. Napt. v interpretaci I(p) = 1, I(q) = I(r) = 0 je I(p) = 1 nezavisle na
sémantice spojky O, ale I(p = ¢) = 0. Viz f. 5 tabulky.

Priklad 5.4.4. Kolika zptisoby lze definovat sémantiku spojky O z bodu a) ptredchoziho
prikladu?

Hodnota ¢CJr je presné dana leda pro I(q) = 1, I(r) = 0. V ostatnich 3 interpretacich
muze byt hodnota libovolné, vzdy jedna z moznosti 0, 1. Celkem lze tedy sémantiku spojky
korektné dodefinovat 2% = 8 zptisoby.

Priklad 5.4.5. Ukazte, Zze néasledujici mnoziny tvori uplné systémy logickych spojek.
Vyjdéte z predpokladu, ze {=-, =} je uplny systém logickych spojek. (Tj. vyjadrete formule
© = 1) a = pomoci formuli obsahujici pouze spojky z pfislusnych mnozin.)

e {NOR}

e {NAND}
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NOR:
—¢ ~ pNOReyp

=P~ -p V= (-9pNORY) =~ =((¢NORp)NORY)
~ ((¢NORg)NOR)NOR((¢NOR@)NORz))

NAND:

Priklad 5.4.6. Uvazujte ternarni logickou spojku A definovanou takto: A(p,,0) :~
(p = 1) A =6. Rozhodnéte, zda mnozina {A} tvoii aplny systém logickych spojek, a svou
odpovéd dokazte. MiZete vyjit z predpokladu, Ze {—, =} je aplny systém logickych spojek.

Ano.

Priklad 5.4.7. Uvazujte spojku # definovanou takto: ¢ # 1 :~ =(¢ = ). Rozhodnéte,
zda mnozina {#} tvoii uplny systém logickych spojek, a svou odpovéd dokazte. MuZzete
vyjit z predpokladu, ze {—, =} je uplny systém logickych spojek.

Ne.

5.5 Normalni formy

Normélni formy predstavuji specialni zptsob zapisu, z kterého lze pfimo vycist nékteré
sémantické vlastnosti formule. Zakladni stavebni kameny formuli v normalni formé jsou
literaly, znichz skladame klauzule, resp. dualni klauzule.

Definice 21:
e Literdl je vyrokova proménné nebo jeji negace.
e Klauzule je disjunkce literéli.

e Dudlnt klauzule je konjunkce literalt.

Spojenim klauzuli konjunkci nebo dualnich klauzuli disjunkei ziskdme formuli v konjukntivni,
resp. disjunktivni norméalni formé. Kdyz navic kazda klauzule obsahuje vSechny uvazované
vyrokové proménné, bavime se o uplné normalni forme.

74



Definice 22: Uvazujme vyrokové proménné pq, ..., p,.
e Formule je v konjunktivni normdini formé (KNF), jedna-li se o konjunkci klauzuli (s
navzajem ruznymi mnozinami literald).
e Formule je v disjunktivni normdlni formé (DNF), jedna-li se o disjunkci duélnich
klauzuli (s navzajem riznymi mnozinami literald).

e Obsahuje-li navic kazda klauzule (resp. duélni klauzule) formule v KNF (resp. DNF)
kazdou z vyrokovych proménnych py,...,p, pravé jednou, hovoiime o wupiné konjunk-
tivn{ (resp. disjunktivni) normalni formé (UKNF, resp. UDNF)

Formule (pV—¢)A(—pV—qVr) je v KNF, ale neni v UKNF, protoze prvni klauzule neobsahuje
vSechny implicitné uvazované vyrokové proménné p,q,r. Ekvivalentni formuli v UKNF je
formule (pV =gV r)A(pV gV -r)A(=pV-qVr).

Pro pfevod do dplnych normalnich forem existuje pomérné pfimocary algoritmus, ktery je
ilustrovan na nasledujicim ptikladu.

Pi#iklad. Pomoci pravdivostni tabulky prevedte formuli p < ¢ do UDNF a UKNF.

Vytvorime pravdivostni tabulku zadané formule a pro interpretace, v nichz je formule prav-
diva, ptidame dualni klauzuli do UDNF; pro interpretace, v nichz je formule nepravdiva,
pfidame klauzuli do UKNF.
Klauzuli pro danou interpretaci I tvorime tak, ze pro kazdou vyrokovou proménnou p:

e je-li I(p) =0, pridame do klauzule literal p,

e je-li I(p) =1, pridame do klauzule literal —p.
V pfipadé duélni klauzule pro kazdou vyrokovou proménnou p, je-li I(p) = 0, pridame literal
—p, je-li I(p) = 1, pridame literal p.

p | q | p< q | dudlni klauzule klauzule
0]0 1 (=p A —q)

01 0 (pV —q)
Lo 0 (=pVaq)
L1} 1 (pAq)

UDNF: (=p A —q) V (p A q)
UKNEF: (p V —\q) A (—\p V q)

Pi#iklad 5.5.1. Pomoci pravdivostni tabulky pievedte formuli 7 = —s do UDNF.

Vytvoifme pravdivostni tabulku formule a pro kazdou spliujici interpretaci do UDNF
pridame odpovidajici dualni klauzuli: (=r A =s) V (=r A s) V (r A =s).
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Piiklad 5.5.2. Pomoci pravdivostni tabulky prevedte formuli —r = (r A =s) do UKNF.

Vytvofime pravdivostni tabulku formule a pro kazdou nesplitujici interpretaci do UKNF
pridame odpovidajici klauzuli: (rV s) A (r V —s).

Priklad 5.5.3. Ekvivalentnimi tpravami prevedte formuli —=(p < —¢q) V —r do KNF.

—(p & —q) \/ ekvivalence pomoci dvou implikaci
R~ —|((p = —q) A (—qg = p)) vV —r eliminace implikace
~ ﬂ((ﬂp vV =q)A\(q V p)) de Morgan
~ (—|(—|p\/ﬂq (q\/p)) de Morgan
~ ((pAqV(—gAh-p))V distributivita zleva
~ ( p/\q \/ﬁq) ((p A q) ﬂp)) vV —r distributivita zprava
~ ((eV-9A(qV—g)A(pAg)V —|p)> V —r eliminace tautologie v konjunkeci
~ ((pV—q) A ((p/\q)\/ﬁp)) vV —r distributivita zprava
~ ((pV—q) A ((p V —p)A(g V ﬂp))> V —r eliminace tautologie v konjunkci
~ ((pV-g)A(gV -p))V-r distributivita zprava
~ (pV-gV-r)A(qV-pV-r) formule v UKNF

Priklad 5.5.4. Ekvivalentnimi upravami pfevedte formuli (p V =(—r = ¢)) A (r = p) do
DNF.

(pV=(-r=q) A(r=Dp) eliminace implikace
= (p V =(rvg ) (—r Vp) de Morgan
~ (p V (=r A g ) (=1 V p) distributivita zprava
~ ((pA(=r VD)) V ((=r A=g) A (=1 V p))) distributivita zleva
(A=) V(pAD)V ((=r A=g) A(=rV p))) zjednoduseni
~ ((@A-r)VD)V ((-r A=g)A(=rV p))) distributivita zleva

((pA=r) VD)V ((-r A=g) A=)V ((=r A —q) /\p))) zjednoduseni, zavorky
~ (pA-r)VpV(—rA-q)V(—rA-gAp) formule v DNF

Z vysledné formule lze déle odstranit prebyteéné dualni klauzule p A =r, =r A =¢ A p — misto
téch je postacujici klauzule p. Vysledna formule je pak tvaru p vV (—r A —q).

Piiklad 5.5.5. Ekvivalentnimi tpravami prevedte formuli (=g A7)V (r A =p) do UDNF.
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6 Predikatova logika

Predikatova logika pfirozené rozsifuje logiku vyrokovou. Namisto vyroki zde hovorime o
predikatech, na které mizeme pohlizet jako na parametrizované vyroky, jejichz pravdivost
z&visi 1 na hodnoté parametru: napt. pravdivost tvrzeni ,z je sudé (parne) ¢islo® zavisi na
tom, zda se za hodnotou x schovava ¢islo 1 nebo 2.

6.1 Syntax

Nez za¢neme zkoumat sémantiku predikatové logiky, podivejme se opét nejprve na jeji syntax.

Definice 23: Abeceda predikatové logiky zahrnuje
e symboly pro proménné x,y, z, ...,

e predikatové symboly P,Q, R, ...,

e funkéni symboly f,g,h,... (pfip. a,b,c,d, ... pro konstanty),
e symboly pro logické spojky =, V, A\, =, & ...,

e pomocné symboly zavorek ( a ) a kvantifikdtora V a 3.

Ozn. V = {z,y, z,...} mnozinu viech proménnych.

Pozor, proménna je v kontextu predikatové logiky néco jiného nez vyrokova proménna.
Vyrokovym proménnym ve skutecnosti odpovidaji predikaty, které jsou jejich zobecnénim.
(Podrobnéji dale.)

Novym a zcela klicovym je zde pojem termu, ktery reprezentuje objekt a slouzi jako argument
pro predikaty.

Definice 24: Term.
e Kazdy symbol pro proménnou je term.

e Je-li f n-arni funkéni symbol a ¢y, ..., ¢, termy, pak také f(¢,...,t,) je term.
e Nic dalsiho neni term.
Nularni funkee, ¢ili konstanty, zapisujeme bez prazdnych zéavorek, tedy ¢ namisto ¢().

U béznych bindrnich funkénich symboli lze pouzivat i infixovy zapis bez zavorek. U béznych
unarnich symbolu lze pouzivat i prefixovy zapis bez zévorek.

Mame-li k dispozici nularni funkéni symbol ¢, binarni funkéni symboly f, + a proménné
x,Y,2,..., pak napt. f(z,c); f(f(z,y),2); ¢; +(x, z) jsou termy. Posledni uvedeny lze navic
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v souladu s vySe uvedenou konvenci zapisovat infixové jako x + z.

V matematickém kontextu tak napiiklad matematické vyrazy (nikoliv rovnice!) predstavuji
termy: x + 2, 7+ 15, 22/0. Stale je potieba mit na mysli, Ze termy reprezentuji hodnoty ¢i
objekty, nikoliv tvrzeni. Jak tedy reprezentovat tvrzeni v predikatové logice?

Definice 25: Formule predikdtové logiky.
e Je-li P n-arni predikatovy symbol a tq,...,t, termy, pak P(t,...,t,) je formule.

e Jsou-li t1, t5 termy, je t; = to formule.

e Jsou-li ¢, ¢ fomule, pak rovnéz =(¢), (¢) V (), () A (), (9) = (¥), () & (), ...

jsou formule.
e Je-li p fomule a x proménna, pak rovnéz 3z(¢) a Va(p) jsou formule.

e Nic jiného formuli neni.
U béZznych binarnich predikatovych symboli lze pouzivat i infixovy zapis bez zavorek.

Formule vznikla aplikaci predikatového symbolu na termy se nazyva atomickd formule.

V matematickém kontextu jsou matematické rovnice ¢ nerovnice jako v+5 = y—1, 22+1 < x

Vel wivs

Va3dy(z +y = 0).

Pouzité funkéni a predikatové symboly pak spoleéné tvoii jazyk predikitové logikyf’| £, ktery
doplnuje definice termu a formule konkrétnim kontextem.

Priklad. Ve formuli
e=Ve(r-z>0=Jy(f(z,y,z) <sin(0+ z))),

kde vSechny symboly maji obvykly (matematicky) vyznam, identifikujte v8echny
a) proménné,

b) termy,

c¢) funkéni symboly,

d) predikatové symboly.

U funké¢nich a predikatovych symbolu urcete i jejich aritu.

a) T, y, 2
b) z,z-x,0,y, z, f(z,y,2), 0+ x, sin(0 + x)

5Jazyk je v tomto kontextu pouze oznadeni pro mnozinu funkénich a predikitovych symboli, ¢li jedna
se o jiny pojem nez formalni jazyk.
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¢)+d) Symboly klasifikujeme v tabulce.

symbol | typ arita | zapis
. funkéni 2 infix
> predikatovy 2 infix
0 funkéni (konstanta) | O n/a

f funkéni 3 prefix
sin funkéni 1 prefix
< predikatovy 2 infix
+ funkéni 2 infix

Jazyk formule ¢ je £ ={-,>,0, f,sin, <, +}.

Proménné navic mohou byt ve formuli vazany kvantifikitorem (tedy patfit do ,scope’ kvan-
tifikdtoru), nebo byt volné.

Definice 26: Vyskyt proménné x ve formuli ¢ (vyskytem rozumime jeji pouziti v ramci
termu, nikoli kvantifikitoru) je wdzany, existuje-li podformule ¢, ozn. 1, ktera obsahuje
tento vyskyt a zac¢ind dz nebo Vz. V opa¢ném piipadé je vyskyt proménné volng.

Formule, kterd nema zadny volny vyskyt proménné se nazyva uzaviend nebo téz sentence.

Bézné pouzivané znaceni p(xy, ..., x,) znamend, ze formule ¢ mé volny vyskyt proménnych
x1,...,T,, ostatni proménné jsou ve formuli vazané.

Priklad. Klasifikujte vyskyty proménnych ve formuli Vz(x =y = JzP(z,y)) V Q(x).

Proménna z nema ve formuli zadny vyskyt (za vyskyt povazujeme, kdyz je proménna soucasti
termu, ne kvantifikdtoru). Proménnd x ma ve formuli tii vyskyty: nejprve volny, potom
vazany a nakonec opét volny. Proménna y méa ve formuli dva vyskyty, oba volné.

Priklad 6.1.1. Uvazujte jazyk L predikatové logiky obsahujici jeden unarni funkéni symbol
f a jeden nularni funkéni symbol c. Popiste mnozinu vSech termiu jazyka L.

{f(c);i € N} U{f(z);i € Ny, je proménna},

neboli

{c. f(0), f(f(c), ...} ULw, f(=2), F(F (@), ..oy f (), F(F (), 20
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Priklad 6.1.2. Uvazujte jazyk £ predikatové logiky obsahujici funkéni a predikatové sym-
boly zadané nasledujici tabulkou:

symbol | typ arita
f funkéni 2
c funkéni 0
P predikatovy | 1
Q predikatovy | 2

Rozhodnéte, kterd z nasledujicich slov jsou termy jazyka L:
a) y=uz,

b) Q(c,¢),

c) flz,c),

d) Vy(f(f(e.c).y)),
e) z,

£) f(f(c)),

g) flz,y)V fle,x),
h) f(f(c,z), f(y,2))

Ne, nerespektuje aritu funkéniho symbolu f.

Ne, termy neobsahuji logické spojky.

)
)
)
)
e) Ano.
)
)
)

Priklad 6.1.3. Uvazujte jazyk L predikatové logiky z predchoziho ptrikladu. Rozhodnéte,
ktera z nasledujicich slov jsou formulemi jazyka L:

a) y =,

) Yz (Q(c, ¢) = z),
) f(x,0),

d) Yy(f(f(c,c) ),
) Q(f(z,¢c)),

b

C

e
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£) Va(Q(f(f(c.0),y), f(z,0)) V P(f(c, 2))),
g) YaIe(f(z,c) = c).

Ano.
Ne, predikatovy symbol () pouzit jako funkéni symbol.

Ne, jedné se o term.

Ne, nerespektuje aritu predikatového symbolu Q).
Ano.

)
)
)
d) Ne, funkéni symbol f pouzit jako predikatovy symbol.
)
)
) Ne, funkéni symbol ¢ pouzit jako proménna v kvantifikatoru.

Priklad 6.1.4. Uvazujte jazyk L predikatové logiky obsahujici jediny funkéni symbol f
arity 2 a zadny predikatovy symbol. Uvedte piiklad formule jazyka £
a) s jedinou proménnou x s pravé dvéma vazanymi vyskyty a zZadnym volnym vyskytem,
b) s jedinou proménnou x s pravé jednim vazanym a jednim volnym vyskytem,
c) pouze s proménnymi z, y se dvéma vazanymi a zadnym volnym vyskytem, resp. s
jednim volnym a zadnym vazanym vyskytem,

d) pouze s proménnymi z, y, kazdou s jednim volnym a jednim vazanym vyskytem.

Priklad 6.1.5. Uvazujte jazyk L£; predikatové logiky, ktery obsahuje pravé dva funkéni
symboly:

e nularni symbol (konstantu) k,

e unarni symbol f
a zadny predikatovy symbol. Dale uvazujte jazyk Lo, ktery navic k témto dvéma funkénim
symboliim obsahuje unarni predikatovy symbol P. Rozhodnéte o pravdivosti nésledujicich
tvrzeni a svou odpoveéd zduvodnéte:

1. Mnozina T = {f'(k) | i € No} = {k, f(k), f(f(k)), f(f(f(k))),...} jsou pravé viechny
termy jazyka L;.

2. Neexistuje formule predikatové logiky jazyka L.
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3. Uvazujte formuli ¢ = VxP(z) jazyka Lo. Existuji podformule 1y, 15 formule ¢ takové,
ze vSechny proménné formule ¢; maji v ¢, volny vyskyt a vSechny proménné formule
Wy maji v 1y vazany vyskyt?

1. Nepravdivé tvrzeni. Mnozina 7 jsou pravé vSechny uzaviené termy jazyka £, (Cili
termy bez proménnych). Mnozina v8ech termii musi navic nutné zahrnovat i termy s
proménnymi.

2. Nepravdivé tvrzeni. Formule predikatové logiky jazyka L; existuje, napiiklad z = x.
(Implicitné totiz v souladu s Definici [25( uvazujeme jazyk s rovnosti.)

3. Pravdivé tvrzeni. Mame ¢, = P(z) a ¢y = ¢.

6.2 Sémantika

Podobné jako u vyrokové logiky je nyni namisté dodat formulim predikatové logiky konkrétni

vvvvvv

Definice 27: Interpretace (téz realizace) jazyka L je struktura I zahrnujici
e neprazdné univerzum (¢i doménu) Dy,
e n-arni relaci I(P) C D} pro kazdy n-arni predikatovy symbol P jazyka L,
e zobrazeni I(f) : D} — Dj pro kazdy n-arni funkéni symbol f jazyka L.

Univerzum specifikuje mnozinu objekti, nad kterymi pracujeme. Termy pak reprezentuji
hodnoty z tohoto univerza. Misto jednoduchého prifazeni jedni¢ek a nul vyrokovym promeén-
nym jsou predikaty chapéany jako relace a jejich pravdivost zavisi na hodnotéch jejich argu-
mentu.

Abychom mohli vyhodnocovat termy, je potieba jesté definovat, jak interpretovat proménné.
K tomu slouzi valuace.

Definice 28: Valuace je zobrazeni V : V — D; prifazujici proménnym prvky univerza.

Hodnotu termu v interpretaci a valuaci pak upfesnuje néasledujici induktivni definice.

Definice 29: Hodnota termu t v interpretaci I a valuaci V' je prvek univerza |t|;v € Dy,
kde

e |t|;v =V (x) pro t = z, kde = je proménné,
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o tlrv =1(f)(tilrv,---s|talrv) prot = f(t1,...,ts), kde f je n-arni funkce a ty,...,¢,
jsou termy.

Priiklad. Uvazujte jazyk £ s jednim nuldrnim funkénim symbolem ¢ a jednim binarnim
funkénim symbolem f a jeho interpretaci I, kde
e Univerzum tvoii cela ¢isla 0, 1 a 2, tj. D; = {0, 1, 2}.
e Symbol f se realizuje jako s¢itani modulo 3, tj. I(f)(z,y) = (z +y) mod 3.
e Symbol ¢ se realizuje jako ¢islo 1, tj. I(c) = 1.
Déle uvazujte valuaci V', kterd v8em proménnym piifazuje hodnotu 2, tj. V(z) = 2 pro
vSechna = € V. Urcete hodnoty nasledujicich termt v interpretaci I a valuaci V:
a) ¢
b) fle,x)
c) fz, f(z,y))

a) Podle druhého bodu definice hodnoty termu je |c|;y = I(c) = 1.

b) Podle druhého bodu definice hodnoty termu je | f(c,x)|rv = I(f)(|¢|rv, |z|rv). Podle
druhého, resp. prvniho bodu definice mame |c|;y = I(c) =1 a |z|,y = V(z) = 2, a
tedy celkem |f(c,x)|rv = I(f)(1,2) = (1+2) mod 3 =0.

o) Méme postupn [z, #(oy5)) sy = 20 (eloys (@) o) = (@ + 1) modis = 0
protoze |z|ryv = V(z) =2 a |f(z,y)lrv = I(f)(|z|rv,|ylrv) = (24 2) mod 3 =1,
nebot |x|I,V = |y|I,V =V(z) = 2.

Nyni miizeme pristoupit k definovani pravdivosti formule v dané interpretaci a valuaci.

Definice 30: Zda formule ¢ je pravdivd v interpretaci I a valuaci V, znaceno EY ¢, defin-
ujeme induktivné takto:

o EY P(ty,...,t,), pravé kdyz (|ti|rv, .. ., [talrv) € I(P),

o EY 1) =ty, pravé kdyZ |t1|rv = |ta|rv,

o BV =), pravé kdyz neni E} 4,

o EV A& prave kdyz EY o a EY € (a podobné pro zbylé logické spojky; vynechéno),

o EY Vi, pravé kdyz pro viechny prvky univerza d € D plati EY' ¢, kde valuace V'
vznikla z V' nahrazenim obrazu proménné x prvkem d,

e EY Jav), pravé kdyz pro néjaky prvek univerza d € D plati EY ¢, kde valuace V'
vznikla z V' nahrazenim obrazu proménné x prvkem d.

Priklad. Uvazujte jazyk L predikatové logiky obsahujici jeden unarni funkéni symbol f a
jeden binarni predikatovy symbol P. Dale uvazujte interpretaci I jazyka L:
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e Univerzum tvoii vSechna realna ¢isla, tj. D; = R.

e Symbol f se realizuje jako unarni minus, tj. I(f)(z) = —z.

e Symbol P se realizuje jako ostré mensi nez, tj. I(P) = {(z,y) € R*z < y}.
Necht V' je valuace pfifazujici vSem proménnym hodnotu 1, tj. V' (z) = 1 pro vSechna = € V.
Rozhodnéte, zda nésledujici formule jsou pravdivé v interpretaci I a valuaci V:

a)
b)
)
Q)

a)

Pz, f(x))
e P(x, f(x))
JxVy P(z,y)
JzP(z,y)

Mame |z|;v = 1, |f(x)|ry = —1. Dle prvniho fadku definice je formule P(z, f(x))
pravdiva, pravé kdyz (|z|rv, |f(@)|rv) € I(P), tj. (1,-1) € {(z,y) € R*z < y},
neboli 1 < —1, coz zjevné neplati.

Vice neformalné: Termy = a f(x) se vyhodnoti na 1, resp. —1. PonévadZ se symbol P
realizuje jako ostra nerovnost a neplati 1 < —1, je formule nepravdiva.

Ve formuli se vyskytuje pouze proménné zx, zizime tedy argumentaci pouze na ni.
Formule je pravdiva, jestlize existuje prvek univerza, jehoz dosazenim za x docilime
toho, ze je formule P(z, f(z)) pravdivé; takovym prvkem je ovSem napt. ¢islo —1.

Formule je pravdiva, jestlize existuje prvek, jehoz dosazenim za x docilime toho, Ze
je formule VyP(xz,y) pravdiva. Takovy prvek nicméné neexistuje, nebot pii dosazeni
libovolného realného cisla d € D; za x budou existovat hodnoty y, pro které neni
P(z,y) pravdiva — napi. ¢islod—1 € D; (a tudiz neni P(z,y) pravdiva pro libovolnou
hodnotu y).

Pozor na poradi kvantifikitori! Aby byla uvazovana formule pravdiva, musi existovat

hodnota z takova, ze jiz formule P(z,y) plati pro libovolné y.

Proménna y ma v uvazované valuaci hodnotu 1, zjevné existuje hodnota x, aby formule
P(z,y) byla pravdiva (kupf. V(z) = 0), a tedy uvazovana formule je pravdiva.

Pravdivost formule (pouze) v interpretaci je definovana tak, aby byla ekvivalentni doplnéni
univerzéalnich kvantifikitort pro volné proménné, tedy

Fr P(z,y), pravé kdyz FpVaVyP(x,y) :

Definice 31:

Formule predikatové logiky je pravdivd v interpretaci I, ozn. Fj ¢, jestlize je pravdiva
v interpretaci I a valuaci V' pro libovolnou valuaci V.
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e Formule predikatové logiky je logicky pravdivd ¢i tautologie, ozn. F ¢, jestlize je prav-
diva v kazdé interpretaci.

Priklad 6.2.1. Ukaite, Ze existen¢ni kvantifikator 3 lze v predikatové logice zavést jako
syntaktickou zkratku, tj. ekvivalentnimi Gpravami vyjadirete Jxp bez pouziti symbolu 3.

dzp = Ve

Casto se vyskytuje $patné feseni ve stylu ,Mé&me doménu D = {ay,as,...,a,}, pak Iz
je zkratkou pro ¢(x/ai) V o(z/as) V -+ V ¢o(x/a,), kde p(x/a) znaéi ndhradu proménné x
prvkem a ve formuli ¢.“ Takova odpovéd je Spatné z nékolika duvod:

e Doména neni v zadani specifikovana, takové feseni nefunguje obecné.

e Reseni nepostihuje nekonecné domény jako Z ¢i R (neumime vytvorit nekonecné
dlouhou formuli).

® ay,...,a, nejsou termy, ale prvky domény. Neexistuje garance, ze v daném jazyce
budeme moct vyjadrit kazdy prvek domény pomoci néjakého termu.

Priklad 6.2.2. Naleznéte negace nasledujicich formuli tak, aby se symboly — nachézely
vyhradné bezprostifedné pied predikdtovymi symboly.

a) Va(P(x) v IyQ(y))
b) Vx(P(z) = Q(x)) A Jx(R(z) A S(x))
c) (FeP(x) VvyQ(y)) & Ye(EByR(z,y) = Qz))

a) —Va(P(z) vV 3yQ(y))
~ Jz—(P(z) V 3yQ(y))
~ Jr(=P(z) A Vy=Q(y))

b) =(Vz(P(z) = Q(x)) A Jx(R(z) A S(x)))
~ Jr=(P(7) = Q(z)) V Vz—(R(z) A S(7))
~ Jz(P(z) A =Q(z)) V Vz(=R(z) V =S(z))

c) =((FzP(x) VVyQ(y)) & Yz(IyR(z,y) = Q(x)))
~ —(3xP(z) VVYQ(y)) < Ve (JyR(z, y) = Q(x))
~ (Ye=P(z) A 3y=Q(y)) & Ve(JyR(z,y) = Q(z))
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Priklad 6.2.3. Uvazte formuli ¢ = Jx(VyR(z,y) = Q(x)). Pro kazdou z nasledujicich
interpretaci rozhodnéte, zda je modelem formule ¢.

a) Dy = {0}, [(R) = 2, 1(Q) = &
b) D; = {0}, I(R) = {(0,0)}, I(Q) = &
¢) Dr=7Z,I(R)=ZxZ, I(Q) =N,

a) Ano. Pro V(z) = 0 je podformule YyR(z,y) = Q(z) pravdiva, jelikoz I(R) = @ (¢ili
nedojde nikdy ke splnéni predpokladu implikace).

b) Ne. Pro V(z) = 0 je totiz formule Vy R(x, y) pravdiva (jedind mozna hodnota V (y) = 0
a (0,0) € I(R)), ale Q(z) je nepravdiva. V(x) nemuZze nebyvat jiné hodnoty nez 0, a
tudiz nelze nalézt hodnotu V' (z), aby formule VyR(z,y) = Q(z) byla pravdiva.

¢) Ano. Pro V(z) = 0 je podformule VyR(z,y) = Q(z) pravdiva, protoze je pravdiva
podformule Q(x) (nebot 0 € I(Q) = Ny).

Priklad 6.2.4. Uvazte formuli ¢ = Vy(3zR(x,y) = Q(y)). Pro kazdou z nasledujicich
odrazek popiste pravé ta I(Q)), ze interpretace I je modelem formule .

a) Dr = {0}, I(R) = {(0,0)}

)
) ) =<

d) Dy =7, I(R) ={(z,y) € Z x Z | x je sudé ¢islo}
) Dy =27, I(R) ={(x,y) € Z x Z |y je sudé ¢islo}

a) 1(Q) = {0}

b) 1(Q) = {0} nebo I(Q) = &

c) I(Q) =7

d) 1(Q) = Z

e) {x € Z |z jesudeécislo} CI(Q) CZ

Priklad 6.2.5. Rozhodnéte, v jakych interpretacich jsou pravdivé nasledujici formule:
a) Voy3z(((z =y) vV (z = 2)) A (y # 2))

b) Vavyvz((Q(z,y) AQ(y, 2)) = Q(x, 2))
c) Va(=Q(z,z) A IyQ(z,y))
d) Va(z # f(x) A = f(f(2)))

87



a) Formule je pravdiva pravé v interpretacich alespon dvouprvkovym univerzem.
b) Formule je pravdiva pravé v interpretacich I, kde I(Q) je tranzitivni relace.

c¢) Formule je pravdiva pravé v interpretacich I, kde I(Q) je ireflexivni relace, kde kazdy
prvek je v relaci alespon s 1 dalsim (vychazi z néj alespon 1 Sipka v grafu relace).

d) Formule je pravdiva pravé v interpretacich I, kde kazdy prvek univerza je v grafu
funkce I(f) zahrnut v néjakém cyklu délky dva. Je-li univerzum I koneéné, mé tedy
navic sudou kardinalitu.

Nasledujici obrazky vyobrazuji pozadované vlastnosti modeli vybranych formuli. Cervené
barva naznacuje hrany, které v modelu nesmi byt, modra barva naznacuje hrany, které
naopak v modelu byt musi. V modelu obecné mohou byt navic i jiné nez modré hrany. (Jen
pozor, u funkci je tieba respektovat, Ze z kazdého vrcholu vychazi pravé jedna hrana.)

4&& - BBB

c) Graf relace 1(Q) ) Graf funkce I(f

Priiklad 6.2.6. Uvazujte jazyk L predikiatové logiky obsahujici pravé dva binarni funkéni
symboly * a +. UvaZujte interpretaci (realizaci) I jazyka L, kde univerzum tvoii v8echna
realna ¢isla R a funkéni symboly se realizuji béZnym (matematickym) zptsobem, tj. + jako
sCéitani a * jako nésobeni. Naleznéte
a) fomuli a(z,y, 2), kt. je pravdiva v I pravé v téch valuacich V, ze V(z) =V (y) = V(2),
b) (
c) fomuli vy(z), kterad je pravdiva v I pravé v téch valuacich V', ze V(z) je 1,
d) (

fomuli (), ktera je pravdiva v I pravé v téch valuacich V', ze V(z) je 0,

fomuli §(z), kterd je pravdiva v I pravé v téch valuacich V, ze V(z) je kladné ¢islo

nebo 0,
e) fomuli e(x,y), kterd je pravdiva v I pravé v téch valuacich V, ze V(z) < V (y).

P1i definovani formuli se muzete odvolat na formule, které jste jiz zavedli v pfedchozich

bodech.

a) Napf. a(z,y,2) ==y + 2.
b) Napt. fi(z) = x +x = z nebo fs(z) = Vy(x xy = x).
c) Napft. v1(z) =Vy(y xx = y) nebo y(z) = (x x z = z) A =5(x).
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Pozor, v pripadé 7, lze jednodusse zapomenout na podminku, aby x nebyla nula, ta
totiz rovnici 22 = x vyhovuje taky.

d) Napf. 0(z) = Jy(y xy = x).
e) Napf. e1(z,y) = J2(x + 2z * 2 = y) nebo ex(z,y) = F2(d(2) Az + 2 = y).

6.3 Normalni formy

Jelikoz rezoluce v predikatové logice vyzaduje praci s formulemi urcitych tvart, je nutné se
s témito tvary seznédmit, abychom mohli rezoluci provadét. Podobné jako ve vyrokové logice
jim fikdAme normalni formy. Prvni normélni forma, prenexovi, ma vSechny kvantifikitory
umistény pred samotnym jadrem formule, které je v KNF. Literalem v kontextu predikatové
logiky rozumime libovolnou atomickou formuli nebo jeji negaci.

Definice 32: Uzaviena formule ¢ se nachézi v prenexové normdlni formé (PNF), je-li tvaru

lel s ann¢7

kde Q; € {V,3}, z1,...,x, jsou proménné a formule ¢ je v konjunktivni normalni formé
(zejména tedy neobsahuje zadny kvantifikator).

Napiiklad formule Vz3y((P(f(y)) V -Q(z)) A (=P(y) V P(z))) se nachazi v PNF.

Skolemova normélni forma oproti PNF jesté navic vyzaduje, aby veskeré proménné ve formuli
byly v8eobecné kvantifikované.

Definice 33: Uzaviena formule ¢ se nachéazi ve Skolemové normdlni formé, nachéazi-li se v
prenexové norméalni formé a obsahuje pouze obecné kvantifikatory V.

Napiiklad formule Vz((P(f(g(z))) V =Q(z)) A (=P(g(z)) vV P(x))) se nachézi ve Skolemové
NF, jelikoz vznikla skolemizaci pfedchozi formule v PNF. Procesy prevodu do PNF a do
Skolemovy NF si ukdzeme na piikladech.

Piiklad. Prevedte formuli 32Vy(P(z,y) = —VzQ(y,z)) do PNF.

Algoritmus prevodu sestava z nékolika kroki.

I. Eliminujeme zbytecné kvantifikatory. (Takové v zadané formuli nejsou.)

I1. Piejmenujeme proménné tak, aby u kazdého kvantifikitoru byla jina proménné:
E|$lvy<P(x17y) = _‘v-%ZQ(ya-Z'Z))
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[TI. Eliminujeme jiné spojky nez V, A, —:
ElxIVy<_|P(xlv y) \ _‘v.fQQ(y, xQ))

IV. Pfesuneme negaci az pred samotné predikaty (s vyuzitim de Morganovych zakoni a
pravidel pro negaci kvantifikatoru):
Elxlvy<_|P(x17 y) \ Ele_'Q(y7 x2)>

V. Kvantifikatory pfesuneme ven z jadra formule: JzVy3zo(—P(x1,y) V -Q(y, 22))

VI. Jadro formule upravime do KNF pomoci distributivnich zakona. (Jiz je v KNF.)

Nyni si demonstrujeme pievod vysledné formule do Skolemovy NF.

Piiklad. Prevedte formuli 3z,Vy3Izo(—P(xy1,y) V ~Q(y, z2)) do Skolemovy NF.

Prevod z PNF do Skolemovy NF spociva v citlivém odstranéni existencnich kvantifikatori.
Jejich roli v nové vytvorené formuli zastoupi Skolemovy funkce, které se vyhodnoti na hod-
notu, kterou by puvodné ,yybral* existenc¢ni kvantifikator.

V zadané formuli je volba hodnoty proménné x; pevnéa (nezéavisi na dalsich proménnych,
protoze existen¢ni kvantifikator je uplné prvni), nahradime tedy proménnou z; konstantou
¢ a kvantifikdtor odstranime (x; — c¢):

\V/yal‘g(_'P(C, y) \% _'Q<y7 x2))

Volba hodnoty proménné x5 jiz pevné neni, ale mize zaviset na konkrétni hodnoté y, protoze
se obecny kvantifikator s y nachazi pred kvantifikitorem s x5. Nahradime tedy proménnou
xo funkei f(y) a kvantifikitor odstranime (x2 — f(y)):

Vy(=P(c,y) vV =Q(y, f(y)))

Nalezené formule je jiz ve Skolemové NF.

Priklad 6.3.1. Prevedte nasledujici formule do prenexové normalni formy a provedte
skolemizaci.
a) (VedyQ(z,y) vV IaVyP(z,y)) A ~FxIyVzR(z,y, 2)

b) =(Va3yP(z,y) = 3xIyR(x,y)) AVa(=FyQ(z,y))

a) Pfi prevodu postupujeme dle algoritmu popsaného vyse.

[. Eliminace zbyte¢nych kvantifikatoru je trivialni, takové ve formuli totiZz nejsou.
I1. Pristoupime k prejmenovani proménnych, aby mél kazdy kvantifikdtor proménnou
s jinym nézvem: (Vz3yQ(z,y) V 3xVy1 P(x1,y1)) A 73xoFyaV2 R(xg, Yo, 2).
ITI. Formule jiz obsahuje pouze spojky V, A, —.
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IV. Presuneme negaci pred samotné predikaty:
(Vz3yQ(z,y) V 3z:Vy1 P(T1,91)) A Vo VyaI2=R(T2, Y2, 2).
V. Kvantifikdtory presuneme na zacatek formule:
VaIyIa, Vi VsV 32 (Q(z, y) V P(x1, 41)) A —R(22, 42, 2)).
VI. Jadro je jiz v KNF, takze neni nutna dalsi aprava.

Vysledna formule v PNF:
— Vady3z Vi Ve Yy 32((Q(z, y) V Pz, y1)) A —R(22, Y2, 2))
Skolemova NF (nahrazujeme y — f(z), 21 — g(z) a z = h(z, y1, 22, 92)):
— VaVy Ve Yy ((Q(z, f(2)) V P(g(z),y1)) A 2 R(22, Y2, h(z, y1, T2, y2)))
b) Vysledna formule v PNF:
— VaIyVa Yy Ve Vyo (P(x, y) A = R(z1, 1) A ~Q(x2, y2))
Skolemova NF (nahrazujeme y — f(z)):
— VaVa, Vi Voo Vo (P(z, f(2) A =R(21, 1) A =Q (22, 2))

Priiklad 6.3.2. Uvazujte nasledujici formule:
a) a =VaVydz(x + z = y),
b) 8= FaVy(z xy = x),
) y=VaVyIr(z <y=z<r <y)
)
)

d) & =V, Yy VaoVye 3o Iys(VV (21 — 23)2 + (y1 — 13)? = /(22 — 3)2 + (y2 — ¥3)?)

e) e=Vady(z >0=ax=2Y))
nad doménou realnych ¢isel, kde matematické symboly +, *, -2, \/~, ... se interpretuji b&Znym
zpusobem (tj. + jako séitani, x jako nasobeni, ...). Provedte skolemizaci téchto formuli a
urCete néjakou moznou interpretaci pro kazdou z nové vzniklych Skolemovych funkei (ve.
konstant) tak, aby byla zachovana pravdivost formuli.

a) as = VaVy(z + (y — x) = y), kde — se interpretuje bé&Znym zpiisobem.

b) fs = Vy(0xy = 0), kde 0 se interpretuje béznym zptsobem.

c) Napft. 75 = VaVy(—(z <y) Vo < AVG(z,y) < y), kde AVG(z,y) se interpretuje jako
aritmeticky prameér cisel x, y.

Nezapomenite se zbavit implikace!

d) Pokud se na problém podivame z geometrického hlediska, ¢emuz napovidé i znaceni
proménnych v zadani, formule fiké, Ze pro kazdou dvojici bodu [z1,y1] =: A, [z2, ys] =:
B existuje bod [z3,y3] =: C, ktery spliwuje ||AC|| = ||BC||. Takovy bod je napiiklad
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stfed tusecky AB, jehoz souradnice nelezneme pravé zprumérovanim jednotlivych slozek
bodu A, B.

s = Vo ¥y Veavy(y/ (2 — f(2)? + (11 — 9(2))2 = /(22 — f(@))2 + (32 — 9(2))?),
kde ¥ je zkraceny zapis pro x1, y1, T2, Y2 a f se interpretuje jako prumér zovych sourad-
nic, tj. f(z1,y1,22,¥2) = AVG(x1,22) a g se analogicky interpretuje jako pramér
yovych souradnic.

eg = Vo(=(z > 0) Vo = 2/@) kde f(z) se interpretuje napt. jako

~ Jlogy(w) >0,
J(@) = {0 jinak.

Zde je velmi dilezité nepiehlédnout fakt, Ze logaritmus je definovan pouze na R,
ale nase funkce musi byt totalni na celé doméné R. (Nicméné mimo R* na hodnoté
nezélezi.)
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7 Ditkazové systémy a rezoluce

Predmétem této kapitoly budou formalni systémy, které umoznuji vyvozovat zavéry na stro-
jové urovni. Nejprve se seznamime s axiomatickymi dikazovymi systémy, posléze s rezoluci
ve vyrokové i predikatové logice a nakonec s programovacim jazykem Prolog, jehoZ vypocty
jsou na principu rezoluce zalozeny.

7.1 Axiomatické systémy

Axiomatické systémy umoznuji formalizovat pojem matematického ditkazu. Axiomaticky
systém obsahuje axiomy (resp. schémata axiomi) a odvozovaci pravidla, ktera specifikuji,
jak z platnych tvrzeni odvodit dalsi platné tvrzeni. V ramci vyrokové logiky budeme pouzivat
Lukasiewiczliv axiomaticky systém.

Definice 34: fukasiewicziv axiomaticky systém zahrnuje schémata axiomu
o Al: p= (Y= )
¢ A2: (o= (¥ =¢)) = ((p=>¢) = (v =9))
o A3: (g = ) = (¥ = o)
a odvozovaci pravidlo
e MP (modus ponens): Z ¢ a ¢ = 1) odvod .

Nasledujici definice formalniho diikkazu se nevztahuje pouze k Yfukasiewiczovému systému,
ale obecné k libovolnému zvolenému axiomatickému systému.

Definice 35: Formdini dikaz formule ¢ v axiomatickém systému je konecné posloupnost
formuli ¢, ..., 1,, kde ¢, = ¢ a pro kazdé 1 < i < n je 1; instanci néjakého schématu
axiomu (tj. dosazenim konkrétnich formuli za symboly ¢, 1, £ apod.) nebo vzniklo aplikaci
odvozovaciho pravidla na formule, které mu v posloupnosti predchézely.

Formule ¢ je dokazatelnd, zapisovano F ¢, jestlize v uvazovaném axiomatickém systému
existuje jeji formalni dikaz.

S definici formélniho dikazu jiz muzeme hovorit o dokazatelnosti formule ve zvoleném ax-
iomatickém systému a o korektnosti ¢i uplnosti axiomatického systému.

Definice 36:
e Je-li kazda v uvazovaném systému dokazatelna formule logicky pravdiva (¢&ili pro kazdou
formuli ¢ plati pokud F ¢, pak E ¢), hovoiime o korektnim systému.

e Je-li kazda logicky pravdiva formule v uvazovaném systému dokazatelna (¢&ili pro kazdou
formuli ¢ plati pokud E ¢, pak F ), hovofime o upiném systému.
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Priklad. Uvedte formalni dikaz formule ¢ = p = p v Lukasiewiczové ax. systému.

Al: p= ((p=p) = p)
A2: <p:>((p=>p):>p)> = <(p=>(P=>P)):>(p:>p)>

MP: (p= (p=p)) = (p=p)
Al: p=(p=p)
MP:p=p

Priklad 7.1.1. Uvedte formalni dikazy nésledujicich formuli v FLukasiewiczové axiomat-
ickém systému:

a) p=(p=(¢=r))=(p=rp

b) v =q= (p=p)

a) —Alp=((g=r)=Dp)
-~ A2 (p=((¢g=r)=p)=>((p=(@=>1)=(@P=Dp)
~ MP: (p=(¢g=71)) = (p = p)
b) —Al:p=((p=p) =p)
— A2: (p:s ((pép)ép» = ((p:‘(pép)) i(pip))
~ MP: (p= (p=p)) = (p=>Dp)
— Al: p= (p=Dp)
— MP:p=»p
- Al: (p=p) = (¢=(p=Dp)
— MP: ¢ = (p = p)

Priklad 7.1.2. Uvazujte axiomaticky systém zahrnujici schémata axiomi (p, 1 mohou byt
libovolné formule)
e Al: p= o
° A2: o= (¥ = (¢ = 1))
a odvozovaci pravidlo MP (modus ponens).
a) Dokazte, Ze je uvazovany systém korektni, tj. pro kazdou formuli ¢ v tomto systému
plati, ze pokud F ¢, pak F ¢.

b) Dokazte, ze uvazovany systém neni uplny, tj. existuje formule ¢, pro kterou plati F ¢,
ale neplati F ¢.

Ndpovéda k b): Hledejte syntaktickou vlastnost, kterou zachovdvaji formule dokazatelné
v tomto systému.
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a) Nejprve ukdzeme, ze schémata axiomi nam davaji tautologie pro libovolné formule
«, 3, naptiklad tabulkou. (vynechéno) Poté ukazeme, ze MP zachovéava pravdivost, tj.
jsou-li @ a @ = [ tautologie, pak je g tautologie. To je ovSsem jednoduché: a = [
je pravdiva ve vsSech interpretacich, a proto nebude pro zadnou interpretaci I platit
I(a) = 1,1(B) = 0. Protoze I(a) = 1 pro vSechny I, musi byt () = 1 pro vSechny I,
tedy [ je tautologie.

b) Dokazeme, ze vSechny odvoditelné formule obsahuji lichy po¢et symbola =, a uvedeme
néjakou tautologii, ktera tuto vlastnost nema.

A1l: Necht m je pocet vyskyti symbolu = ve slové a. Pocet vyskyti tohoto symbolu
ve slové a = « je 2m + 1, coz je liché ¢islo.

A2: Necht m,n jsou pocty vyskyti symbolu = ve slovech «a, resp. 5. Pocet vyskytu
tohoto symbolu ve slové a = (= (a = f)) je2m+2n+3=2(m+n+ 1)+ 1, coz
je liché cislo.

MP: Necht liché ¢isla m = 2k 41, n = 2l + 1 jsou pocty vyskyti symbolu = ve slovech
a, resp. a« = . Pakveslové fjen—m—1=214+1-2k—-1-1=2(I—-k—-1)+1
vyskyti tohoto symbolu, coz je liché ¢islo.

Ukézali jsme, Ze vSechny formule odvoditelné v uvazovaném systému obsahuji lichy
pocet vyskytid symbolu =-.

Tautogie ¢, pro kterou neplati - ¢, je tedy napiiklad ¢ = p = (¢ = p).

7.2 Obecna rezoluce ve vyrokové logice

V ramci pojednéavani o rezolu¢ni metodé budeme podobné jako diive pracovat s klauzulems,
tedy disjunkcemi literali. Budeme ovSsem pouzivat mnozinovy zapis, kdy klauzuli ¢;V---V £,
zapiSeme jako mmnozinu literala {¢i,...,¢,}. Specialné zavadime symbol O pro prazdnou
mnozinu literalu, tedy kontradikei.

Definice 37: Rezolucni pravidlo: Uvazujme dvé klauzule {p,(y,..., 0.}, {-p, 0}, .., (.},
kde ¢;, resp. ¢} jsou literaly. Jejich rezolventou je klauzule {/1,... 0, (), ... (] }.

Rezolventou klauzuli {—p,r, —t,u} a {s,—q,—r} je klauzule {-p, —t, u,s,—¢}. Klauzule
{=p,r,—t,u} a {=r} maji rezolventu {—p, =t, u}.

Opakovanou aplikaci rezolu¢niho pravidla vznika rezolu¢ni dukaz (v8imnéte si podobnosti s
definici formalniho diikazu v axiomatickém systému):
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Definice 38: Rezolucni dikaz klauzule C' z mnoziny klauzuli S je kone¢na posloupnost
klauzuli Cy,...,C,,, kde C,, = C a pro kazdé 1 < i < n je C; € S nebo C; vzniklo aplikaci
rezoluéniho pravidla na klauzule, které mu v posloupnosti predchazely.

Klauzule C' je rezolucné dokazatelnd z S, zapisovano S g C jestlize existuje jeji rezoluéni
dikaz z S.

Rezoluéni dikaz prazdné klauzule [J z mnoziny klauzuli S nazyvame vyvrdcenim S.

Dilezita vlastnost rezoluéniho pravidla je, ze zachovava pravdivost v interpretaci (a tudiz i
splnitelnost). Dokazeme-li tedy z néjaké mnoziny klauzuli S klauzuli C, vyplyva klauzule C
z mnoziny S. Dokazeme-li z néjaké mnoziny klauzuli S prazdnou klauzuli [, je mnozina S
nesplnitelné.

Priklad. Uvedte rezolu¢ni dikaz klauzule C' = {—q} z mnoziny S = {{p,r},{-s,—r},

{—a,s},{-p}}

o Oy ={p,rtes

o Oy ={ptes

e C5 = {r} rezolventa C; a C

e Cy={-s,—r}es

Cs={—q,s} €8S

Cs = {—q, —r} rezolventa Cy a Cj
C7 = {—q} = C rezolventa C3 a Cj

Pro lepsi predstavu je nékdy vyhodné zapisovat rezolu¢ni diitkazy pomoci stromu misto
posloupnosti klauzuli. Kofenem stromu je vzdy vysledna klauzule a potomky kazdého
vnitiniho uzlu jsou klauzule, jejichz je dany uzel rezolventou. Listy pak tvori prvky mnoziny
S. Rezolué¢ni strom pro pravé uvedeny piiklad by mohl vypadat nésledovneé:

{p.ry {-p} {-gst {-s,—r}
N N
{r} {—q,—r}
\/

{—aq}

Mnohdy{¥ je vyhodnéjsi misto odvozeni konkrétni klauzule ukizat nesplnitelnost mnoziny
klauzuli. Néasledujici véta shrnuje, jak lze vyplyvani dokizat vyvracenim mnoziny formuli.

6Konkrétné napiiklad pii strojovém dokazovani u dalgich typu rezoluce.
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Véta 39: Pro mnozinu formuli 7 a formuli ¢ plati T E ¢, pravé kdyz T U {—¢} je nes-
plnitelna.

Proto budeme casto vyplyvani 7 F ¢ ukazovat tak, Ze namisto rezolu¢niho dikazu T Fg ¢
nalezneme rezolucni vyvraceni 7 U {—¢} Fr O.

Dukaz Véty [39| neni zvlast narocény a miizete si ho rozmyslet v ramci [Prikladu 5.3.6|

Priklad 7.2.1. Obecnou rezoluci ukazte nesplnitelnost nasledujicich mnozin klauzuli.
a) {{_'pv g, _'8}7 {_'pa g, 3}7 {_‘p> Q}7 {pv _‘Q}a {p> Q}}

b) {{p7 q, _'T}7 {T}7 {_'p7 q, _'T}7 {_'(L -, _'5}7 {S}}

{—p,—q,—~s} {-p,—q,s}

{r,~q¢} A{p,a} {-p,a} {-p,—q}

N N
{r} {-p}
\/

a) O

{~q,—r,=s} {p,q¢,—r} {-p,q¢,—r} {—q,—-r,—s}

o o

{p, -, —s} {-p,—r, s}
\/
{=r,=s}  {s}
NS
{=r} A{r}
A4

b) u

Priklad 7.2.2. Obecnou rezoluci dokazte nasledujici logicka vyplyvani. Vyplyvani dokazte
jak primo, tak pomoci rezolu¢niho vyvréceni.
a) {—pVqg-r=-qtEp=r

b) {(-pAT)=q,(-pNq) = s,r=>ptEr=3:
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a) L. Pfevedeme mnozinu predpokladii na ekvivalentni mnozinu klauzuli a zavér do tvaru
klauzule: {{-p,q},{r,—q}} F {-p,r}. Nasledné odvodime zavér piimo aplikaci re-
zoluéniho pravidla.

{-p,q} {r,—q}
NS
{-p, 7}

II. Alternativné lze znegovat zavér a rezoluci ukazat nesplnitelnost mnoziny klauzuli s
pridanym znegovanym zavérem. Zaver tvaru p = r mé negaci pA—r, kterou lze vyjadrit
dvéma klauzulemi {p}, {-r}. Vyvracime mnozinu {{-p, ¢}, {r, ¢}, {p}, {-r}}.

{-p,q} A{p} {r,—a} {-r}

A4 N
{a} {—q}
~_

]
b) I. Dokazujeme piimo {{p, —r, ¢}, {p, —q, s}, {—r,p}} E {-r, s}.

{p7 -, q} {p7 -q, S}

A
{p7 -, 8} {_'Tv _‘p}

o
{_'T7 S}

I1. Vyvracime mnozinu {{p, -, ¢}, {p, ~q, s}, {-r,—p}, {r}, {—s}}.

{p,—r,q} {p.—q,s}

Ay
{p,—r.sy A{ry {r} {-r,-p}
N NS
{p, s} {-»r}
\/
{s} {-s}
AV4
O
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Priklad 7.2.3. Dokazte, Ze rezolu¢ni pravidlo zachovava pravdivost v interpretaci, tedy
ze pokud mnozina klauzuli {{p, ¢1,..., 0.}, {-p,?0\,.... 0. }}, kde ¢;, resp. £, jsou literaly,
je pravdiva v interpretaci I, pak klauzule {¢,...,¢,,¢},... ¢, } je rovnéz pravdiva v inter-
pretaci 1.

Uvazujme klauzule C; = {p,l1,...,0,}, Co = {—p,0},... 0}, jejich rezolventu C' =
{l1,..., 0,0, ..., 0} alibovolnou interpretaci I takovou, ze I(Cy) = I(Cy) = 1. Mohou
nastat pravé dvé moznosti:
e [(p) = 1. V takovém piipadé je I(—p) = 0, a tedy, aby Cy byla pravdiva v I, musi pro
néjaky literal ¢, € Cy platit 1(¢;) = 1. Ov8em v8echny literaly ¢}, ..., ¢, jsou zahrnuty
i v rezolventé C, a tudiz I(C) = 1.
e I(—p) = 1. (Analogicky k predchozimu.) Potom I(p) = 0, a tedy pro né&jaky literal
¢; € Cy plati I(¢;) = 1. Potom ov8em rovnéz I(C) = 1.

Piiklad 7.2.4. Uvazujte upravené rezolu¢ni pravidlo, kde rezolventou klauzuli {p, ¢, ¢1, ..., 0.},
{=p,—q,0y,..., 0 }, kde ¢;, resp. £ jsou literaly, je klauzule {¢y,... 0,01, ..., ¢ }. (Tedy
rezolvovat 1ze na dvou proménnych naréz.) Zachovava toto rezoluéni pravidlo pravdivost v
interpretaci? Svou odpovéd dokazte.

~

Tvrzeni neplati. Uvazme klauzule {p,q}, {—p, ~¢q} a interpretaci I(p) = 0, I(q) = 1. Obé
klauzule jsou v I pravdivé, ovSem jejich rezolventa [ v I pravdiva neni.

Zaveérem uvedeného dikazu je, Ze nelze rezolvovat na vice literalech naraz, protoze rezoluce
musi zachovavat pravdivost v interpretaci. Nésledujici rezolu¢ni strom je tedy neplatny:

{_'Sapa Q} {_18,_']?, _'Q}

7
{=s} {s}
N

OJ

V&imnéte si, 7Ze timto chybnym zptisobem ,yvyvracend® mnozina predpokladia
{{=s,p,q},{—s,—p,q}, {s}} ma model napt. I(s) =1(q) =1, I(p) =0.

7.3 SLD rezoluce ve vyrokové logice

Kromé obecné rezoluce existuji i specifi¢téjsi typy rezoluci. Jednim z nich je SLD rezoluce,
tedy rezoluce na usporadanych klauzulich s vybérovym pravidlem, které se pouziva ke stro-
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jovému dokazovani.

Vybérové pravidlo specifikuje, na kterém literdlu rezolvujeme. Obvykle budeme pouzivat
vybérové pravidlo vybirajici prvni literal v klauzuli — ddva smysl pouze v usporadanych
klauzulich (nticich), nikoliv v8ak v obecnych klauzulich (mnozinach).

Definice 40: Rezolucni pravidlo pro SLD rezoluci: Uvazujme usporadané klauzule
[=D1, o Pic1, TPiy Pik1 - - -5 TDnly [Pi; Qs - - - ], kde @ je uréeno vybérovym pravidlem.
Jejich SLD rezolventou je usp. klauzule [—p1, ..., 7 0i—1, 21, - oy T Gmy “Dit1y - - - Pn)-

Rezolventou klauzuli [-p, —r, —s| a [r, —t, —s] je [-p, —t, =s, —s]. Klauzule [—p, —r, —s] a [r]
pak maji rezolventu [—p, —s].

Uvazujeme-li vybérové pravidlo vybirajici prvni literal v klauzuli, pak je vzdy pri aplikaci
rezoluéniho pravidla ¢ = 1: klauzuli [-py, —po, ..., —p,] vZdy rezolvujeme s klauzuli tvaru

[p1, G, - - ., 2qn] s Tezolventou [—qy, ..., G, TP2, .., Dl

Definice 41: Diikaz SLD rezoluci uspordadané klauzule C' z mnoziny uspotadanych klauzuli
S je kone¢na posloupnost klauzuli C4,...,C,, kde C; € S, C, = C a pro kazdé 1 <i <n je
Ci+1 SLD rezolventou C; s néjakou klauzuli C’ € S.

Piiklad. Uvedte dikaz SLD rezoluci klauzule C' = [~¢| z mnoziny S = {[r, —-p|, [-r, —s],
[s,q], [p]} a nakreslete pfislusny rezolu¢ni strom.

L Ol = [_'Ta ﬂs] [_‘T, _'S] [Ta _'p]

e Cy = [p, —s] rezolventa C a [r, —p| \\/

e (3 = [—s] rezolventa Cy a [p] Fo ﬂ@ 2

o= [—|q] = (' rezolventa 03 a [S, _'Q] [_‘3] [37 _'Q]
A4
[l

U strojového dokazovani pomoci SLD rezoluce se v souladu s Vétou [39] pouziva vyvraceni
mnoziny klauzuli.

Priklad. Pomoci SLD rezoluéniho vyvraceni dokazte, ze klauzule C' = [—q] vyplyva z
munoziny S = {[r, -p|, [-r, —s], [s, 7ql, [p]} a nakreslete pfislusny rezolu¢ni strom.
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Podle Véty 39 vyplyvé klauzule C z mnoziny S, pravé kdyz je mnozina SU{—=C'} nesplnitelna.
SLD rezoluci tedy vyvratime mnozinu {[r, =p|, [-r, =], [s, 2q], [p]} U {[q]}

o C1 =[] Rl L

o C, = [-p, ~s] rezolventa C; a [r, —p] N

e (3 = [—s] rezolventa Cy a [p] o ﬁs\]/ !

o Cy = [~q] rezolventa Cj a [s, ~q] sl lemd)
e C5 = [ rezolventa Cj a [q] [vq [q]

SLD rezoluce je pro specialni mnozinu klauzuli, které se nazyvaji Hornovy klauzule.

Definice 42: Hornovy klauzule jsou klauzule, které obsahuji nejvyse jeden pozitivni literal
(tedy literal bez negace). Ten v piipadé usporadanych klauzuli navic zapisujeme jako prvni.
Délime je na
e fakta — klauzule s pravé jednim, pozitivnim literdlem (napt. [s], [r]),
e pravidla — klauzule s pravé jednim pozitivnim literalem a alespon jednim negativnim
literdlem (napt. [s, —r, —t], [r, 7q]),

e cile — klauzule obsahujici vyhradné negativni literaly (napt. [—r, —t]).

V ramci SLD rezoluce miize obecné existovat vice zpusobii, jak se dobrat vysledku. Kompak-
tni zpusob, ktery zachycuje prohledavani stavového prostoru a zpisoby vyvraceni mnoziny
klauzuli, je SLD strom.

Priklad. Pomoci SLD rezoluce vyvratte mnozinu {[—s, —ul, [¢, =], [q, =], [q], [7], [w, 7q], [s]}-
Nakreslete SLD strom systematického hledani feseni. Nakreslete rezolucni strom pro nejle-
vEéjsi ispésnou vétev SLD stromu.

Rezoluci budeme zacinat cilem [—s, —u]. Pravidla a fakta sefadime a o¢islujeme:
1: [q,—r] 2: [q, —t] 3: [q] 4: [r] 5: [u, =q] 6: [s]
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SLD strom zachycuje vSechna mozna vyhod- Kazda (tspésna) vétev SLD stromu odpovida
noceni. Pouzita fakta a pravidla jsou naz- jednomu rezolu¢nimu dikazu.  Rezoluéni
nacena ¢islem u pfisluéné hrany SLD stromu. strom pro nejlevéjsi vétev je uveden nize.
Strom se vétvi pravé v uzlech, kde lze apliko-

vat vice faktid nebo pravidel.

[—s, ] [-s,—u]  [s]
6| .
[~ [~u]  [u, ]
5 \

[—d] [—q] g, ]
1TN3 N4
-r] [t O [—r]  [r]
4] | \/
O netspéch 0O

Piiklad 7.3.1. SLD rezoluci vyvratte mnozinu klauzuli {[s], [t, =s, =], [r, 2s] FU{[~t, =]}

[—t,—r]  [t,—s, 7]
\/
[—s, =, —r]  [$]
NS
[—r, =] [r, ]
NS
[=s,—r] 3]
A4
[=r] [, =]
A4
[-s] 3]

Piiklad 7.3.2. SLD rezolu¢énim vyvracenim ukazte, ze {q, (rAt) = p,t = r,q = t} E pAq.
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Vsechny formule uvedené jako predpoklady pfevedeme na uspoiddané klauzule a do mnoziny
pridame negaci zavéru: {[ql, [p, —r, —t], [r, 7t], [t, 7q], [-p, —q]}. Takto vzniklou mnozinu pak
vyvracime SLD rezoluci (poé¢inaje klauzuli se samymi negativnimi literaly).

[=p,=q]  [p, -, it

N

[_'Tv -, _'q] [7’, _'t]

[—q,~q] ]
[~q] [q]
N/
O

Priklad 7.3.3. Vytvoite SLD strom pro vyvraceni nasledujici mnoziny usporadanych
klauzuli (¢isla odpovidaji priorité pii vybéru daného predpokladu): {1 : [s],2 : [p,—t],3 :
[p,—s], 4 [r,—pl,5: [r,—t]} U {[-r,—s]}.

Vysledny strom obsahuje dvé netispésné vétve (posloupnosti pouzitych predpokladi 42 a 5)
a jednu uspésnou vétev (posloupnost predpokladi 4311).

[—ﬂ”, _'S]

47N

[—\p7 —|S] [—|t7 —|3]
2N\3 |
[-t,—s]  [s,—s]  netspéch
| 1]
neispéch  [—s]

1]
O
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Priklad 7.3.4. Vytvorte SLD strom pro vyvraceni nasledujici mnoziny usporadanych
klauzuli (¢isla odpovidaji priorité pfi vybéru daného predpokladu): {1 : [¢t,—s],2 : [s,t],3:

[s],4 = [r]} U=, =]}

Vysledny strom obsahuje nekonecnou vétev (posloupnost pouzitych predpoklada 1212...)
a nekone¢né mnoho tspésnych vétvi (posloupnosti predpokladia 1212...134).

[_‘tv _'T]
1]
[—\S,—\T]
2/\3
[—t, =] [
1] 4|
[—\S,—\T’] O
2/ \3
[=t, =] [
I
O

7.4 Prolog ve vyrokové logice

Programovaci jazyk Prolog vyuziva SLD rezoluci k systematickému zjistovani, zda ze zadanych
predpokladii plyne zavér. Nejprve se podivame, jak vypada program jazyka Prolog, a
nasledné si ukazeme korespondenci mezi Prologem a SLD rezoluci.

Definice 43: Program jazyka Prolog je koneéna posloupnost predpokladi P, ..., P,, kde
predpoklady jsou dvojiho typu:
e [uakta, kterd jsou tvaru p., kde p je vyrokova proménna. Fakt p. je ekvivalentni

formuli p.
e Pravidla, ktera jsou tvarup :- q, ..., r., kde p,q,...,r jsou vyrokové proménné.
Pravidlop :- q, ..., rje ekvivalentni formuli p <= (gA--- A 7).

Nad zadanym programem jazyka Prolog se vyhodnocuji dotazy. Dotaz je tvrzeni, jehoz
vyplyvani z predpokladii uvedenych v programu chceme ovérit.

Definice 44: Dotazy jsou tvaru ?- p, ..., q., kde p,...,q jsou vyrokové proménné.
Dotaz ?- p, ..., q. je ekvivalentni formuli p A --- Agq.
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Ukazme si nyni korespondenci programu Prologu s Hornovymi klauzulemi. Fakt p. lze pii-
mocaie vyjadrit uspofadanou klauzuli [p]. Pravidlo tvaru p :- q, r., ekvivalentni formuli
p < (g Ar), lze vyjadrit jako p vV =(q¢ A7), neboli p V =q V —r. To odpovida usporadané
klauzuli [p, =g, —r]. Konetné chceme rezoluci dokazat, ze z fakti a pravidel vyplyva zavér
vyjadreny dotazem ?- s, r. s vyznamem sAr. Pro dikaz rezoluénim vyvracenim pridame
k pravidlium a fakttim negaci formule sAr, tedy —sV—r, neboli usporadanou klauzuli [—s, —r].
Uvedené klauzule odpovidaji faktim, pravidlim a cili tak, jak jsou definovany pro Hornovy

klauzule (viz Definici [42)).

Diky primé korespondenci s Hornovymi klauzulemi lze pro programy Prologu vytvaret SLD
rezoluéni stromy. Zapis se lisi v tom, Ze misto cile tvaru [—p, ..., —q| zapisujeme prubézné
vyhodnocovany dotaz ve tvaru 7- p, ..., q.

P1i zadani dotazu nad programem jazyka Prolog probihé systematické hledéni feseni, které
odpovida prochazeni SLD stromu do hloubky s prioritnim vybérem pravidla nebo cile uve-

deného v programu dfive (tj. prochazenim alternativ zleva doprava). V piipadé vyvraceni
zadaného cile dojde k vytisténi hodnoty true.

Piiklad. Vytvoite SLD strom pro dotaz 7- s, u. nad nasledujicim programem Prologu:

l.q :- r.
2.q - t.
3. q.
4. r.
5. u :- q.
6. s.

Rezoluci za¢iname dotazem 7- s, u. Z pravidel a fakti programu pii vyhodnocovani vy-
birame postupné shora dolu to, které odpovida prvni proménné dotazu. V pripadé faktu pak
prislusnou proménnou umazeme, v piipadé pravidla nahradime pravou stranou za symbolem
: -. Pouzita fakta a pravidla jsou naznacena ¢islem u prisluéné hrany SLD stromu. Strom se
vétvi pravé v uzlech, kde lze aplikovat vice fakti nebo pravidel. Prolog pfi vyhodnocovani
vzdy vstupuje do nejprve do levych vétvi (tj. téch s nizsim &islem pouzitého pravidla nebo
faktu).
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Uspésné vétve jsou zakonéeny symbolem [, netspésné symbolem fail. V béznych im-
plementacich Prologu se programy, které obsahuji proménnou nedefinovanou ve faktu nebo
na levé strané né&jakého pravidla (jako napf. t v tomto programu), ani nespusti. V piipadé
vyrokové logiky existence takové proménné piesné odpovida existenci netispésné vétve v SLD
stromu.

Vsimnéte si, ze ten samy SLD strom jsme jiz v jiném héavu vidéli v jukdzkovém prikladé| v
predchozi sekci o SLD rezoluci.

Vedle tspésnych a netuspésnych vétvi uvedenych v prikladu muze navic SLD strom obsahovat
i vétve nekonecné, kdy Prolog cykli.

Priklad 7.4.1. Uvazujte nasledujici program Prologu:

l.p :- q.

2.q :- t.

3.q :-r.

4. r.

5.8 :-p, q, T.

a) Vytvoite SLD strom pro dotaz 7- s, r.
b) Kolik obsahuje SLD strom tspésnych, resp. netuspésnych vétvi?

c) Upravte program tak, aby SLD strom neobsahoval netspésné vétve.

a) SLD strom vypada nésledujicim zptisobem:
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5
?-p,q, I, T
1|
?-q, 9, r, T.
23
?-t, q, r, r. ?-r,q, r, I
| 4|
fail ?7-q, r, T.
273,
- t, r, r. -r, r, T
| 4|
fail. - T, T
4|
7- T
1
O

b) Program obsahuje dvé netspésné a jednu tspésnou vétev.

¢) Neuspésné vétve lze odfiznout odstranénim fadku 2. z programu.

Priiklad 7.4.2. Uvazujte nasledujici program Prologu:

l.p :- q.
2. p.
3.q :- p.

a) Vytvorte SLD strom pro dotaz ?- p. Jaky vysledek vrati Prolog po zadani dotazu?

Kolika zptsoby muze Prolog v takto upraveném programu dojit k vysledku true.?

)
b) Navrhnéte usporadani pravidel, aby se Prolog nad zdédnym dotazem nezacyklil.
c)

a) Prolog nevrati zadny vysledek, zacykli se v nejlevéjsi vétvi. (Predpokladame-li konecny
zasobnik, skon¢i s pretecenim zasobniku.)
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b) Umisténi fadku 1. pred fadkem 2. vede k cyklici nejlevéjsi vétvi. Prohozenim téchto
radkt bude nejpravéjsi vétev nekonecnéd. Prolog hled4 vysledky nejprve v levych
vétvich, k zacykleni tedy nedojde.

¢) SLD strom vyhodnoceni dotazu ?- p. nad upravenym programem vypada takto:

7- p.
2/\1
o 7-q.
3|
- p.
2/\1
o ?7-q.

K vysledku true. tedy Prolog dojde nekonecné mnoha zptisoby. (Vzdy posloupnosti
aplikaci radka 1313...132).

Priklad 7.4.3. Navrhnéte program Prologu a dotaz, ktery obsahuje pravé jednu tspésnou
vétev, pravé jednu nekonecnou vétev a pravé jednu neaspésnou vétev (nachazejici se v SLD
stromu v tomto potadi zleva). (Ukol za bonus *1: Naleznéte takovy program o 3 fddcich.)

Naptiklad dotaz ?- p. nad programem
p.

P :
q :
p :
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7.5 Obecna rezoluce v predikatové logice

Rezoluce v predikatové logice pracuje s formulemi ve Skolemové normalni formé (viz kapi-
tolu INorméalni formy|). Klauzule se opét zapisuji jako mnoziny literala, formule jako
mnoziny klauzuli. Vseobecné kvantifikatory se v zapisu vynechavaji. Formule VzVy((P(y) V

—Q(y,x)) A =P(f(c))) se zapiSe jako {{P(y), ~Q(y, x)},{=P(f(c))}}.

Co kdyz budeme chtit rezolvovat klauzule { P(y), ~Q(y,z)} a {=P(f(c))}} na predikatu P?
Povsimnéte si, Ze jako argument predikatu P je v prvni klauzuli pouzit term y, v druhé
klauzuli term f(c). Abychom mohli na P rezolvovat, je nutné, aby obé klauzule ,hovorily o
stejném objektu®, takze je potfeba nejprve sjednotit (neboli unifikovat) pouzité termy.

V uvazovaném piikladé se nabizi nahrazeni (neboli substituce) proménné y termem f(c), po
kterém bude prvni klauzule tvaru { P(f(c)), =Q(f(c), z)} — v8imnéte si ndhrady y za f(c)iv
ramci predikatu ). Jsme ovSem opravnéni takovou ndhradu beztrestné provést? Podivejme
se, jak vypada pavodni klauzule v klasickém zapisu s kvantifikatory: VaVy(P(y)V-Q(y,x)) a
jak vypada klauzule po substituci: Va(P(f(c))V-Q(f(c),x)). Lze konstatovat, Ze substituce
proménné za jiny term zachovala pravdivost. Plati-li totiz ptivodni klauzule pro vSechna y,
pak plati pro libovolny term, kterym y nahradime.

Jelikoz substituce zachovava pravdivost, lze ji provadét v rameci aplikace rezoluéniho pravidla
(a obcas je to nevyhnutelné). Odvozeni rezolventy z vySe uvedenych klauzuli budeme tedy
celkem zapisovat nasledovné:

{P(y), ~Qy,2)}  {=P(f(c)}

y/fle)~_
{=Q(f(c),z)}

Formalizaci obecné rezoluce v predikatové logice zahajime u pojmu substituce.

Definice 45: Substituce je mnozina {x1/t,...,z,/t,}, kde x; jsou rizné proménné a t;
jsou termy.

Specialné jsou-li vSechna ¢; proménné, hovorime o prejmenovdni promenngch.

Substituce jsou napiiklad mnoziny {z/y,y/f(c)}, {y/f(z)}, {z/y,y/z, z/x}. Posledni uve-
dena je navic prejmenovanim proménnych.

Substituci ® = {x1/t1,...,2,/t,} 1ze aplikovat na mnozinu literali S tak, ze kazdy vyskyt
kazdé proménné z; nahradime termem t;. Aplikaci substituce zapisujeme jako SP.

Priklad. Pro mnoziny literala Sy = {P(x,y), =Q(y, f(z))}, So = {P(f(z)), P(y), P(f(f(c)))}
a substituce & = {x/c,y/b}, P2 = {z/f(c),y/f(f(c))} stanovte S;P; a SyPs.
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51(1)1 - {P(CJ b)) _'Q(b7 f(C))}
Sa®y = {P(f(f(c)))}-

Substituce @5 ve vztahu k mnoziné S; je v jistém smyslu specialni, v8echny literaly mnoziny
Sy totiz substituci presly na ten samy literal. Takovym substitucim fikdme unifikdtory.

Definice 46: Substituce ® je unifikdtorem mnoziny S, pokud [S®| = 1.

Existuje-li pro mnozinu unifikator, hovorime o unifikovatelné mnoziné.

Unifikdtorem mnoziny {P(z, f(2)), P(f(x), f(f(c)))} je substituce {z/f(c),z/c}. Mnozina
{P(z, f(2)), P(f(x), f(c))} neni unifikovatelna.

Unifikatory budou slouzit k difve avizovanému sjednoceni termt pii aplikovani rezolu¢niho
pravidla. To z technickych duvodi aplikujeme na dvojice klauzuli, které nemaji spolecné
proménné. (Pokud maji, nejprve proménné piejmenujeme.)

Definice 47: Rezolucni pravidlo pro predikdtovou logiku: Uvazujme dvé klauzule
bez spoleénych proménnych {P(t,),..., P(t,), Li,... L.}, {=P@),...,~P({), L}, ..., L.},
kde L;, resp. L. jsou literaly (neobsahujici predikat P), a substituci ®, ktera je
uniﬁkétore mnoziny {P(ty),...,P(t), P(t),... P(£)}. Jejich rezolventou je klauzule
(Li,..., Lo, I, ... [ }®.

Rezolventou klauzuli {P(x), —Q(z)} a {Q(c)} je {P(c)} (pfislusny unifikdtor & = {z/c}).
Rezolventou klauzuli {R(x,y), R(c,y),~Q(y)} a {-R(z,d), P(2)} je klauzule {-Q(d), P(c)}
(prislusny unifikdtor & = {z/c,y/d, z/c}).

Obecnou rezoluci v predikatové logice jinak provadime stejnym zptisobem jako v logice
vyrokové. Pojmy rezolu¢niho dikazu a rezoluéniho vyvraceni zlistavaji nezménény, pouze
vyuzivaji rezolu¢niho pravidla pro predikatovou logiku. Navic na hrany do rezolu¢niho
stromu piSeme provedené substituce/unifikace.

Priklad 7.5.1. Naleznéte S® pro zadana S a .
a) S ={P(z),Q)}, ®=A{z/y,y/z}
b) §={P(c,x),~P(z, f(2))}, ©={f(2)/x, x/d}
c) S={P(z,y),P(c,z), P(c,c)}, ® ={a/y,y/z z/c}

"V ramci definice rezoluéniho pravidla lze formulovat silnéjsi pozadavek na ® — totiz aby se jednalo o
nejobecnéjsi unifikdtor. Zde se timto pojmem pro jednoduchost zabyvat nebudeme.
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a) 5S¢ = {P(y), Q(=)}
b) S® neni definovano (viz Definice [45))
c) S®={P(y,z), P(c,c)}

Priklad 7.5.2. Naleznéte (nejobecnéjsi) unifikatory néasledujicich mnozin (¢, d jsou kon-

a) S ={P(x),Qy)}

b) §={P(x),P(y)}

c) §={Q(z,z),Qy,c)}

d) § ={Q(z,1),Q(y,c), Q(d, 2)}

e) S ={P(z, f(x)), P(c,2), P(z, [(y))}
£) 5 ={P(x, f(x)), P(x,2), P(x, f(y))}

MnoZina neni unifikovatelna.

b) @ ={y/z}

a

)
)
c) ®={z/c,y/c}
d) Mnozina neni unifikovatelna.
e) ®={z/c,z/f(c),y/c}
f) ©={z/f(2),y/z}

Priklad 7.5.3. Naleznéte rezolventy nasledujicich dvojic klauzuli (¢ je konstanta).

a) {P(x), ~Q(2)}, {~R(y), Qy)}
b) {=P(c,x),Q(x)}, {P(y,y),~R(y
c) {Q(x),~P(0)}, {P(y), ~R(y, )}
d) {P(z, f(2)), Py, 9)}, {~P(c,2)}

e) {P(z, f(2), P(y,y)}, {=P(c,2)}

) {QU(F(F(2)), F(F )}, {~QUf (f(2)), )}

%)}

P
P

a) Rezolventa { P(z),~R(y)} s unifikitorem ® = {z/y} nebo {P(x),—R(2)} s ® = {y/z}.
b) Rezolventa {Q(c), ~R(c, z)} s unifikitorem & = {y/c, x/c}.

c) Jesté pred provedenim rezoluce musime ve druhé klauzuli pfejmenovat = na x, aby
klauzule obsahovaly jiné proménné.

Rezolventa {Q(x), ~R(c,x1)} s unifikitorem ® = {y/c}.
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d) Neexistuje vhodny unifikator, a tudiz ani rezolventa.

e) Jesté pred provedenim rezoluce musime ve druhé klauzuli pfejmenovat z na z;, aby
klauzule obsahovaly jiné proménné.

Rezolventa (0 s unifikitorem ® = {z/c,y/c,z1/f(2),y1/f(2)}.
f) Rezolventa O s unifikdtorem ® = {z/f(f(y)),z/f(y)}.

Priklad 7.5.4. Uvazujte nasledujici tvrzeni:
e Jablka nepadaji daleko od stromu.“
e Jim jenom jablka.”

e . VSechno padé daleko od stromu.*
Dokazte pomoci rezoluce, Ze z téchto tvrzeni plyne ,Nejim nic,“ a to dvéma zptusoby: (1)
piimym odvozenim zavéru a (2) vyvracenim mnoziny obsahujici predpoklady a negaci zavéru.
Zejména v Teseni
a) prevedte tvrzeni do forméalni reprezentace,

b) urcete vyznam (interpretaci) jednotlivych predikatu,
c¢) provedte skolemizaci jednotlivych formuli a
d)

nakonec provedte samotnou rezoluci.

a) Mame mnozinu predpokladia {Vz(J(z) = = D(z)), Vo (M (z) = J(x)),VeD(x)} a zavér
Vae-M (x).

b) Vyznamy predikati jsou zadany tabulkou.

predikat ‘ vynam

J(x) x je jablko

D(x) x pada daleko od stromu
M(x) jim x

¢) Mnozina predpoklada po skolemizaci je {{—J(z),~D(z))},{-M(z), J(z)},{D(x)}}.
Zavér po skolemizaci je {—~M (x)}, negace zavéru {M(c)}.

d) (1) Primé odvozeni zavéru.

{=J(x),=D(z)} {-M(z), J(z)}
~__
{=M(z),=D(x)} {D(x)}
~_
{=M(z)}
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(2) Vyvraceni mnoziny s negaci zaveéru.

{M(c)} {-M(z),J(x)} {=J(z),-D(=)} {D(z)}
\ﬂ/c \/
{J(c)} {=J(z)}
\/ﬁc/

O

7.6 Prolog v predikatové logice

Pouziti Prologu v predikatové logice je o néco zajimavéjsi. Predikity zapisujeme malymi
pismeny (podobné jako vyrokové symboly), do zavorek uvadime termy. Proménné se znadci
velkymi pismeny: X, Y, Z. Syntax Prologu i tvorbu SLD stromi si demonstrujeme na piikladeé.

Priklad. UvaZzujte nasledujici program jazyka Prolog:

© 00 1 O UL i W N~

: otec(petr, marta).

: otec(jan, petr).

: otec(petr, jana).

: matka(dana, marta).

: matka(jitka, petr).

: matka(dana, kveta).

:rodic(X, Y) :- otec(X, V).

:rodic(X, Y) :- matka(X, Y).

: babicka(X, Y) :- matka(X, Z), rodic(Z, Y).

a) Zjistéte, zda je Dana rodi¢em Marty. Nakreslete SLD strom pro zadany dotaz.
b) Zjistéte, koho je Jitka babickou. Nakreslete SLD strom pro zadany dotaz.

a) Zadany dotaz je 7- rodic(dana, marta). SLD strom vypada takto:

?- rodic(dana, marta).

7, X/dana, Y/maM/dana, Y/marta

?- otec(dana, marta). ?- matka(dana, marta).
| 4|
fail. O

Vsimnéte si, ze pri aplikaci pravidel 7 i 8 doslo k unifikaci proménnych X, Y s konstan-
tami dana, marta. UspéSna vétev potvrzuje, ze Dana je skuteéné rodicem Marty.
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Pti zadéni dotazu Prolog vypiSe true. Protoze nalezeny vysledek je v nejpravéjsi vétvi,
dalsi prohledédvani nebude umoznéno.

b) Zadany dotaz je 7- babicka(jitka, X). SLD strom vypada takto:

7- babicka(jitka, X).
|9, P1/jitka, P2/X, P3/Z*
7- matka(jitka, Z), rodic(Z,X).
‘5,Z/petr
7- rodic(petr, X).
7, P1/petr, P2/X*— &, P1/petr, P2/X*
7- otec(petr, X). 7- matka(petr, X).

1, X/martaAS7 X/jana ‘
o Od fail.

Proménné P1, P2 a P3 u substituci s hvézdickou vznikly prejmenovanich proménnych
v pravidlech (kvili konfliktu nazvi). PouZita pravidla po pfejmenovani (v poradi, v
jakém byla pouzita) byla tvaru

9: babicka(P1, P2) :- matka(P1, P3), rodic(P3, P2).

7: rodic(P1, P2) :- otec(P1, P2).

8: rodic(P1, P2) :- matka(P1, P2).

Z SLD stromu lze vy¢ist, ze Jitka je babickou Marty a Jany (dle substituce X/marta,
resp. X/jana ve dvou uspésnych vétvich SLD stromu).

P1i zadani dotazu Prolog vypiSe nejprve X=marta, po zadani stfedniku X=jana. Po
opétovném zadani stfedniku vypise false (zbytek stromu neobsahuje tispésnou vétev)
a neumozni dalsi prohledavani.

Piiklad 7.6.1. Uvazujte nasledujici program jazyka Prolog:
L p(£(£(X))) :- p(X).

2: p(£(0)).
a) Vytvorte SLD strom pro dotaz ?- p(£(£(£(0)))). Co vypise Prolog po zadéani
dotazu?
b) Vytvoite SLD strom pro dotaz ?- p(£(£(£(£(0))))). Co vypiSe Prolog po zadani
dotazu?

c¢) Vytvoite SLD strom pro dotaz ?7- p(X). Co vypiSe Prolog po zadéani dotazu?
d) Jak se bude Prolog chovat nad dotazem ?- p(X) ., prohodime-li fadky 1 a 27
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a) Prolog vypiSe true. b) Prolog vypise false.

7- p(£(£(£(£(0))))).

7o p(£C£(EC0)))) ..
p(f(£(£(0)))) |1, X/£(£(0))

|1, X/£(0)
2 D)) 7- p(£(£(0))).
11, X/0
D2 7- p(0).
|
fail.

c¢) Prolog nic nevypiSe, protoze se zacykli. (Nakonec vypiSe chybu o preteceni zasobniku.)

7- p(X).
1, X/£(£(P1)),/\2, X/£(0)
7- p(P1). O
1,P1/f(f(P2)1//\\g,P1/f(o)
7- p(P2). O

1,P2/f(f(P3)z//\\g,P2/f(o)
7- p(P3). O

//\Q,Ps/f(o)
O

d) Prolog vypiSe X=£ (0) a dale po zadani stFedniku X=f (£ (£ (0))), X=£ (£ (£ (£ (£(0)))))
atp. Prislusny SLD strom vypadé néasledovné.

7- p(X).
2, X/£(0),/"\1, X/£(£(P1)
O 7- p(P1).
2, P1/£(0) 1, P1/£(£(P2))
O 7- p(P2).
2, P2/£(0),/\1, P2/£ (£ (P3))
o 7- p(P3).

2, P3/£(0)
EAY

K rekonstrukci hodnot proménné X dochazi od dspésného listu smérem ke koreni —
napt. P1/f(0) a poté X/f (£f(P1)) da celkem X/f (£(£(0))).
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Priklad 7.6.2. Uvazujte nasledujici program jazyka Prolog:
1: even(0).

2: even(f(£(X))) :- even(X).

3: odd(£(£(X))) :- odd(X).

4: odd(f(X)) :- even(X).

Vytvorte SLD strom pro dotaz 7- odd (f(£f(£(£(£(0)))))).

7- odd(F(F(£(£(£C0)))))).

3, X/E(E(E OV — 4 X/E(EE(E(0))))
7- 0odd(£(£(£(0)))). 7- even(f(£(£(£(0))))).
37X/f(g)///ﬁ\\\4kX/f(f(O)) 2, X/£(£(0))
7- 0odd(£f(0)). 7- even(f(£f(0))). 7?7- even(£f(£(0))).
4, X/0 2, X/0 2, X/0
7- even(0). 7- even(0). 7- even(0).
|1 |1 |1
O O O

Priklad 7.6.3. Uvazujte néasledujici program jazyka Prolog:
i pX) - q(fX)).

2: p(0).

3: q(X) - p(X).

Vytvoite SLD strom pro dotaz ?- p(0).

7- p(0).
1, X/0N\2
7- q(f(0)) O
3, X/£(0) |
7- p(£(0))
1, X/£(0) |
7- q(£(£(0)))
3, X/£(£(0)) |
7- p(£(£(0)))
1, X/£(£(0)) |
7- q(f (£(£(0))))
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Priklad 7.6.4. Uvazujte nasledujici program jazyka Prolog:

1: p(0,0).

2:p(£(X), V) - p(X, £(Y)).

3 pX, £(£(0))) :- pX, 0).

Vytvoite SLD strom pro dotaz 7- p(£(£(£(£(0)))), 0).

a) Bude prvni vétev vypoctu tuspésna? Pokud ne, preusporadejte fadky v programu

tak, aby byla tspésna prvni vétev vypoctu. Vytvoite SLD strom tohoto upraveného
programu pro stejny dotaz.

b) Jak se preusporadéani radki projevi pii vyhodnocovani dotazu 7- p(X, 0).7

?- p(E(E(£(£(0)))), 0).

|2, X/£(£(£(0))), Y/0
?- p(£(£(£(0))), £(0)).

|2, X/£(£(0)), Y/£(0)
7- p(£(£(0)), £(£(0))).

2, X/£(0), Y/£(£(0))— 3, X/£(£(0))
7- p(£C0), £(£(£C0)))). 7- p(£(£(0)), 0).
2, X/0, Y/£(£(£(0))) | 2, X/£(0), Y/0

7- p(0, £(£(£(£(0))))). 7- p(£(0), £(0)).
| | 2, X/0, Y/£(0)
fail. 7- p(0, £(£(0))).
3, X/0
p(0,0).
1

O

a) Prvni vétev uspésna nebude. Prohozenim fadku 2 a 3 bude tspé$na hned prvni vétev
vypoctu.

b) V puavodnim programu Prolog vypise X=0 a po zadéani stfedniku dale nad timto
dotazem cykli. Po preusporadani vraci Prolog vysledky postupné X=0, X=f (£(0)),
X=f (£ (£(£(0)))) atd. (Ovéite si SLD stromem.)
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8 Neklasické logiky

Neklasické logiky jsou logiky, které porusuji principy ezxtenzionality a dvouhodnotovosti, tedy
principy, na nichz jsou zalozeny klasické logiky. Tyto principy klasické logiky rtznym zpi-
sobem omezuji, napiiklad v oblasti reprezentace vyrazu pfirozeného jazyka. V této kapi-
tole si predstavime nékolik neklasickych logik, které se mimo jiné snazi vyporadat prave s
omezenimi klasickych logik.

8.1 Intenzionalni logiky

V pfirozeném jazyce ma kazdy vyraz svij vyznam a svou referenci. Vyznam vyrazu se
nazyva intenze a naopak reference vyrazu, tedy to, na co vyraz odkazuje, se nazyva extenze.
Intenze vyrazu je neménné, extenze se naopak miize v case a prostoru meénit.
Priklad. Pro vyraz pes urcete jeho:

a) intenzi,

b) extenzi.

a) Intenze slova pes je jeho vyznam, vyjadiuje, co znamenéa byt psem. Muze napiiklad
hovotit o tom, jak musi entita vypadat, aby mohla byt oznacena jako pes, a jaké
vlastnosti ma mit pes.

b) Extenze slova pes je to, na co vyraz odkazuje. Tvoii ji v8echny existujici entity, které
splhuji podminky byti psem, tedy vSichni psi.

Klasické logiky jsou extenzionalni, coz znamena, Ze pracuji pouze s extenzemi vyrazi a
tvrzeni. Naproti tomu intenziondlni logiky pracuji také s intenzemi vyrazi.

Pro lepsi pochopeni rozdilu mezi intenzi a extenzi si ukazeme jesté jeden piiklad.

Priklad. Urcete extenzi a intenzi néasledujicich vyrazi.
a) Prezident CR

b) Batman

c¢) Jednorozec

d) Zemé je kulata.
e) Slunce je hvézda.

a) Extenze vyrazu je osoba, kterd je v soucasné dobé prezidentem. Intenze vyrazu je
samotny vyznam vyrazu, to, co znamena byt prezidentem — prezidentské role.
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b) Extenze vyrazu je osoba Bruce Wayne. Intenze vyrazu muZze byt superhrdina, ktery
bojuje za spravedlnost.

¢) Tento vyraz nemé extenzi; zadny konkrétni jednorozec neexistuje. Intenze vyjadiuje,
Ze se jednéa o bajného koné, ktery ma uprostied cela roh.

d) Extenze vyroku je pravda. Intenze tvrzeni je jeho samotny obsah — informace, kterou
nese.

e) Extenze tvrzeni je pravda. Intenze je informace o tom, Ze Slunce je hvézda.

Vsimnéte si, ze extenze tvrzeni je vzdy jeho pravdivostni hodnota. Dale také plati, Zze za-
timco extenzi muzeme urcit pomérné presné, intenze vyrazu je abstraktnéjsi.

Vyraz ve vété interpretujeme bud jako jeho intenzi, nebo jako jeho extenzi. V prvnim pii-
padé fikdme, Ze je pouzit v intenziondlnim kontextu, v druhém piipadé rikdme, Ze je pouzit
v extenziondlnim kontextu.

V extenzionalnim kontextu mizeme vyraz v tvrzeni nahradit jinym vyrazem se stejnou ex-
tenzi, aniz by se zménila pravdivostni hodnota (extenze) celého tvrzeni. Jelikoz klasické
logiky vzdy predpokléadaji extenzionalni kontext, dovoluji pii praci s vyrazy tuto upravu.

Problém nastéava, je-li vyraz v tvrzeni ve skute¢nosti pouzit v intenziondlnim kontextu, ale
v ramci klasické logiky s nim zachézime jako s vyrazem v kontextu extenzionalnim. Po
provedeni substituce se tak muze zménit pravdivostni hodnota celého vyroku, coz vede k
nekonzistenci, protoze klasicka logika predpokladé, ze hodnota ziistane nezménéna.

Priklad. Zvyraznéné vyrazy nahradte vyrazy v zavorkach a rozhodnéte, zda je pravdivostni
hodnota celého vyroku zachovana. Poté rozhodnéte, zda jsou zvyraznéné vyrazy pouzity v
intenzionalnim nebo extenzionalnim kontextu.

a) Honza chce byt Batmanem. (Bruce Wayne)

b) Zemé je kulata a Merkur je mésic. (Slunce je hvézda.)

c) Honza vi, ze Zemé je kulata. (Slunce je hvézda.)

a) Honza chce byt Bruce Waynem.
Pravdivostni hodnota tvrzeni neni zachovana. Honza chce byt superhrdinou, jakého
predstavuje Batman, ale ne bohacem Bruce Waynem. Jednéa se tedy o intenzionalni
kontext.

b) Slunce je hvézda a Merkur je mésic.
Pravdivostni hodnota tvrzeni je zachovana. Zachovala by se také, kdybychom tuto
vétu nahradili jakoukoli jinou vétou, ktera je pravdiva. Jedna se tedy o extenzionalni
kontext.
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c) Honza vi, Ze Sluce je hvézda.
Pravdivostni hodnota tvrzeni neni zachovana. Honza muze védét, ze Zemé je kulaté,
a nevédét, ze Slunce je hvézda. Jedna se o intenzionalni kontext.

Skutec¢nost, ze klasické logiky nerozlisuji mezi extenziondlnim a intenzionalnim kontextem,
je jednim z divodi, pro¢ nedokéZzou spravné pracovat s prirozenym jazykem. Intenzionalni
logiky zavadéji formalismy, které pracovat s vyrazy v intenzionalnim kontextu umoznuji, a
diky tomu jsou schopny prirozeny jazyk reprezentovat lépe. Mezi intenzionalni logiky patii
napiiklad TIL a modélni logiky.

Priklad 8.1.1. Rozhodnéte, zda jsou zvyraznéné vyrazy pouzity v intenzionalnim, nebo
extenzionalnim kontextu. (Hint: pokud se neumite rozhodnout, zkuste vyrazy substituovat
a rozmyslet si, jestli se tim zméni vyznam véty.)

a) Zmrzlinu znali uZ ve starovékém Recku.

=

Michalovi spadla zmrzlina na zem.
Albert chce byt béZcem.
Bézec dobeéhl do cile.

Sousediiv pes umi udélat salto.

- O &0

Michal by chtél mit psa.

Déga iekla, Zze na Marsu ziji Martané.

o

h

i

Pokud na Marsu ziji Martané, pak tam jsou budovy.

)
)
)
)
)
)
)
) Policie zadrzela hledaného zhare.

Zde bude teseni prikladu.

Piiklad 8.1.2. Pouzijte uvedena slova ve dvou vétach — v intenzionalnim a extenzionalnim
kontextu.
a) stromy

b) vitéz turnaje

c) tuzka

Zde bude teseni prikladu.

8.2 Mozné svéty

Svét v logice predstavuje urcity ohraniceny prostor, nad kterym s logikou pracujeme. Stav, ve
kterém se dany svét muze nachéazet, nazyvame mozny svét a vSechny mozné stavy reprezen-
tuje mnoZina moznych svéti. Mezi moznymi svéty je jeden aktudlni svét, ktery odpovida
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skuteénému stavu svéta. Pomoci moznych svéta zavadime sémantiku modélnich logik.

Mozné svéty mohou byt propojeny pomoci relace dostupnosti.

Definice 48: Relace dostupnosti je binarni relace S C W? na mnoZiné moznych svétia W.
Rikame, Ze svét v je dostupny ze svéta w pravé tehdy, kdyz plati (w,v) € S.

Obecné plati, Ze relace dostupnosti predstavuje urcitou formu moznosti. Za mozné svéty ve
svété w € W povazujeme pouze ty svéty, které jsou z w dostupné.

Moznym svétim a vztahtim piistupnosti pfifazujeme konkrétnéjsi vyznam v zévislosti na
modalni logice, v niz jsou pouzity. Napiiklad v temporalni logice predstavuji mozné svéty
okamziky v Case a dostupnost mezi svéty predstavuje zménu stavu svéta v case.
Priklad. Uvazte svét, ktery obsahuje pouze vyroky p,q,r, a v némz plati p = ¢.
a) Kolik takovych moznych svéta existuje?
b) Pridejme podminku, Ze ve svété plati také p V —r. Kolik moznych svéti existuje v
takovém piipadé?

a) 6 moznych svétia. Svéty p, =g, a p, —g, - nejsou mozné.

b) 4 mozné svéty. Z dalsi podminky vyplyva, ze dva svéty, v nichz plati —p A r, také
nejsou mozneé.

Priklad 8.2.1. Désa méa dveé rostliny, fialku a zelenec, které zaléva vzdy soucasné. Zelenec
uvadne 4 az 6 dni po zaliti. Fialka uvadne 10 az 15 dni po zaliti. Uvazme zjednoduSeny svét,
ktery obsahuje pouze tyto dvé rostliny, a v ném? je stav rostliny binarni — bud je uvadla,
nebo neni.

a) Uvedte, kolik existuje moznych svétu.

b) Dasa fekla, Ze rostliny naposledy zalévala pred dvéma tydny. Uvedte, kolik moznych
svétu existuje, pokud tuto informaci znate, a které to jsou.

a) Tri svéty. Pozor, svét, v némz uvada pouze fialka, neni mozny.

b) Dva svéty. Z uvedenych informaci vyplyva, Ze zelenec je uréité zvadly a fialka mozna.
Existuji tedy dva mozné svéty, jeden, ve kterém je uvadly pouze zelenec, a druhy, ve
kterém jsou uvadlé obé rostliny.
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Priklad 8.2.2. V bufetu se prodava kava, bagety a croissanty. Ne vzdy ale maji kompletni
nabidku. Mé&jme svét, ktery reprezentuje stav bufetové nabidky.
a) Uvedte, kolik existuje moznych svéti.
b) Zjistite, ze v bufetu maji vzdy croissanty nebo bagety, ale nemaji je souc¢asné. Uvedte,
kolik moznych svéti existuje, pokud tuto informaci znate, a které to jsou.

a) 8 — Pozor, pocitame i svét, kde nemaji nic.

b) 4 — Stavy svéta jsou nésledujici: Maji pouze bagety. Maji pouze croissanty. Maji
bagety a kdvu. Maji croissanty a kavu.

Priklad 8.2.3. Do bufetu z pfedchoziho zadani (neberte v itvahu omezeni zavedené v bodé
b)) pfijde student. Chce si koupit kavu, nebo, pokud ji nemaji, cokoli jiného. Jak se zméni
stav bufetu po jeho odchodu? Predpokladejte, Ze student si koupi pouze jednu véc a kava se
muze vyprodat také.

Mozné stavy bufetu reprezentujte pomoci moznych svéti. Zménu stavu bufetu reprezentujte
pomoci relace dostupnosti. Mozné svéty a relaci graficky znézornéte.

A - maji kivu
B - maji bagety
C - maji croissanty

Stav bufetu po navsteve Studenta zostane bud rovnaky (to reprezentuju reflexivne relacie),
alebo si Student kupi nejaka poslednta polozku a bufet sa presunie z povodného stavu do
stavu, kde tuto polozku nemaju. Ak sa bufet nachadza v stave, kde maju kavu, vykupit sa
moze jedine kéva, v ostatnych pripadoch sa méze vykupit Tubovolna polozka. Ak v bufete
nemaju uz nic, stav bufetu zostane rovnaky.
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8.3 Modalni logiky a K-logika
Modalni logiky jsou intenzionalni logiky, které se zabyvaji riznymi modalitami neboli médy
pravdy. Mezi tyto modality patii:

o Aletickd modalita — vyjadfuje nutnost — nutné plati, mozné plati.

e Tempordlni modalita — vyjadiuje platnost v ur¢itém casovém okamziku — vzdy platilo,
bude platit.

Deontickd modalita — vyjadiuje, jak by véci mély byt — je povinné, je povoleno.

Epistemickd modalita — vyjadiuje znalost a presvédceni — Albert vi, ze plati, Albert
Veri, ze plati.

Naproti tomu v klasické logice uvazujeme pouze o tom, zda je tvrzeni pravdivé nebo neprav-
divé.

Modality reprezentujeme pomoci moddlnich operdtori. Ty se od logickych operatori lisi tim,
ze pravdivostni hodnota na jejich vystupu zéavisi nejen na pravdivostni hodnoté vstupnich
tvrzeni (extenzi), ale také na vyznamu samotnych tvrzeni (intenzi). Jelikoz klasické logiky
nepracuji s intenzemi vyrazi, modality spravné reprezentovat nedokazou.

K-logika je formalni systém pracujici s modalitou nutnosti, kterou reprezentuje pomoci mod-
alnich operatorti nutné O a moznd <. K-logika je navic zdkladni modélni logika — jeji ipravou
muzeme zavést logiky dalsich modalit.

V této kapitole zavadime K-logiku s vyuzitim vyrokové logiky. Nejprve rozsifime abecedu
vyrokové logiky o symboly modalnich operatori:

Definice 49: Abeceda K-logiky zahrnuje:
e abecedu vyrokové logiky,

e symboly O, <.

Do syntaxe vyrokové logiky nésledné pridame pravidlo pro tvorbu formuli, které obsahuji
modéalni operatory:

Definice 50: Je-li ¢ formule, pak také (Og) a (Cyp) jsou formule.

Dale zavedeme sémantiku K-logiky. Interpretace K-logiky, nazyvand Kripkeho interpre-
tace nebo Kripkeho rdamec, neptedstavuje jediny stav svéta (jako interpretace v klasickych
logikach), ale vice stavi. Kazdy stav je reprezentovan jako moZny svét a odpovidajici inter-
pretace elementarnich vyroku.
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Definice 51: Kripkeho interpretace (téz Kripkeho ramec) pro jazyk L je struktura C' zahrnu-
jict:

e mnozinu moznych svétu W,

e relaci dostupnosti S C W2,

. vyrokovych proménnych I, pro kazdy svét w € W.

Relace dostupnosti pro kazdy mozny svét w urcuje, které svéty jsou z né€j dostupné. Dos-
tupné svéty ze svéta w chapeme jako svéty, které jsou ve svété w mozné. Interpretace I, pro
kazdy mozny svét w urcuje, které elementarni vyroky v ném jsou nebo nejsou pravdiveé.

Jelikoz rizné svéty vyhodnocuji elementarni vyroky riizné, i slozitéjsi formule mize v riiznych

svétech nabyvat riznych pravdivostnich hodnot.

Definice 52: Zda formule ¢ plati ve svété w € W, pisSeme w = ¢, definujeme nasledovné:
e w | p, pravé kdyz atomicka formule p je pravdiva v I,

w = (¢ = 1), pravé kdyz neplati w = ¢ nebo plati w = ¢ (a podobné pro ostatni
logické spojky),

w = Oy, pravé kdyz v |= ¢ pro vSechny svéty v € W takové, ze (w,v) € S,

w = Oy, pravé kdyz existuje svét v € W takovy, ze (w,v) € S a v |= ¢.

Je-1i formule atomicka, plati ve svété w pravé tehdy, kdyz je pravdiva v I,,,. V ptipadé log-
ickych spojek zlistava sémantika stejna jako ve vyrokové logice.

Formule ¢ je nutné pravdiva ve svété w, piSeme Oy, praveé kdyz je pravdivéa ve vSech svétech
dostupnych z w. Formule ¢ moznd plati ve svété w, piSeme O, pravé kdyz plati alespon v
jednom svété dostupném ze svéta w.

Vsimnéte si, ze sémantika modalnich operatori O a < je podobna sémantice kvantifikatoru
V a 3. Stejné jako u nich plati i u modalnich operatori, ze jeden lze odvodit z druhého, tedy:
Op & 0.

Nakonec zbyva definovat pravdivost v interpretaci a logickou pravdivost.

Definice 53:
e Formule ¢ je pravdiva v Kripkeho interpretaci C, piSeme |=¢ ¢, jestlize plati ve vSech
svétech w € W.

e Formule ¢ je logicky pravdivd (tautologie), jestlize plati ve vSech Kripkeho interpre-
tacich.
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Vyhodnoceni K-logické formule v Kripkeho interpretaci si ukdzeme na ptikladu.
Priklad. Uvazte Kripkeho ramec C, kde W = {wy, we, w3}, S = {(w1, ws), (w1, w3), (wa, ws)}
a elementarni vyroky jsou p, q. Ve svétech plati nasledujici tvrzeni:
® wy:p,q,
o Wy : P,
o ws:q.
Pomoci grafu znazornéte mozné svéty a relaci dostupnosti. Pak rozhodnéte, zda je formule
O0(—g V p):
a) platna ve svété wy,
b) platnd v Kripkeho interpretaci C,
)

c¢) logicky pravdiva.

Grafické znazornéni moznych svéti a vztahli mezi nimi miize vypadat nasledovné:

Nejprve vytvorime pravdivostni tabulku, ve které vyhodnotime formuli pro v8echny svéty. Ta
je uzitecéna i v pripadé, ze mame vyhodnotit platnost formule pouze v jednom svété. Chceme-
li napfiklad rozhodnout, zda O plati v néjakém svété, musime nejdiive vyhodnotit formuli
< pro vSechny svéty, které jsou z tohoto svéta dostupné.

w1 | W2 | W3

pill 1 110

qll 1 | 0|1

—q || 0 1 0

qVpl| 1 110
O(—gVvp)|l 0 | 1 |1
Sd(—gVvp) || 1 | 1] 0

Pomoci tabulky pak odpovime na otazky ze zadéni:
a) Ano, formule G0O(—q V p) plati ve svété wy.

b) Ne, formule neplati v interpretaci C, protoze neplati ve svété ws.

¢) Ne, formule neni logicky pravdivé, protoze neplati v interpretaci C'.

Priklad 8.3.1. Urcete modalitu véty.
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Vcera prselo.

Hana je presvédcena, ze kiva neni zdrava.

)
)
¢) Mozna méa muj pes chiipku.
) Koc¢ky nevédi, ze Merkur je planeta.
)

Na tomto misté se nesmi skakat do vody.

Qo

(@)
—_— — T

Temporéalni modalita.

o

Epistemicka modalita.
Aleticka modalita.

Epistemick4 modalita.

o,

Deonticka modalita.

¢}

Priiklad 8.3.2. Pomoci K-logiky forméalné zapiste nasledujici véty:
a) Mozna prsi nebo mozné sviti slunce.
b) Mozna prsi a sviti slunce zaroven.

c) Pokud je duha, pak nutné prsi a sviti slunce zéroven.

a) OPVOS
b) O(PAS)
c) D=0(PAS)

Piiklad 8.3.3. Uvazte Kripkeho ramec C, kde W = {wy, wa, w3}, S = {(wy,w3), (we, ws),
(wa, wy), (we,ws)} a elementarni vyroky jsou p,q. Ve svétech plati néasledujici tvrzeni:

® W :q,
® wy . P,
® W3 :(q,p.

Rozhodnéte, zda je formule O(—=<g V p) A (p = Op):
a) platna ve svété wy,

b) platna v Kripkeho interpretaci C,
c) logicky pravdiva.
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E
c

0(=Cq Vp)
0(=Cq Vp) A (p= Op)

w1
pil 0] O 1
ql| 1 0 1
Op || 1 0 1
Oqg |l 1 110
-Oq |l 0] 0] 1
—OqVpl|l 0| 0|1
p=0Op| 1 1 1
11701
1701

a) Ano.
b) Ne, formule neplati v interpretaci C, protoze neplati ve svété ws.

c¢) Ne, formule neni logicky pravdivé, protoze neplati v interpretaci C'.

Priklad 8.3.4. Uvazte Kripkeho ramec C, kde W = {wy, we, w3}, S = {(wy,wy), (wy,ws),
(wa,wy), (w3, wy)} a elementarni vyroky jsou p,q,r. Ve svétech plati néasledujici tvrzeni:

® Wi P,

® Wy :(,

® W3 :!pP,T.
Bez pouziti pravdivostni tabulky rozhodnéte, zda v dané interpretaci plati nasledujici for-
mule:

a) Ne. Neplati ve svétech wy, ws.
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b

) Ne. Neplati ve svétech wy, ws.
c) Ano.
)
)

d

e) Ano.

Piiklad 8.3.5. Uvazte Kripkeho ramec C, kde W = {wq,wq, w3, ws}, S = {(we,ws),
(w3, wy), (wy,ws), (wg, wy)}, a elementarni vyrok p, ktery plati ve svétech wy a ws. Pomoci
pravdivostni tabulky urcete, ve kterych svétech plati nasledujici formule:

a) O-0Op

b) OCp
c) OO
a) W1, W3
wy | Wy | W3 | Wy
pil 0 | 1 110
Op || 1 1 0] 0
-Op| 0 | 0 1 1
O—-0Op 1 0 1 0

b) W1, W, W3

—l ol —|&
o|—|olE

O5p

C) Wa, Wy

p

Cp
OOp
SO

(o] Nen) Nen] Nanl
Or—ﬂ©>—t§
—| ol | O

Piiklad 8.3.6. Znegujte nasledujici formule a upravte je tak, aby se symboly negace
nachézely pouze piimo pred elementarnimi vyroky:

a) O((mp = Oq) V O~g)

b) (B-pAq)V Oy

c) OC(p = <¢0gq)
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a) (O((-p = Oq) VO—g))
~ O~((-p = ©q) V Og)
~ O(=(=p = ©g) A ~O—q)
~ O((=p A =0q) A Oq)
~ O(=p A O=g A <q)

b) (OpV —=g) AOp

c) <¢O(p A Oo—q)

Priiklad 8.3.7. Pro kazdou nésledujicich formuli rozhodnéte, zda je tautologie. Pokud ne,
urcete néjakou podminku relace dostupnosti tak, aby formule platila ve vSech interpretacich,
které podminku spliuji.

a) Op=p

b) O(p = ¢) = (Op = Og)

c) Op=<p

d) p=0Cp

a) Ne. Plati, pokud je relace interpretace reflexivni, tedy pokud pro kazdy svét w plati
(w,w) € S.

b) Ano.

c) Ne. Plati, pokud je kazdy svét v relaci s néjakym svétem, tedy pokud pro kazdy svét
w existuje u takove, ze (w,u) € S.

d) Ne. Plati, pokud je relace interpretace symetricka, tedy pokud pro v8echny svéty w, u
plati, ze (w,u) € S implikuje (u, w) € S.

Priklad 8.3.8. Uvazte Kripkeho ramec C, kde W = {wy, ws, w3} a elementarni vyroky jsou
p,q,r. Ve svétech plati nasledujici tvrzeni:

o wy:p,
o wy:q,
® w3 :p,T.
Dopliite relaci dostupnosti Kripkeho ramce C' tak, aby v ni platila formule:
a) Op=r
b) O(gAr)
c) <Op
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Resent mohlo vypadat naptiklad nasledovné:
a) { (w1, ws), (w2, w2)}
b) @

¢) {(wy, wy), (wa, ws), (w3, wr)}

8.4 Vicehodnotové logiky

Vicehodnotové logiky jsou podobné klasickym logikam v tom, Ze pravdivostni hodnota celého
vyrazu se sklada z pravdivostnich hodnot dil¢ich vyrazi, jsou tedy extenzionalni. Nicméné
se od nich lisi tim, Ze pracuji s vice nez dvéma pravdivostnimi hodnotami. Pravdivostni
hodnoty se vétsinou pohybuji v intervalu od 0 do 1, pficemz 0 obecné predstavuje absolutni
nepravdu a 1 absolutni pravdu, avSak konkrétni interpretace zavisi na oblasti pouziti logiky:.

Mezi vicehodnotové logiky patii tfthodnotova Lukasiewiczova logika. Kromé pravdivostnich
hodnot 0 (nepravda) a 1 (pravda) zavadi hodnotu 1/2 (nevim). Nésledujici definice je ob-
dobou [definice interpretace| z klasické vyrokové logiky.

Definice 54: Interpretace I v Lukasiewiczové logice je zobrazeni I : P — {0,1/2, 1} pfirazu-
jici pravdivostni hodnoty 0 (nepravda), 1 (pravda) a 1/2 (nevim) jednotlivym vyrokovym
proménnym mnoziny P.

Kvili této zmeéné zavadi Lukasiewiczova logika také novou valuaéni funkci val (obdobu
luace)), ktera umi pracovat s hodnotou 1/2 a zachovéva sémantiku logickych spojek.

Definice 55: Valuacni funkce val; prislusici interpretaci I je definovana indukei ke struktute
formule:
e val;(p) = I(p), pro atomickou formuli p € P,
e vali(—p) =1 —wvalr(p),
e valr(p A1) = min(val(p),valr(v)),
o valy(
(

V) = mazx(vali(p),vali(v)),

= ) = min(1,1 — val;(p) + val;(v)).

®
o vali(p

V Lukasiewiczové logice nelze implikaci obecné vyjadrit negaci a disjunkci, protoze rovnost
val(p = q) = wval(—p V q) neplati vzdy. V pripadé val(p) = 1/2, val(q) = 1/2 totiz
val(p = q) =1, ale val(—p V q) = 1/2.
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V Lukasiewiczové logice je modelem formule kazda interpretace, v niz je hodnota formule
vetsi nez 0.

Definice 56: Modelem formule ¢ v Lukasiewiczové logice je interpretace I takova, ze pro ji
prislusici valuacni funkei plati val; () > 0.

Priklad. Uvazte formuli p = —(q V p) Lukasiewiczovy logiky. Rozhodnéte, zda je interpre-
tace I(p) = 1/2, I(¢) = 0 modelem formule.

Ano, dané interpretace je modelem formule, protoze val;(p = —(q V p)) = 1. Formuli
vyhodnotime postupné podle definice funkce val;. Mezivypocty jsou uvedeny v tabulce.

p =1~ ||V |p
121 1/2]01/2]1/2

Dalsi vicehodnotovou logikou je fuzzy logika, ktera umoznuje vyjadiit miru pravdivosti ne-
jednoznacnych vyrokt, jako je napiiklad vyrok Petr je mlady. Fuzzy logika nepracuje s
diskrétnimi pravdivostnimi hodnotami, ale s intervalem hodnot [0, 1].

Definice 57: Interpretace I ve fuzzy logice je zobrazeni I : P — [0, 1] pfifazujici pravdi-
vostni hodnoty z intervalu [0, 1] jednotlivym vyrokovym proménnym mnoziny P.

Model formule a valua¢ni funkce jsou definovany stejné jako v Lukasiewiczové logice s tim
rozdilem, Ze valua¢ni funkce pracuje nad spojitou doménou.

Definice 58: Modelem formule ¢ ve fuzzy logice je interpretace I takova, ze pro ji piislusici
valua¢ni funkei plati val;(¢) > 0.

Priklad. Uvazte formuli (pV —q) A =p fuzzy logiky. Rozhodnéte, zda je interpretace I(p) =
0.2, I(q) = 0.9 modelem formule.

Ano, dand interpretace je modelem formule, protoze val;((p V —q) A =p) = 0.2. Formuli
vyhodnotime postupné podle definice funkce val;. Mezivypocty jsou uvedeny v tabulce.

| V] || A ~]|p
02102/01]09( 020802
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Priklad 8.4.1. Uvazte interpretaci Lukasiewiczovy logiky I(p) =1/2, I(q) =0, I(r) = 1/2.
Rozhodnéte, zda je modelem néasledujicich formuli:

a) ~(pAT)

b) p=(qV-r)

c) =(r=q)

d) (rv-r)Agq

Q

/2

—_ =

(@)
—_

/2

o
~— ~— ~— ~—

oL

0

Priklad 8.4.2. Uvazte formuli (p = ¢) A (p V —¢) Lukasiewiczovy logiky. Vytvoite prav-
divostni tabulku, ktera zahrnuje pouze interpretace obsahujici hodnotu 1/2, a rozhodnéte,
které z nich jsou modelem formule.

Ip) || | =@ | A |V |=-]|4q
0 1/2] 0 | 1 |1/2][12] 0 [1/2]1/2]1/2
12 0 ||1/2]|1/2] 0 |[1/2][1/2] 1 | L | 0
172 172 |[1/2| 1 |12 12|12 12| 1/2[1/2
1/2 1 ||1/2] 1 | 1 |[1/2][1/2[1/2] 0 | 1
1 12| 1 |1/2[12][12] 1 | 1 |1/2[1/2

Modelem formule jsou vSechny dané interpretace.

Priklad 8.4.3. Uvazte interpretaci fuzzy logiky I(p) = 0.3, I(q) = 0.6, I(r) = 0.2. Rozhod-
néte, zda je modelem nésledujicich formuli:

a) (pAQVr
b)

c) r=0p
d) (rA=q)V-=(qgAp)

q= -

a) Ano. Hodnota valuace formule je max(min(1 — 0.3,0.6),0.2) = 0.6

b) Ano. Hodnota valuace formule je 1.
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¢) Ano. Hodnota valuace formule je 0.5.

d) Ano. Hodnota valuace formule je 0.7.

Priklad 8.4.4. Uvazte formuli (p = ¢) A (p A —q) fuzzy logiky. Naleznéte interpretaci, ve
které je valuace formule vétsi nez 0.5.

Zde bude Teseni prikladu.

Priklad 8.4.5. Naleznéte interpretaci fuzzy logiky, ktera je modelem vSech nésledujicich
formuli:

e pD=r1

[ J —q

e gV r

Resenim je napitklad interpretace I(p) =0.1,1(q) =0.2,I(r) = 0.3.

Priklad 8.4.6. Pro kazdou z nasledujicich formuli uvedte interpretaci fuzzy logiky, ktera
neni jeji modelem.

a) —p
b) pA—q
c) (pvg) =r

a) I(p) =0
b) [(p> < [07 1]>I(Q) = 1 nebo I(p) 207[<Q) S [071]
c) I(p) € [0,1],1I(q) =1,1I(r) =0mnebo I(p) =1,1(¢q) € [0,1],I(r) =0

Priklad 8.4.7. Uvazte interpretaci I(p) = 0, I(¢) = 0.5, I(r) = =. Naleznéte mnozinu vech
hodnot x takovych, Ze valuace formule =(qg A =r) V (r = p) fuzzy logiky se rovna hodnoté:

a) 0
b) 0.5
c) 0.8
d) 1
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{0.5}
{0.2, 0.8}

{0, 1}
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9 Reprezentace a vyvozovani znalosti

K tomu, aby inteligentni systém spravné fungoval, mu potiebujeme dodat dostatek informaci
o svété, ve kterém pracuje, a naucit ho, jak tyto informace vyuzivat. Oblast reprezentace
znalosti se zabyva tim, jak znalosti vyjadrit ve formé, jez je vhodna pro pocitacové zpracov-
ani, zatimco oblast vyvozovdni znalosti se zabyva tim, jak s uloZzenymi znalostmi pracovat
a odvozovat z nich znalosti nové. V této kapitole si nékolik pfistupt k reprezentaci a vyvo-
zovani znalosti predstavime.

Dilezitou soucasti reprezentovani znalosti je organizovani objekti do kategorii neboli tiid.
Ve fyzické realité sice prichazime do kontaktu hlavné s objekty, ale na tirovni mysleni a vyvo-
zovani pracujeme ve velkém s kategoriemi. Naptiklad pokud si nékdo chce koupit stejnou
klavesnici, jako méa jeho kamarad, nechce ten samy objekt, ale model klavesnice. Stejné tak
zafazeni objektu do kategorie nam c¢asto umozni odvodit o ném nové znalosti. Napiiklad
vidime-li v sekci ovoce v obchodé zeleny, velky a kulaty objekt, zaradime jej do kategorie
meloun, z ¢ehoZz miZzeme nasledné odvodit informaci, Ze vevniti ma cervenou duzinu.

V predikatové logice bychom mohli kategorie reprezentovat jako predikat, ale pri tomto pfis-
tupu nedokézeme spravné reprezentovat vlastnosti tfidy. Kategorii proto reprezentujeme jako
konstantu. Prislusnost do kategorie, kterd je reprezentovana konstantou ovérime pouzitim
predikatu, napiiklad Member(m, meloun), jenZ se vyhodnoti jako pravdivy, pokud je m
instanci kategorie meloun. Takové modelovani abstrakce jako objektu se nazyvé reifikace
neboli zvécnéni.

Objekty a tiidy organizujeme do hierarchie trid, tfida muze byt podtridou ¢ nadtiidou jiné
tridy, objekt je instanci néjaké tfidy. Kromé hierarchie tiid se budeme zbyvat i tim, jak
reprezentovat dalsi znalosti o pojmech, ty nazyvame i fakta, tykaji-li se objektu a pravidla,
tykaji-li se tiid.

9.1 Ontologie

Ontologie je formalni systém, ktery popisuje svét, pripadné jeho ¢éast, skrze pojmy, vztahy
mezi pojmy a axiomy. S pouzitim ontologie mizeme potom vyjadfit konkrétni znalosti o
daném svété. Ontologie muzeme zavést pomoci ruznych formalismi, v této sbirce budeme
pouzivat predikatovou logiku.

Ontologie délime na doménové a vSeobecné (upper ontologies). Vseobecna ontologie se snazi
popsat cely svét a poskytnout tak nastroj na reprezentovani znalosti z libovolné oblasti.
Naproti tomu doménova ontologie je specifi¢téjsi napiiklad v zavedenych pojmech a uzpu-

sobené pro reprezentaci néjaké konkrétni domény.

Jednoduchou ontologii si ukdzeme na ptikladu.
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Priklad. Aby student ziskal zdpocet, potiebuje ziskat alesponn 10 bodu z domécich tkolu a
15 bodu z testu. Zaved'te ontologii, ktera popisuje uvedenou situaci.

Nejprve pomoci predikatové logiky zavedeme jazyk ontologie, tj. vSechny pojmy, které jsou
nezbytné k popisu situace. Mizeme pouzivat konstanty, funkce a predikaty.

e Ukoly(s,b): predikit, pravdivy, pokud ma student s z domacich tikold b bodii.

Test(s,b): predikat, pravdivy, pokud ma student s z testu b bodu.

Zapocet(s): predikat, pravdivy, pokud byl studentovi s udélen zapocet.
e +, <: funkce a predikat, oba se standardni sémantikou.
e 10, 15: konstanty, reprezentuji minimalni nutny pocet bodi.

Déle zavedeme obecné platné axiomy:
o Al: ¥s(Zapotet(s) <= (10 < b A Ulohy(s,b)) A Fb(15 < b A Test(s, b))

V dalsim prikladu si ukdzeme, jak lze ontologii pouzit k reprezentaci konkrétni situace a
odvozeni znalosti.

Priklad. Albert ziskal 12 bodi za doméci tkoly a 20 bodi z testu. Pomoci ontologie z
piedchoziho piikladu reprezentujte situaci a odvod'te, zda Albert dostane zapocet.

Nejprve zavedeme tvrzeni specifickd pro danou situaci:

e Ulohy(Albert, 12)
e Test(Albert, 20)

Z axiomu A1 potom plyne, Ze plati predikat Zapocet(Albert), a tudiz Albert zapocet ziskal.

Priklad 9.1.1. Uvazujme nésledujici netplny jazyk ontologie, ktery reprezentuje hru piskvorky:
e Player(p): predikat, p je hrac
e Mark(m): predikat, m je znacka
e Square(q): predikat, g je pole
® py,po: konstanty, hraci kiizek®, resp. ,kolecko”
® 11,12, ---, q33: konstanty, pole herniho planu
e so: konstanta, pocatecni situace, situace reprezentuje stav hry
e WinningPosition(q, g2, ¢3): predikat, pravdivy pro pole, ktera tvoii vyherni pozici
e Opponent(p): funkce, reprezentuje protihrace hrace p
e Wins(p, s): predikat, pravdivy, pokud v situaci s vyhral hra¢ p

e Play(p, q): funkce, reprezentuje akei, ze hra¢ p oznaci pole ¢
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e Poss(a, s): predikat, je pravdivy, pokud je mozné vykonat akci a v situaci s
e Result(a, s): funkce, reprezentuje situaci, jez nastane po provedeni akce a v situaci s
Jazyk doplitte o pojmy, které budou reprezentovat:

a) znacky, které mohou byt umistovany na pole,

o

informaci o tom, ktera znacka patii zadanému hraci,

)
c¢) informaci o tom, ktery hra¢ je na tahu v zadané situaci,
)

o

informaci o tom, ktera znacka je umisténa na zadaném poli.

Q

X, O, konstanty pro znacky ,kiizek”, ,kolecko", ,prazdné policko*
MarkOf(p): funkce, reprezentuje znacku hrace p

TurnAt(s): funkce, reprezentuje hréace, ktery je na tahu v situécii s

(@]

o
~— ~— ~— ~—

o,

MarkAt(q, s): funkce, reprezentuje znacku na poli g v situcii s

Priklad 9.1.2. V ontologii vytvorené v predchozim piikladu chybi axiomy, které by urcovaly
sémantiku zavedenych predikati a funkci. Dopliite ontologii o nasledujici axiomy:
a) Nikdo jiny kromé p, a p~ neni hracem.

b) Oponent hrace py je poy.
c¢) Znacka hrace po je O.
d) Vitézné pozice se skladaji pouze z poli, kterd se nachézeji v jednom fadku, sloupci

nebo diagonéle (formuli nepiste celou, repetitivni ¢asti muZete vynechat).
e) Axiom urcujici, kdy plati Win(p, s).
f) Axiom urcujici, kdy plati Poss(a, s).

) Vp(Player(p) <= p =px Vp=p0o)
b) Opponent(px) = po
) MarkOf(p) = O
) Va1, 42, G3 (WinningPosition(ql, q2,q3) <
(= Ae=qAE=03)V (@ =@ AG=0p2AG=q3)V... )

Formule zachyti vSechny kombinace ¢, ¢, q3, které predstavuji vyherni kombinaci.

e) Vp, s(Wins(p, s) <= Jq1, 92, G3 (WinningPosition(ql, 02, q3) A\

MarkAt(qi, s) = MarkAt(qq, s) = MarkAt(gs, s) = MarkOf(p)))
f) ¥p,q, s(Poss(Play(p, q),s) <= TurnAt(s) = p A MarkAt(q, s) = |_,)
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Priklad 9.1.3. Vyuzijte nastroj, ktery pro slovo pfirozeného jazyka najde odpovidajici
pojmy ontologie SUMO (pro vice informaci o nalezenych pojmech je rozkliknéte) a urcete:
a) pojmy souvisejici se slovem coffee,
b) pojem p, ktery reprezentuje zimni ro¢ni obdobi,
c) s ¢m je pojem p ekvivalentni,
d) pojem, jehoz podtiidou je pojem p.
)

e) Naleznéte vyraz, ktery obsahuje pojem p a pojem MediterraneanClimateZone, a urcete

jeho vyznam.

a) strom (BotanicalTree), zrno (CoffeeBean), napoj (Coffee), barva (ColorAttribute)
b) WinterSeason

c) WinterSeason je ekvivalentni s ¢asovym intervalem od prosince (decembra) do tnora
(februara).

d) WinterSeason je podtiidou SeasonOfYear.

e) V oblastech stfedomoiského klimatického pasma se obdobi destivého pocasi vyskytuje
v zimnim ro¢nim obdobi.

Piiklad 9.1.4. Urcete vyznam nasledujicich vyrazt ontologie SUMO. Pokud neumite
odvodit vyznam néjakého pojmu, miizete si ho vyhledat zde.

a) (=
(attribute TAREA MountainousTerrain)
(exists(?MTN)
(and
(instance TMTN Mountain)
(located TMTN ?AREA))))
b) (=
(and
(instance TSMILE Smiling)
(agent 7SMILE 7AGENT))
(holds During
(WhenFn ?SMILE )
(attribute TAGENT Happiness)))
c) (=
(instance 70 OlympicGames)

(or
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(exists(TW)
(and
(instance "W WinterSeason)
(temporal Part
(WhenFn ?70) TW)))
(exists(?S)
(and
(instance 7S SummerSeason)
(temporal Part
(WhenFn 70) 75)))))

Regen{ podava pro kazdy bod doslovny a volnéjsi vyklad.
a) Pokud ma objekt atribut MountainousTerrain, pak existuje fyzicky objekt, ktery je
instanci Mountain a nachéazi se v tomto objektu. / V oblasti s hornatym terénem se
nachézi hora.

b) Pokud je proces instanci Smiling a n&jaky agent je agentem tohoto procesu, pak v
dobé, kdy proces bézi, je Stésti atributem agenta. / Agent, ktery se usmiva, je v tu
chvili stastny.

c) Pokud je proces instanci OlympicGames, pak existuje zimni nebo letni obdobi (¢asovy
interval), jehoZ soucasti je Casovy interval, béhem kterého proces bézi. / Olympijské
hry se konaji v zimé nebo v 1été.

9.2 Sémantické sité a ramce

Sémantické sité reprezentuji pojmy a vztahy mezi pojmy. Maji formu grafu, pficemz uzly
tvori hierarchii pojmt. Dalsi vztahy reprezentuji vlastnosti pojmi, naptiklad Barva(beruska,
cervend), nebo prisludnost ¢asti k celku, Cdst(noha, krdva). Vztahy, jez souvisi s hierarchii
pojmi zapisujeme ve vertikdlnim sméru, ostatni vztahy zapisujeme horizontélné.

Sémantické sité podporuji dédi¢nost a mechanismus vzoru a vygjimky. Pojmy dédi vzorové
hodnoty vlastnosti z nadtiid, pficemz vzdy plati ta hodnota, ktera je k pojmu nejblize.
Vzorovou hodnotu muze prepsat vyjimka uvedena u uvazovaného pojmu. Princip dédi¢nosti
neplati nutné v horizontalnich vztazich. Napiiklad noha, jako ¢ast kravy, zdédi barvu kravy,
ale nedédi oblibené jidlo kravy.

Priklad. Uvazte nasledujici sémantickou sit.
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a) Je rajce sladké?
b) Je rajée vhodné do zmrzliny?

c) Jaké znalosti lze vyvodit ze sité o pojmu maliny v kuchyni?

a) Ano.
b) Ne.

¢) Maliny v kuchyni jsou instanci kategorie maliny, jsou ovoce, maji ¢ervenou barvu, jsou
sladké a vhodné do zmrzliny.

Ramec je univerzalni struktura, v niz jsou ulozeny veskeré relevantni informace o pojmech.
Stejné jako sémantické sité, ramce reprezentuji taxonomii pojmi, jejich vlastnosti, avsak
maji textovou podobu. Pojem je v ramci reprezentovany pomoci nasledujicich hodnot:

e objekt — samotny pojem
e sloty — vztahy daného pojmu
e hodnoty sloti - pojmy, které jsou v uvedeném vztahu s danym pojmem.
Ramce téz podporuji dédi¢nost a vyjimky. Hvézdickou jsou oznaceny sloty, které nesou

vzorové hodnoty a mohou byt pii dédéni prepsény vyjimkou.

Priklad. Pomoci ramce reprezentujte znalosti ze sémantické sité z predchoziho prikladu.
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objekty sloty hodnoty

ovoce

*chut: sladka,

*do zmrzliny: ano
rajce

podtiida: ovoce

do zmrzliny: ne
maliny

podtiida: ovoce

*barva: cervena
maliny v kuchyni

instance: maliny

Objekty a hodnoty slotti jsou ekvivalentni s uzly grafu sémantické sité, sloty jsou ekvivalentni
s hranami grafu.

Priklad 9.2.1. Vytvoite sémantickou sit, kterd bude reprezentovat aspon 4 libovolné kate-
gorie domécich zvirat a jejich vlastnosti.

Zde bude Teseni prikladu.

Priklad 9.2.2. Uvazte nasledujici sémantickou sit, ktera ¢astecné reprezentuje magické
tvory.

@ inteligence @
1 6‘0’

&
6&;& ff-
< &
noh
TS S ()
A2
6@\6 @ po%@'
© < %
>
Gast s inteligence
@ hipogryf 2, kentaur @
) ©
§ *;
e = k=

- zameéstnani
Buckbeak Firenze @
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Odpovézte na nésledujici otazky:.
a) Maji hipogryfové lidskou inteligenci?

b) Ma Firenze lidskou inteligenci?
c¢) Kolik noh maji testralové?
d) Jakou barvu ma hipogryf?

Zde bude reseni prikladu.

Priklad 9.2.3. Podle informaci vyplyvajicich ze sémantické sité z predchoziho piikladu
popiste, co vite o nasledujicich pojmech:

1. Buckbeak,

2. Firenze,

3. napil lev.

a) Buckbeak je hipogryf, napul kan, mé hnédou barvu, dvé nohy, kiidla a zvifeci in-
teligenci.

b) Firenze je ucitel, kentaur, napul kuan s lidskou inteligenci. Mé& ¢tyfi nohy a hnédou
barvu.

c) Napul lvi maji zvifeci inteligenci.

Priklad 9.2.4. Pomoci ramce reprezentujte znalosti o pojmech napul kin a Firenze, které
jsou vyznaceny v sémantické siti v Prikladu 9.2.2.

podtrida: tvor

*barva: hnéda

*nohy: 4
Firenze

mstance: kentaur

zaméstndani: ucitel

Priklad 9.2.5. Uvazte nasledujici ramec:
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Rozhodnéte, zda z ramce vyplyvaji nésledujici tvrzeni:

o T o

0,
L T T

¢}

akéni film

podtrida:

*exploze
Drive

mstance:

exploze:
Skyfall

mstance:

série:
komedie

zdbavnd

podtrida:
¢erna komedie

podtrida:

*2emé plivodu:

humor:
Horsi nez smrt

mstance:
Big Lebowski

mstance:

zemé puvodu:
romanticki komedie:

podtrida:

*konec:

Annie Hall

mstance:

V8echny akéni filmy obsahuji exploze.

Skyfall obsahuje exploze.

Akéni film ma vice instanci nez ¢erna komedie.
Horsi nez smrt je z Britanie.

Annie Hall je z USA.

Big Lebowski je zabavny film.
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cerny
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Stastny

romanticka komedie



f) Ano.

Priklad 9.2.6. Ramec z piedchoziho piikladu prevedte na sémantickou sit.

Zde bude Teseni prikladu.

9.3 Nejisté znalosti

V bézném zivoté se Casto setkdvame s nejistymi znalostmi. K reprezentaci neurcitych znalosti
se pouzivaji napiiklad nemonotonni logiky, které predpokladaji, ze vychozi vyroky jsou prav-
divé, dokud nejsou vyvraceny. Dalsim pristupem je prace s pravdépodobnosti, které se
budeme vénovat v tomto oddilu.

P11 definovani pravdépodobnosti pracujeme s mnozinou (vsech) elementdrnich jevi €0, ktera
zahrnuje v8echny mozné vysledky ndhodného pokusu. V piipadé hodu kostkou by bylo
Q2 ={1,2,...,6}, v piipadé hodu minci Q = {rub,lic}. Kazda podmnozina mnoziny vsech
elementérnich jevi se nazyva jev. V pripadé hodu kostkou miize byt jevem napiiklad ,padné
sudé &islo”, ¢ili mnozina {2,4,6}. MnoZinu viech jevii znaéime 2 (znam4 téZ obecné jako
potencni mnozina ¢ mnozina vSech podmnozin).

Definice 59: Uvazme kone¢nou mnozinu elementérnich jeva €2. Pravdépodobnost je funkce
P : 2% — [0, 1] pfifazujici jeviim hodnoty z intervalu [0, 1], ktera spliiuje
e P(Q) =1, ¢ili pravdépodobnost celé mnoziny jevi je 1,
e P(AUB) = P(A)+ P(B) pro disjunktni mnoziny A C 2, B C , ¢ili pravdépodobnost
disjunktnich mnozin je aditivni.
Mnozina elementarnich jevi €2 vybavena pravdépodobnosti P se nazyva pravdépodobnostni
prostor (2, P).

Intuitivni chapani definice pravdépodobnosti je, ze hodnota P(A) urc¢uje pravdépodobnost,
7e pri ndhodném pokusu nastane néjaky z jevii w € A. Pokud je A = 2, pochopitelné je
pravdépodobnost 1, jelikoz né&jaky z jevi nastat musi. Vyplyva z axiomu, ze P(@) = 07
Vyplyva z axiomt, ze P(€2 — A) = 1 — P(A)? Rozmyslete si.

Piiklad. Jsou nasledujici funkce pravdépodobnosti nad mnozinou 2 = {rub,lic}? U téch,
které nejsou, dokazte.
a) P,={@—0, {rub}~— 0.2, {lic}— 0.7, {rub,lic}+— 1},
b) B,={2—0, {rub}~— —0.2, {lic} — 1.2, {rub,lic} — 1}},
c) P.={@~0, {rub}—0, {lic}—1, {rub,lic}— 1}},
d) Pp={9~ 0.3, {rub}— 0.3, {lic}— 0.7, {rub,lic} — 1}},
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a) Ne, protoze P,({rub,lic}) =1# 0.9 = P,({rub}) + P,({lic}).
b) Ne, protoze Py({rub}) = —0.2 ¢ [0, 1].
) Ano.

d) Ne, protoze P;({rub}) = 0.3 # 0.6 = P;({rub}) + P,(2).

C

Elementarni jevy casto vykazuji néjaké ciselné charakteristiky, jako naptiklad ¢islo hozené
na kostce ¢i mnozstvi srazek v mm. K popisu ¢iselnych charakteristik slouzi pojem ndhodné
promenneé.

Definice 60: Ndhodnd proménnd X nad pravdépodobnostnim prostorem (€2, P) je libovolna
(meéfitelna) funkce X : Q — R.

Nahodné proménna tedy pritazuje kazdému elementarnimu jevu ¢iselnou hodnotu. Speciél-
nim typem je booleovskd nahodné proménna, ktera své ¢iselné hodnoty omezuje na 0 (nepravda)
a 1 (pravda).

Priklad. Uvazme pokus, ve kterém 4 krat hodime minci. Dale méjme nasledujici vysledek
pokusu: lic, lic, rub, lic. Uvazte nésledujici ndhodné proménné:

a) V kazdém hodu padl lic.

b) Pocet padlych lict.
Jakych hodnot nabudou tyto proménné pro uvedeny pokus? Jakych hodnot mohou nabyvat
vSeobecné?

a) 0 (nepravda). Néhodna proménna nabyva hodnot z mnoziny {0, 1} v zavislosti na
tom, zda v nahodném pokusu padly jenom lice.

b) 3. Néahodné proménna nabyva hodnot z mnoziny {0, 1, 2, 3, 4} v zévislosti na pocté
padlych lici.

V pripadé booleovskych proménnych budeme déle jejich hodnoty znacit pro proménnou A
rovnéz jako a a —a (Cili ndzev proménné zacinajici malym pismenem) vedle klasického 1
(pravda) a 0 (nepravda).

KdyZz mame definovanu ndhodnou proménnou, mizeme zacit uvazovat o pravdépodobnos-
tech, s nimiz bude nabyvat jednotlivych hodnot.
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Definice 61: Uvazujme nahodnou proménnou X nad pravdépodobnostnim prostorem
(Q, P). Pravdépodobnost, Ze proménnd X nabude hodnoty a, ozn. P(X = a), je definovana
jako

P(X = a) = P(fw € Q| X(w) = a}),
neboli pravdépodobnost mnoziny elementérnich jevi, pro néz nabyva nahodna proménné
hodnoty a.
Pokud je v uvazovaném kontextu zapis jednoznaény, P(X = a) miizeme znacit zkracené jako

P(a).

Rozlozeni pravdépodobnosti mezi jednotlivymi hodnotami ndhodné proménné v souladu
s uvedenou definici definuje funkci, kterda se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti nahodné
Promenneé.

Definice 62: Rozdéleni (¢i distribuce) pravdépodobnosti ndhodné proménné X, znaceno
P(X), je funkce P(X) : R — [0, 1], ktera pfifadi kazdé hodnoté a € R pravdépodobnost, 7Ze
X nabude hodnoty a podle [Definice 61}

Rozlozeni pravdépodobnosti obsahuje pravdépodobnosti vSech hodnot ndhodné proménné.
Jelikoz nahodna proménna vzdy nabyva néjaké hodnoty, pravdépodobnost, Ze nabude néjaké
z hodnot, je 1. Proto plati nasledujici tvrzeni.

Véta 63: Soucet hodnot rozlozeni pravdépodobnosti ndhodné proménné je roven 1.

Priklad. Uvazte booleovskou ndhodnou proménnou Prsi ve svété, kde pravdépodobnost
toho, Ze prsi, je 0.3. Uvedte, jakym hodnotdm se rovnaji nasledujici vyrazy:

a) P(—prsi),

b) P(Prsi).

a) Vyraz oznacuje pravdépodobnost toho, Ze neprsi. JelikoZ vime, Ze nahodné proménna
mé pouze dvé hodnoty, potom P(—prsi) =1 — P(prsi) = 0.7.

b) Vyraz oznacuje distribuci pravdépodobnosti, tedy

0.3 pro hodnotu prsi, neboli z = 1 (pravda),
P(Pr3i)(z) = ¢ 0.7 pro hodnotu —prsi, neboli z = 0 (nepravda),
0  jinak, neboli x # 1 A x # 0.
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Distribuce pravdépodobnosti nahodnych proménnych lze navzajem kombinovat. Vznikne
tak slozena distribuce pravdépodobnosti.

Definice 64: SlozZené rozloZeni pravdépodobnosti ndhodnijch proménngch Xy, ..., X, urcuje
pravdépodobnost toho, ze ndhodné proménné Xy, ..., X, nabudou (v tom samém pokusu)
hodnot ay,...,a,. Slozené rozlozeni znac¢ime P(X; A ... A X,,) nebo P(Xy,...,X,).
Pravdépodobnost konkrétniho pfifazeni hodnot zna¢ime obdobné, P(a; A ... A a,) nebo
P(ay,...,a,), kde a; je hodnota ndhodné proménné Xj.

Priklad. Méjme slozenou distribuci booleovskych ndhodnych proménnych Prsi a Snézi.
a) Kolik pravdépodobnostnich hodnot obsahuje jejich slozena distribuce?

b) Co reprezentuje vyraz P(snézi, -prsi)?

a) 4. Jsou to P(snézi, prsi), P(—snézi, prsi), P(snézi, ~prsi) a P(—snézi, —prsi).

b) Vyraz reprezentuje pravdépodobnost, Ze snézi a neprsi zaroven.

Slozené rozloZeni pravdépodobnosti vsech ndhodnijch promeénngch v uvazovaném svété ob-
sahuje pravdépodobnosti vSech moznych prifazeni hodnot proménnym. Zahrnuje tedy vSechny
situace, které mohou v daném svété nastat (z pohledu hodnot nahodnych proménnych), nazy-
vané téz atomické uddlosti. Pomoci této distribuce pak 1ze vypocitat libovolnou pravdépodob-
nost, a to tak, ze se¢teme pravdépodobnosti vSech atomickych udalosti, které splhuji pod-
minku jevu, jehoz pravdépodobnost nas zajima.

Priklad. Uvazte ndhodné proménné Pocasi s hodnotami {obla¢no, snézi, slune¢no} a Utery
s hodnotami {pravda, nepravda}. Pomoci hodnot slozeného rozlozeni pravdépodobnosti
vyjadiete P(oblacno V slune¢no).

P(obla¢no V sluneéno) = P(tutery A obla¢no) + P(—ttery A obla¢no) + P(utery A slunecno) +
P(—utery A slune¢no).

Pravdépodobnost, kterou jsme se zabyvali doted , vyjadiuje pravdépodobnost jevu bez ohledu
na dalsi informace, které o svété mame. Pii vypoctu podminéné pravdépodobnosti naopak
do vypoctu zapojujeme znalosti o uz odehranych udalostech.

Napriklad ze statistiky znamek z minulého roku student vi, Ze pravdépodobnost hodnoceni
A na zkousce je 1/10. Pokud se ovSem ucil na zkousku tyden a pred zkouskou spal 9 hodin,
pak muze predpokladat, ze pravdépodobnost A je vyssi. Cim vice znalost{ mame, tim l1épe
bude hodnota pravdépodobnosti odpovidat realité.
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Méame-li dva jevy A a B, podminéna pravdépodobnost P(A | B), ¢li A za podminky B, je
pravdépodobnost jevu A, pokud nastal jev B.

Definice 65: Uvazme jevy A, B C Q, kde P(B) # 0 Podminénd pravdépodobnost A za
predpokladu B je definovana vztahem

P(ANB)

Nema-li vyskyt jevu B vliv na pravdépodobnost jevu A, fikame, ze jevy A a B jsou stocha-
sticky nezdvislé. Pro nezévislé jevy plati, zZe pravdépodobnost toho, Ze nastanou oba, je
nasobkem pravdépodobnosti jednotlivych jevii.

Definice 66: Dva jevy A, B C 2 jsou stochasticky nezdvislé, pokud

P(ANB)= P(A)- P(B).

Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak plati P(A | B) = P(A), neboli zjisténim, zda jev B nastal,
se nedozvime zadnou dalsi informaci, o pravdépodobnosti jevu A.
Z pravidla o podminéné pravdépodobnosti Ize odvodit Bayesovu vétu:

Véta 67 (jednoducha Bayesova véta): Uvazme dva nahodné jevy A, B C (2, pricemz
P(B) # 0. Pak plati

P(B| A) - P(A)

P(A| B)= == 5

Bayesovu vétu lze dobie aplikovat v piipadech, kdy uvazujeme o pravdépodobnostech pric¢iny
a nasledku a zname hodnotu jedné podminéné pravdépodobnosti. Mizeme tak napiik-
lad vyjadfit pravdépodobnost, ze ¢lovék mé uréitou nemoc, mé-li jeji priznak (pficemz
pravdépodobnost priznaku, pokud ¢lovék nemoc mé, zname), ¢i pravdépodobnost, Ze vysledek
testu je korektni, vysel-li pozitivné.

Priiklad. Vime, Ze pravdépodobnost sluneéného pocasi je 0.3 a pravdépodobnost horkého
pocasi (alespont 30 °C) je 0.05. Déle vime, ze pokud je horko, pravdépodobnost slune¢niho
pocasi stoupne na 0.9.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze sviti slunce a je horko?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze sviti slunce a horko neni?
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c) Jaka je pravdépodobnost, ze je venku horko, pokud z okna vidime, ze sviti slunce?

Pravdépodobnost sluneéného pocasi budeme znacit P(s) = 0.3, pravdépodobnost horkého
pocasi P(h) = 0.05 a pravdépodobnost sluneéného pocasi za predpokladu, Ze je horko,
P(s|h) =0.9.

a) Pravdépodobnost, ze sviti slunce a je horko mizeme oznacit jako P(s A h). Tuto
pravdépodobnost umime vypocitat pomoci pravidla o podminéné pravdépodobnosti,
tedy P(s Ah) = P(s | h) - P(h) = 0.9 - 0.05 = 0.045.

b) Pravdépodobnost, Ze sviti slunce a horko neni, tedy P(sA—h), vypoc¢itame s vyuzitim
principu slozené distribuce pravdépodobnosti. Vime, ze P(s) = P(s A h) + P(s A —=h),
potom P(s A —h) = P(s) — P(s A h) = 0.3 — 0.045 = 0.255.

¢) Pro vypocet pravdépodobnosti horkého pocasi za predpokladu, Ze je sluneéno, P(h|s)
pouzijeme Bayesovu vétu. Plati P(hls) = P(S‘]i?:;(h) = 0'90'%05 = 0.15. Pravdépodob-
nost, ze je horko, pokud sviti slunce, je tedy 0.15.

Priklad 9.3.1. Zavedte ndhodnou proménnou, ktera reprezentuje nasledujici jevy:
a) Prsi.
b) Venkovni teplota naméfené digitalnim teplomérem.

c) Pocet hodin, které stravil studiem PB016 absolvent predmétu.

Spravné feseni mize vypadat napiiklad takto:
a) Néhodna proménné Prsi, kterd nabyva hodnot z mnoziny {pravda, nepravda} podle
toho, zda zrovna prsi.
b) Nahodnéa proménna Teplota, kterd nabyva hodnot z mnoziny {—20,—19,...,39,40},
jelikoz néas teplomér méfi na celé stupné v rozsahu —20 °C az 40 °C.
¢) Nahodna proménna Casovéa naro¢nost, ktera nabyva hodnoty z mnoziny prirozenych
¢isel podle toho, jak moc se konkrétni student ucil.

Priklad 9.3.2. Uvazte nasledujici tabulku slozenych pravdépodobnosti ndhodné proménné
Pocasi s hodnotami {0 (slune¢no), 1 (dést),2 (snih)} a booleovskych proménnych Zacpy a
Zpozdéni.

zpozdéni —zpozdéni
Zacpy | —zacpy || zadcpy | —zacpy
slunec¢no || 0.15 0.10 0.05 0.30

dést 0.15 0.05 0.02 0.08

snih 0.07 0.01 0.01 0.01

Urcete hodnoty néasledujicich vyrazu.
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a) P(zécpy)

b) P(Zécpy)

c¢) P((zacpy V—-zpozdéni) A sluneéno)
d) P(Zacpy | dést)

e) P(snih | —zacpy V zpozdéni)

Zde bude teseni prikladu.

Priklad 9.3.3. Uvazte tabulku slozeného rozlozeni pravdépodobnosti z predchoziho prik-
ladu. Urcete, kolik hodnot z tabulky potfebujeme pouzit pro vypocet nasledujicich pravdépodob-
nosti.

a) P(dést A —zpozdéni A zéacpy)
b) P(slune¢no A zpozdéni)

c¢) P(slune¢no V zpozdéni)

d) P(-snih)

Zde bude Teseni prikladu.

Priklad 9.3.4. Doplnte nasledujici tabulku slozenych pravdépodobnosti o hodnoty a a b
tak, aby jevy X a Y byly na sobé nezavislé.

X |Y | P(XNY)
111 3/5
110 1/5
011 a
010 b

Soucet viech hodnot pravdépodobnosti je 1, proto a + b = 1/5. Déle spoc¢itame pomér mezi
hodnotami a a b. Jelikoz jsou jevy nezavislé, plati P(X NY) = P(X) - P(Y), z ¢ehoz

P(y) — P(SL’)P(y) nez:év. P(a:,y) :3/_5:
P(-y)  P(z)P(~y) P(x,—y) 1/5

3.

Podobné pak
g _ P(—\a:,y) nez:éV. P(_lill')P(y) — P(y) — 3
b P(-z,—w) P(-z)P(-y) P(my)

Resenim soustavy a 4+ b= 1/5 a a/b = 3 ziskame feSeni a = 3/20,b = 1/20.

Priklad 9.3.5. Vyjadiete nasledujici pravdépodobnosti:

150



a) P(a | b) pomoci P(b) a P(—a Ab),
b) P(a|b) pomoci P(a Ab) a P(—a Ab),
c) P(b) pomoci P(a | b) a P(a AD).

a)
Pla|b) =1~ P(;‘zb? )
b
) Pla|b) = P(aAD)
T Pland) + P(-aAb)
) Pl _ P(anbd
®)=Pary

Priklad 9.3.6. Dokazte, ze
a) jsou-li dva jevy A, B nezavislé, pak P(A | B) = P(A),
b) jsou-li A, B dva jevy a P(B) # 0, plati Bayesiuv vzorec
B|A)P(A)
P(B)

pa|B) = 2

Vyjdéte z [Definice 65| a [Definice 66|

) def. 65 P(ANB) def._66 P(A)- P(B)

Pl4]B) P(B) P(B)

— P(A).

def. 65 P(ANB) B P(ANB)-P(A) def. 65 P(B| A)P(A)
PAIB) =" =pG = PB) P(A) P

Priklad 9.3.7. Nasledujici situace modelujte pomoci nahodnych proménnych a odpovézte
na otazky.

a) Mimozemstané mohou byt pratelsti, ale nemusi. 75 % jich pratelskych je. Pratelsti

mimozemstané pristavaji na zemi v 90 % pripadt pies den, nepfatelsti vyhradné v

noci. Pokud mimozemstan pfistane v noci, jakd je pravdépodobnost, Ze je pratelsky?
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Zde bude teseni prikladu.

Priklad 9.3.8. Alenka je odbornice na cvrcky. Vétsinu druhit dokdze urcit podle jejich
zvuku. Cvréek zpévavy vSak dokdze napodobovat zvuky jinych cvrcki, takze je velmi obtizné
ho rozeznat. Navic je velmi vzacny — tvoii pouze 2 % populace cvréki. Presto méa Alenka
vyborné statistiky pii rozpoznavani tohoto cvrcka, s pravdépodobnosti 73 % spravné urdi,
zda se jedna o cvrcka zpévavého, ¢i nikoli. Pokud se nejedné o cvréka zpévavého, dokaze ho
urc¢it pouze v 87 % piipadd.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze Alenka pozna cvréka zpévavého?

b) Pokud slysime cvréka, jaka je pravdépodobnost, ze Alenka fekne, Ze jde o cvréka zpé-
vavého?

Zde bude Teseni prikladu.

Priklad 9.3.9. Alencin kamarad Borek tvrdi, Ze jeho statistiky jsou jesté lepsi. Zda se jedna
o cvréka zpévavého, ¢i nikoli, pry urci spravné s pravdépodobnosti 98 %. K tomu si prisadi
Cyril s tvrzenim, Ze on ma jesté lepsi vysledky. Pokud slysi cvréka zpévavého, spravné ho pry
urc¢i s pravdépodobnosti 100 %. Borek ani Cyril nejsou experti na cvrcéky, ale jejich tvrzeni
jsou pravdiva. Jak je to mozné?

Borek i Cyril maji odlisné, ale jednoduché taktiky. Borek pokazdé tvrdi, Ze cvréek neni
cvréek zpévavy. Cvréek zpévavy tvori pouze 2 % populace viech cvrcéki. Pravdépodobnost,
ze cvréek neni cvréek zpévavy, a tedy pravdépodobnost, ze Botek cvrcka urcil spravné, je
proto 98 %. Cyril naopak vzdy tvrdi, Ze slysi cvréka zpévavého. Pokud se tedy jedna o
cvréka zpévavého, ma 100% tuspésnost.

9.4 Bayesovské sité

Bayesovska sit je datova struktura pouzivana k reprezentaci pravdépodobnosti nejistych jevi
a zéavislosti mezi nimi. Skladé se z acyklického orientovaného grafu, v némz uzly predstavuji
jednotlivé ndhodné proménné a hrany oznacuji, které jevy jsou na sobé zéavislé. Pokud
hrana vede z A do B, fikdme, ze A je rodicem B, coZ znamend, Zze nidhodna proménna
B je pfimo zavisla na ndhodné proménné A. Pro kazdou nahodnou proménnou jsou uve-
deny pravdépodobnosti jejich hodnot, které jsou podminény tim, jakych hodnot nabyvaji
nadfazené jevy.

Bayesovska sit muze vypadat napiiklad takto:
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Ptitom pravdépodobnostni rozdéleni jednotlivych proménnych jsou uvedena v tabulce (pravdé-
podobnosti hodnot nepravda nejsou uvedeny, 1ze je snadno vypocitat):

Oblacno: Zima: Snézi:

Z | P(O) P(Z) O | Z| P(S)

1] 06 0.2 111 0.8

0] 0.5 110 (0.001
0|1/ 0.01
01]0 0

Prvni fadek tabulky Snézi napriklad urcuje pravdépodobnost snézeni za predpokladu, ze je
zatazeno a chladno.

Bayesovskou sit tvoifime postupnym piidavanim jeva jako uzlia. Do nového uzlu zavadime
hrany ze stavajicich uzli, které primo ovliviiuji jeho pravdépodobnost. Formalné to zna-
menad, Ze pro uzel X; hleddme minimalni podmnozinu Parents(X;) z mnoziny jiz pfidanych
uzla X, ..., X;_; takovou, ze P(X; | Parents(X;)) = P(X; | X1, ..., X;—1). Poté zopakujeme
postup pridanim dalsiho uzlu. Potradi pridéavani Ize zvolit libovolné, ale pridavani pricin pred
nasledky obvykle vede ke kompaktnéjsi siti.

Priklad. V domé méame nainstalovan alarm, ktery se spusti v piripadé vloupani, ale také v
pripadé zemétieseni. Pozadali jsme sousedy Marii a Honzu, aby nam zavolali, pokud uslysi
nas alarm. Uvazujme ndhodné proménné Vloupéni, Zemétieseni, Alarm, Honza vola, Marie
vola. Vytvoite sit pridanim uzla v poradi M, H, A, V| Z.

1. Pridame uzel Marie volé. Jelikoz v siti nejsou zadné uzly, uzel Marie vola nemé rodice.

2. Pridame uzel Honza vola. Pokud vola Marie, pravdépodobné se spustil alarm, a tudiz
i pravdépodobnost, Ze zavola Honza se zvySuje — jev Honza volé je v tomto piipadé
primo zavisly na jevu Marie vola. Vedeme tedy hranu z M do H.

3. Pridame uzel Alarm. Pravdépodobnost, Ze zvoni alarm se pfimo zvySuje, pokud vola
Marie, a jesté vice, vola-li i Honza — z uzli M a H vedeme hranu do A.

4. Priddame uzel Vloupani. Pokud vime, zda alarm zvonil, informace o tom, zda volala
Marie nebo Honza, ndm o pravdépodobnosti vloupani nic nového nefekne (predpok-
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ladame, Ze sousedé nesleduji, zda nékdo vloupéava, pouze volaji, pokud slysi alarm).
Uzel vloupani je tedy pfimo zavisly pouze na alarmu.

5. Pridame uzel Zemétieseni. Pokud vime, Ze zvonil alarm, pravdépodobnost zemétieseni
se zvySuje. Na druhou stranu, pokud vime, Ze doslo k vloupani a byl spustén alarm,
pravdépodobnost je mensi (alarm byl pravdépodobné spustén lupi¢em). Pravdépodob-
nost zemétieseni je tedy primo ovlivnéna spusténim alarmu i vloupanim.

Marie vola

Honza vola

Z uvedeného prikladu je ziejmé, ze dané poradi pridavani uzli nebylo zvoleno nejvhodnéji
a v siti vznikly neintuitivni zavislosti. Sit vSak stale spravné reprezentuje situaci. Pokud
bychom pridavali uzly v poradi od pri¢iny k nésledku, napt. V, Z, A, H, M, vznikla by
nasledujici sit, které reprezentuje zavislosti intuitivnéji a je také kompaktnéjsi:

Zemdétieseni

Honza vola
Marie vola

Bayesovska sit reprezentuje slozené rozdéleni pravdépodobnosti vSech ndhodnych promeén-
nych, a to ¢asto kompaktnéji nez tabulka slozené distribuce. Ze sité tedy mizeme vyjadrit
jakoukoli pravdépodobnost jevu v uvazovaném svété.

Priklad 9.4.1. Uvazte situaci popsanou v tvodu s ndhodnymi proménnymi Vloupani,
Zemétieseni, Alarm, Honza vola, Marie vola. Vytvoite sit pfidavanim uzla v poradi Z, V,
A, M, H.
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Zde bude Teseni prikladu.

Priiklad 9.4.2. Uvazte nahodné proménné Boutka, Zatazeno, Léto, Hrom, Teplo a Blesk.
Vytvoite bayesovskou sit, ktera bude zachytavat zavislosti jevi co nejkompaktnéji.

Zde bude teSeni prikladu.
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10 Strojové uceni

Metody strojového uceni nam umoznuji konstruovat systémy, které se svou funkcionalitu
postupné uc¢i z dat. Tyto systémy vyuzivaji ziskdvané znalosti k tomu, aby vylepsovaly svou
vykonnost. Jednou ze zakladnich vlastnosti takovych systémii je schopnost generalizovat,
tedy schopnost aplikovat naucené znalosti na doposud nevidéna data.

Algoritmy strojového uc¢eni mizeme podle zptisobu uceni rozdélit do tfech hlavnich kategorii:
o Uceni s ucitelem, kde zname pro ucici data i ocekdvané vystupy.

o Uceni bez ucitele, kde se model u¢i vzory v datech bez dodatecnych informaci.

o Zpétnovazebné ucent (,reinforcement learning”), kde za provedené akce nasleduje zpétna
vazba v podobé odmény nebo trestu.

Pomoci metod strojového uceni muzeme ftesit spoustu riznych tloh. Klasifikace mé za
cil pridelit vstupnim objektim jednu z koneéné mnoha pfedem urcenych tiid. Miuze jit
napiiklad o rozhodovani, zda pocasi pro dany den ohodnotit jako slunecno, polojasno,
nebo dedtivo. Cilem regrese je na zakladé vstupu modelovat spojitou proménnou, napiik-
lad odhadnout venkovni teplotu v urcitém case. Shlukovdni, které je obvykle piikladem
uceni bez ucitele, se snazi vstupni data rozdélit do nékolika skupin, které shlukuji vzajemné
podobné piiklady. V této sbirce se budeme vénovat pouze uceni s ucitelem. Zaméfime se
hlavné na tlohu klasifikace, setkame se ale i s regresi.

Konkrétnich metod nebo algoritmii, které lze zaradit pod strojové uceni, existuje opét mnoho.
V této kapitole se budeme postupné vénovat dvéma zakladnim typim. V prvni ¢asti to bude
jednoduchy (ale velmi pouZivany) model rozhodovacich stromi. Druhé ¢ast se pak bude
tykat algoritmii okolo linedrnich modeli. Na tyto modely poté navazeme v dalsi kapitole,

vvvvvv

10.1 Rozhodovaci stromy

Model rozhodovaciho stromu nam poskytuje prirozeny pohled na klasifikac¢ni ulohy. Vétve
takového stromu reprezentuji sekvence testi na atributy vstupu, pomoci kterych postupné
dojdeme k vysledku. Neni-li fe¢eno jinak, budeme pro jednoduchost predpokladat, ze
atributy vstupnich prikladd nabyvaji diskrétnich hodnot.

Definice 68: Rozhodovaci strom je specidlni typ kofenového stromu, ktery ma dva typy
uzli:

e vnitini (rozhodovaci) uzly,

e listové uzly.
Vnitini uzel stromu odpovida testu na hodnotu nékterého atributu vstupu. Hrany vedouci z
uzlu do jeho potomki poté reprezentuji mozné hodnoty testovaného atributu. Listové uzly
specifikuji vyslednou t¥idu.
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Definice 69: Rikame, Ze rozhodovaci strom je konzistentni s konkrétnim datasetem, prave
kdyz spravné oklasifikuje vSechny ptiklady z datasetu.

[ustrujme si klasifikaci pomoci rozhodovactho stromu na elementarnim piikladu. Pro jednodu-
chost uvazujme piipad binarni klasifikace, kde jsou listové uzly oznafeny pouze ANO/NE.
Obecné ale samoziejmé rozhodovaci stromy takto omezeny nejsou.

Priklad. Mé&jme néasledujici strom reprezentujici rozhodovaci problém, zda jsou venkovni
podminky vhodné pro hrani tenisu (rozhodujeme se pomoci veli¢in V1hkost, Po&asi, Vétrno).

Pocasi?

[0}
[
ct

zatazen slunecno

Vlhkost? ANO Vétrno?

a) Klasifikujte pomoci daného stromu nasledujici situace (ptiklady obsahuji atributy v
poradi Vlhkost, Pogasi, V&trno):

1. [vysoka, sluneéno, ne]
2. [stfedni, dés3t, ano]
3. [vysoka, zataZeno, ne]
b) Upravte strom pifidanim jednoho rozhodovaciho uzlu tak, aby vystupem pro ptiklad

[vysokd, zataZeno, ano] bylo ANO. Ostatni priklady by novy strom mél klasifikovat
stejné jako ptuvodni.

c) Mohli bychom puavodni strom pouZit i ke klasifikaci priklada z datasetu Ctvefic s
atributy Vlhkost, Pocasi, Vétrno a Teplota? Vstupy by tedy kromé puvodnich tif
atributl obsahovaly jesté dodateény atribut Teplota.

a) 1. ANO — z prvniho rozhodovaciho uzlu se dostaneme po hrané slune&no rovnou do
listového uzlu

2. NE
3. NE

b) Napiiklad nasledujici strom:
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PocCasi?

zataZzen slunecno \(&
g

Vlhkost? Vétrno?

vysokd " sttedni \% ne ano
V&trno? AND AND

ne ano

¢) Ano, mohli. Vysledna tfida by ale na novém atributu Teplota nikdy nezalezela, jelikoz
se ve stromé podle tohoto atributu nikde nerozhoduje.

Priklad 10.1.1. Mg¢jme dataset D zadany nasledujici tabulkou (fadky reprezentuji jed-
notlivé priklady, sloupce atributy, zavisla proménna je Tenis).

’ Vihkost ‘ Pocast ‘ Veéetrno ‘ Tenis ‘
vysoka zatazeno ano NE
stfedni slune¢no ne ANO
nizka slune¢no ano ANO
stredni deést ne NE

a) Vytvorte (rucné) rozhodovaci strom, ktery je konzistentni s timto datasetem. Snazte
se 0 co nejmensi strom.

b) Jak by (konzistentni) strom vypadal, pokud by v D byl navic jesté priklad
[stfedni, slunelno, ne] s tfidou NE?

a) Konzistentni je napiiklad nésledujici strom:

Pocasi?

ANO
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Pokuste se vytvorit jesté alespon jeden jiny rozhodovaci strom.

b) Zadny konzistentni strom nemiZze existovat, protoze mame stejny piiklad oznaceny
dvéma riznymi tiidami.

Priklad 10.1.2. Je pravda, ze v zadné vétvi rozhodovaciho stromu nemé cenu testovat
stejny atribut vicekrat? Svou odpovéd odivodnéte.

e Mame-li diskrétni atribut, vicenasobné testovani na jeho hodnotu v rdmci stejné vétve
stromu by bylo redundantni. Uvazte jednu konkrétni vétev v, na které testujeme
atribut A vicekrat. Prvni test pro A na této vétvi rozdéli vSechny instance podle
ruznych hodnot A. Vsechny instance, které po tomto testu vétvi v pokracuji, proto
musi mit pro A stejnou hodnotu. Testujeme-li v rdmci v pozdéji stejny atribut znova,
nemuze dojit k rozdéleni zbylych instanci. Druhy test je tedy zbytecny.

e Zajimavé je, ze kdybychom uvazili spojité atributy, mize mit smysl na jedné vétvi
testovat jeden atribut vicekrat. Typicky plati, Ze test na spojity atribut rozdéluje
priklady podle urcité prahové hodnoty (treshold). Pokud testujeme na dany atribut
znova, ale s jinou prahovou hodnotou, muze dojit k dalsimu rozdéleni prikladii.

10.2 Uceni rozhodovacich stromu

K vytvofeni stromu vyuzivame (jak je tomu ve strojovém uceni obvyklé) mnozinu trénovacich
dat. Trénovaci data se v tomto piipadé skladaji z dvojic prikladu a jejich ocekavanych tiid.

Casto lze oviem vytvorit spoustu riznych stromi konzistentnich s danymi trénovacimi daty.
Tyto stromy se mohou lisit jak ve své velikosti, tak ve schopnosti generalizace. Cilem obvykle
je vytvorit co nejmensi konzistentni strom, ktery co nejlépe generalizuje na nové piiklady.
Jelikoz je ale problém nalezeni nejmensiho konzistentntho rozhodovactho stromu NP-uipling,
musime si vystacit s heuristickymi postupy. Tyto postupy buduji strom od kofene, a v
kazdém uzlu se snazi najit (v néjakém smyslu) co nejlepsi rozhodovaci atribut. Predstavime
si postup, ktery jako metriky k nalezeni takového atributu vyuziva entropii a informacni
zisk (information gain). Nejdiive si tyto metriky zadefinujme.

Entropie je obecné mirou neusporadanosti, nejistoty, nebo informace. V ptuvodnim smyslu
jde o miru nejistoty ndhodné proménné — my budeme uvazovat jako tuto ndhodnou promeén-
nou t¥idu. Uvazme pro ilustraci piipad binarni klasifikace (proménna tfidy ma 2 hodnoty).
Necht mame dataset tvoreny piiklady pouze jedné t¥idy. Pokud bychom nahodné vytahli
jeden priklad, uz dopredu mame jistotu, jaka bude jeho t¥ida. Proto vysledek tohoto pokusu
nenese zadnou informaéni hodnotu a entropie (mira informace) je nulova. Uvazme naopak
dataset, jenz je z poloviny tvoren priklady jedné tfidy, a z druhé poloviny priklady tridy
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druhé. V tomto pfipadé nemame dopredu zadnou jistotu, jakou bude mit ndhodné zvoleny
priklad tfidu, a proto je entropie nejvyssi (pro binarni klasifikaci rovna 1).

Definice 70: Uvazujme mnozinu prikladi D. Necht jsou piiklady rozdéleny do n t¥id a P;
je pravdépodobnost, Zze nahodné vybrany piiklad bude mit t¥idu i. Entropii pro dataset D
spocitame jako

E(<P17 SO Pn>) = Z?:l —F;- log2<PZ)
Mame-li t¥idy pouze 2, vzorec se obvykle zapisuje nésledovneé:

E((P1, Py)) = =P, -logy(P1) — (1 = Pr) - logy(1 — Py)

Entropii mtizeme vyuzit k vypoc¢tu informac¢niho zisku, jenz nam dava jakysi heuristicky
odhad, jak je ktery atribut ,dobry*. Informaé¢ni zisk pro ur¢ity atribut nam intuitivné ¥ika,
jak moc se lisi ,neusporddanost” mnoziny pred a po rozdéleni podle daného atributu — tedy
kolik informace ziskdme testem na hodnotu onoho atributu. Informacni zisk je vyssi, pokud
se entropie (,neuspotradanost®) rozdélenim snizi.

Definice 71: Uvazujme mnozinu piikladi D a atribut A, ktery miize nabyvat celkem k&
hodnot. A tedy rozdéluje mnozinu D na podmnoziny Dy, ..., Dy. Necht p je celkovy pocet
pozitivnich piikladi v D a n pocet negativnich (uvazujeme binarni klasifikaci). Dale necht
p; je pocet pozitivnich prikladi v D; a n; pocet negativnich v D;.

Informacni zisk atributu A spoc¢itame jako

Guain(A) = B((-L, -2-)) _Zk Pitn; - B((-k ni )

p+n’ p+n =1 pt+n pi+n;’ pi+n;

Priklad. Mé&jme dataset dany tabulkou nize (fadky reprezentuji jednotlivé piiklady, sloupce
kromé prvniho atributy, zavisla proménné je Tenis). Spocitejte
a) entropii celého setu,

b) informacni zisk pro atribut Pocasi.

’ ‘ Vihkost ‘ Pocasi ‘ Veétrno ‘ Teplota ‘ Tenis ‘
1 vysoka zatazeno ano nizsi NE
2 stfedni zatazeno ne VySsi ANO
3 nizka slune¢no ano nizsi ANO
4 stfedni deést ne nizsi NE
D nizka slunec¢no ano vyssi ANO
6 vysoké dést ne VySsi NE
7 stfedni slunec¢no ano nizsi ANO
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Zamyslete se, co nam spocitana entropie fika o datasetu, a zda-li muze byt atribut Pocas?
vhodnym kandidatem pro rozhodovaci uzel.

£0.807 + (
N+2-E(

~|w

) - 1.222 ~ 0.985

a) E({(Pano, Png)) = =7 - 10g2(3) = (3) - loga(3)
1 ,2))) ~0.985— (2-1+

£ ~
b) gaénﬁoé%s)@jo %335 — 20 +32-E((3,
7 7 ~ Y
Puvodni entropie je vysoka, coz znamena, ze dataset je pomérné vyvazeny. Informacni zisk
atributu Pocasi je vysoky, zda se tedy byt vhodnym kandiddtem. Muzeme si vSimnout, Ze
napiiklad hodnoty dést i slunecno jiz plné urcuji vysledek.

4
7
0
3

=1
S
—
D=
(V) [

Samotna procedura vytvareni stromu probihé rekurzivné od korene. V kazdém uzlu vy-
bereme pomoci informac¢niho zisku rozhodovaci atribut. Podle riznych hodnot vybraného
atributu rozdélime trénovaci mnozinu a rekurzivné pokracujeme. Uzel automaticky prohlasime
za listovy, pokud pro ngj uvazovana mnozina obsahuje jen piiklady jedné t¥idy (jeho label
bude tato t¥ida). Uzel také prohlasime za listovy, pokud jsme v dané vétvi jiz otestovali
v8echny atributy — jeho t¥ida se zvoli podle prevazujici tf¥idy mezi piiklady (v tomto piipadé
nebude strom kompletné konzistentni).

Priklad 10.2.1. Uvazujme opét dataset dany tabulkou z pfedchoziho prikladu. Naleznéte
atribut, ktery by ucici algoritmus zvolil jako rozhodovaci atribut pro kofen stromu.

Hledame takovy atribut, jenz ma nejvyssi informacni zisk. Informac¢ni zisk atributu Pocas?
jsme si jiz spocitali v pfedchozim piikladu, a to Gain(Pocasi) ~ 0.699. Spocitame si i ostatni:
o Gain(Vihkost) =~ 0.985 — (2- E((3,2))+2-E((3,3))+2-E((3,3))) = 0.985 — (2- 0 +
2.0.918+2.0) = 0.591
e Gain(Veétrno) ~ 0.128
e Gain(Teplota) ~ 0.020

Nejvyssi informacni zisk mé atribut Pocasi, proto zvolime ten.

Priklad 10.2.2. Nyni kone¢né aplikujte i zbytek uc¢ictho algoritmu a vybudujte pomoci né;
kompletni rozhodovaci strom. Dataset ziistava stejny jako v predchozich ptikladech. Prvni
krok jste jiz spoc¢itali v minulém ptikladu.

V kofeni rozhodujeme podle atributu Pocasi. Ten nadm rozdéli dataset nasledovné:
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PocCasi?

slunecno

|

3 (ANO)
5 (ANO)
pr. 7 (ANO)

ést

el
o]

pt. 1 (NE)
pf. 2 (ANOD)

pt. 4 (NE)
pt. 6 (NE)

e
R

Vidime, Ze dva z uzlii mizeme rovnou prohlasit za listy. Zbyva ndm pokracovat pouze v levé
vétvi. Spocitdme informacni zisk:

e Gain(Vihkost) = 1
e Gain(Vétrno) =1
e Gain(Teplota) =1
Miuzeme tedy vybrat libovolny atribut. Vezméme naptiklad Veétrno, jelikoz ma jen 2 hodnoty.
V konkrétni implementaci algoritmu by bylo vybérové kritérium explicitné specifikované.
Pocasi?

zatazen slune ¢no ~dést

Vétrno?

A

pt. 1 (NE) pt. 2 (ANO)

Oba nové vzniklé uzly muzeme prohlésit za listy. Vysledny strom tedy bude:

Pocasi?
zatazen slunecno dést
Vétrno? ANO

ano ne

NE| AND

Priklad 10.2.3. Mgé&jme nasledujici mnoziny hodnot t¥id (p/n). Pro kazdou z nich spocitejte
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hodnotu entropie. Co jste z téchto vysledki vypozorovali?
a) {p,p.p,p}
b) {p.p,p,n}
c) {p.p,n,n}
d) {p,n,n,n}
)

e) {n,n,n,n}

a) 0
) 0.81

c) 1

d) 0.81

e) 0
Entropie ndhodné proménné o dvou hodnotéch nabyva hodnot od 0 do 1 (v€etné). Hodnota
0 znamend, Ze vSechny priklady maji stejnou tiidu, a opa¢né 1 znamené, ze mame od obou
trid stejné prvki. Hodnota entropie ale neodpovida piimo poméru t¥id v mnoziné — napt. v
b) mame pomér pozitivnich 0.75, entropie vsak je 0.81.

Priklad 10.2.4. Uvazujte nasledujici dataset.

’ A \ B \ \ Trida ‘

N k=1k=1=1ka}

0 T
0 F
1 F
1 T

0
1
0
1

a) Na tento dataset aplikujte ucici algoritmus a vybudujte pomoci néj kompletni rozhodovaci
strom. Maji-li v nékterém kroku dva atributy stejny informacni zisk, zvolte lexiko-
graficky:.

b) Existuje konzistentni rozhodovaci strom s mensi hloubkou, nez ma strom vytvoreny
pomoci heuristického algoritmu? Pokud ano, vytvorte jej. Pokud ne, oduvodnéte proc
tomu tak je.

a) Algoritmus nalezne nésledujici strom:
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b) Ano, opravdu existuje. Napiiklad strom, ktery vypadé takto:

Dokazete najit i jiny?

Priklad 10.2.5. Necht k-hodnotovy atribut A rozdéli mnozinu piiklada D na podmnoziny
D;, pro které plati, ze obsahuji p; pozitivnich a n; negativnich prikladi. Ukazte, ze pokud

je pro vsechna ¢ pomér p_’_’:n_ stejny, atribut ma nulovy informacni zisk.
1 K2

Oznacme si p = Zle pian = Zle n;. Pokud je —£:— stejny pro vSechna i, pak musi pro

h 1 Di p pitn;
< y 1 7 —
vSechna 7 platit b = pine

Informacni zisk tedy spocitame jako

Gain(A) = B((-&, 2-)) — S°F pitni g pi _niy)

p+n’ p+n n =1 p+n pit+ni’ pit+n;
n
E(<p_€na p—tn>) - £+n ’ E(<p£na pzn>) =0

Priklad 10.2.6. Uvedte, jaké hlavni vyhody a nevyhody rozhodovacich stromii znate.
Uvazujte zékladni trénovaci algoritmus.
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Mezi vyhody muzeme obecné zaradit napiiklad
e interpretovatelnost - rozhodovaci strom muZeme jednoduse interpretovat (na rozdil
napiiklad od neuronovych siti),

e schopnost Tesit nelineadrni problémy,

e fakt, Ze metoda neklade pfilisnd omezeni na vstupni data (nevyzaduje ¢iselna data,
neklade pozadavky na rozloZeni vstupi)
Mezi nevyhody se naopak da zaradit to, ze
e dochézi k ¢astému pieuceni se (overfitting) na trénovacich datech — da se fesit riznymi
upravami trénovaciho algoritmu (nebo modelu celkoveé),

e trénovaci proces miize byt naro¢ny, mame-li vétsi mnozstvi spojitych atributi,

e model mize byt ¢asto nestabilni — malé zmény v datech mohou zpisobit, Ze rozhodovaci
strom bude vypadat tplné jinak.

Priklad 10.2.7. Jak uz bylo zminéno v jednom z pfedchozich piikladi, zakladni verze
uceni rozhodovacich stromu je obecné nachylnd k tzv. preuceni (overfitting), coz muZe
ovlivnit schopnost generalizovat. Jaké vas napadnou zpusoby, kterymi lze casto docilit lepsi
generalizace?

Pouzivané jsou napiiklad:
a) Profezavani stromu (prunning) — to muze probéhnout:

e V pribéhu uceni — zastavime rozsifovani vétve v bodé, kdy uz napiiklad nemame
dostatek dat, nebo pomér tiid prekroci urc¢itou hodnotu.

e Po vytvofeni stromu, pomoci dosud nepouzitého valida¢niho datasetu (1isi se od
trénovacich dat). Zvolime ve stromé néktery podstrom, nahradime jej listem s
prevazujici kategorii, a otestujeme, zda takto upraveny strom mé mensi chybu na
validacnich datech. Pokud ano, ponechame ofezanou verzi.

Protezavani obvykle zvysuje chybu na ucici mnoziné, ale zlepsuje schopnost generali-
zovat.

b) Natrénovani nékolika mensich stromi, které nasledné rozhoduji napiiklad pomoci ma-
joritntho hlasovani. Tato idea je zédkladem pro velmi pouzivané modely jako random
forest.

10.3 Perceptron a linearni klasifikace

V této sekci opustime rozhodovaci stromy a predstavime si jiny typ algoritmi. Konkrétné se
zaméiime na metody zalozené na linearnich modelech a pfedstavime si nejjednodussi verze
(jednovrstvych) neuronovych siti. Takové modely obvykle pracuji nad spojitou doménou,
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a tedy jejich vstupy byvaji vektory (realnych) ¢isel. Predpokladejme proto déle, Ze pracu-
jeme s objekty, jejichz atributy maji formu realnych ¢isel. Toho jde obecné docilit vhodnym
predzpracovanim dat.

Linearni modely uz muzete znéat ze statistiky, kde je okolo nich vybudovana rozsahlé teorie.
V kontextu tohoto kurzu vyuzijeme myslenku linedrnich modeld k tomu, abychom si pomoci
nich zavedli takzvané umélé neurony. Neurony uvniti funguji jako linearni model, na vysled-
nou linearni transformaci vstupt na zavér jesté aplikuji takzvanou aktivacni funkci. Tyto
umélé neurony pak tvori zékladni stavebni bloky neuronovych siti. To, jak mtizeme neurony

vvvvvv

v dalsi kapitole.

V této sekci se budeme soustiedit na jednoduchy binarni klasifikitor, perceptron. Aby model
vstupy rozdélil do dvou tiid, pouziva jako aktivaci prahovou funkci. V n-rozmérném prostoru
vstupt perceptron zadava nadrovinu oddélujici priklady raznych tiid, jak si konkrétnéji
ukidzeme v nasledujici sekci.

Definice 72: UvaZzujme vstupni vektor & = (x1,...,x,). Pak rozsireny vstupni vektor je
T=(1,x1,...,2Tn).

Rozsiteny vstupni vektor se nam bude hodit pro zkraceny zéapis nékterych vyrazi pomoci
vektorovych operaci.

Definice 73: Uvazujme piiklad & = (24, ..., x,) a vektor vah @/ = (wg, wy, . .., w,). Vystup
perceptronové jednotky s vahami « pro priklad & je

1 pokud wy+ Y 0w x; =wW-& >0,
0 jinak.

Clal)(7) = {

Funkcionalitu perceptronu si miizeme ilustrovat néasledujicim diagramem.
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1 H Wo
o
@= 50

aktivaéni
funkce

Ln o Wn

vstupy vahy

Priklad. Méjme perceptron s vahovym vektorem w = (1,1,2.5,0, —1).
a) Urcete, jak tento model oklasifikuje nasledujici ptiklady.
1) 71 =(0,1,1,2)
2) @y =(—1,1.5,3,4)
3) #3 =(-3,1,3,0.5)
b) Jak bychom museli co nejméné zménit nékterou vahu tak, aby byl vystup pro piiklad
7y =(-2,1,2.5,3) roven 17

a) 1) 1,protoze 1+1-0425-14+0-1+(-1)-2=15>0
2) 0, protoze 1+ (—=1) +3.754+ 0+ (—4) = =025 < 0
3) 1, protoze 1 + (—3) + 2.5+ 0+ (—0.5) = 0. Tento bod je zajimavy tim, Ze lezi
pfimo na ,délici hranici® perceptronu. To mé pékny geometricky vyznam, ktery
si stru¢né predstavime v dalsi sekci.
b) Pro pivodni vahy mame 1 + (—2) + 2.5+ 0 4+ (—3) = —1.5. Potfebujeme aby byla
vazenéa suma rovna (alespon) 0. Nejmensi zména, kterou toho lze docilit, je zména wy
z hodnoty —1 na —0.5. Zamyslete se, pro¢ volime pravé wy.

Piiklad 10.3.1. Pro kazdou z nasledujicich logickych operaci definujte perceptron, ktery ji
implementuje. Jako mnoZinu vstupi uvazujte pouze vektory nad {0, 1}.

a) binarni NAND

b) binarni implikace

¢) n-arni disjunkce
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Abychom definovali perceptron, sta¢i nam definovat jeho vektor vah.
a) Napiiklad @ = (wp, wy, we) = (1.5, —1, —1).
b) Napiiklad @ = (wp, wy, ws) = (0.5, —1,1).

c¢) Naptiklad & = (wg, wy, ..., w,), kde wg = -l aw; =wy =... =w, = 1.

Priklad 10.3.2. Kolik Booleovskych funkci pro dva vstupy jde reprezentovat percep-
tronem?

Dohromady existuje 16 riznych Booleovskych funkei pro dva vstupy. Jediné dvé z nich,
které nejde implementovat perceptronem, jsou XOR a ekvivalence. Je to proto, Zze pro
tyto dvé funkce nelze linearné separovat priklady ruznych t¥id. Tento fakt bude jasnéjsi po
precteni nasledujici sekce.

Zkuste si dokazat, ze vSechny ostatni Booleovské funkce na dvou vstupech opravdu percep-
tronem reprezentovat jde.

10.4 Geometricky vyznam a perceptronovy algoritmus

Perceptron mé i sviij geometricky vyznam, je to takzvany linedrni separdtor. Vahy per-
ceptronu zadavaji v prostoru nadrovinu (v dvourozmérném prostoru je to primka), ktera
rozdéluje dany prostor vstupt na dvé ¢asti. Body z jedné ¢asti model klasifikuje jako 1, z
druhé jako 0.

Definice 74: Délici nadrovina dana perceptronem s vahami @ = (wp, wy, ..., w,) je pravé
mnozina bodi {Z = (z1,...,2,) | wo + Y pqw; - x; =W - T = 0}.

Pro ilustraci uvazujme ptipad dvourozmérného prostoru, kde perceptron zadava oddélujici
piimku. Priiklad grafické reprezentace takového klasifikitoru mizete vidét na nasledujicim
obrazku (body jsou obarveny podle vysledku klasifikace).
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Priiklad. Uvazte model a data reprezentované predchozi ilustraci.
a) Kterou barvou jsou v obrazku vykresleny body oklasifikované jako 17

b) Zamyslete se, kolik dany model potifebuje vah, a jaky je jejich geometricky vyznam.

c¢) Urcete z obrazku hodnoty vah pro dany model, vime-li, ze wy = —3.

a) Cervend. Z definice vime, Ze body na délici primce jsou oklasifikovany jako 1.

b) Celkem mame tii vahy @ = (wp, wy,wy). Véhy wq,ws nam zadavaji sklon piimky,
zatimco wy ovliviiuje posun od pocatku. Véze wy se proto také nekdy tika bias.

¢) Rovnice pfimky je wg + wy - x1 + ws - x5 = 0. Vime-li, ze wg = —3, pak (pomoci bodi,
kterymi prochézi) dostaneme w; = —2 a wy = 3.

Zakladni idea uceni perceptronu je snaha manipulovat s délici nadrovinou (,0tacet ji¢, resp.
,posunovat) tak, aby nakonec spravné oddélovala trénovaci piiklady patiici do raznych t¥id.

Definice 75: Uvazujme tréninkovy set D = {(Z1,¢1), ..., (Zp, ¢))}, kde ¢; je opravdova
tiida piikladu #;. Perceptron C' s vahami @ je konzistentni s D pokud pro vSechna k z
1,...,p plati C[W](Zx) = cx.
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Definice 76: Online perceptronovy algoritmus je procedura, které iterativné upravuje vahy
perceptronu. Postupné prochazi pres jednotlivé trénovaci priklady, a kdykoliv je priklad
Spatné oklasifikovan, pooto¢i nadrovinou tak, aby byl ptiklad bliZze spravnému poloprostoru.

Uvazujme tréninkovy set D = {(Z1,¢1), ..., (Zp, ¢p))}, kde ¢; je opravdova tiida prikladu ;.
Sekvence vektort vah @@, @M w?) | ... je pocitana nasledovné:

e W je inicializovan nahodné hodnotami okolo 0,

° U7<t+1) = w(t) — Q- (C[w(t)ka) - Ck) . 53]@,

kde k = (t mod p) + 1, coz vyjadiuje jen to, ze piiklady jsou uvazovany postupné cyklicky.
Konstanta 0 < o < 1 je tzv. ucici konstanta (learning rate).

Pokud se nad algoritmem zamyslite, pokazdé kdyz narazi na $patné klasifikovany vektor, tak
jej pricte k aktualnimu vektoru vah nebo ho od néj odec¢te (po pronasobeni €).

Piiklad. Mgéjme trénovaci mnozinu D = {((—1,0),1),((0,1),1),((3,0),0)}. Provedte 3
kroky perceptronového algoritmu, jestlize w(® = (0,1, —1) a o = 1.

o v =(0,1,-1)

o W .3 =—1 Cl&@](z) = 0 W =0 —(0-1)-& = (1,0,-1)
o (M) 29 =0 C[w)(l)](_é) =1 w® =l = <1707 _1>

o 7 .G = Clw@) () = 1 W@ =@® — (1-0) -3 =(0,-3,~1)

Priklad 10.4.1. Plati, Ze perceptronovy algoritmus vzdy zkonverguje a nalezne perceptron,
ktery spravné klasifikuje vSechny piiklady z datasetu? Oduvodnéte svou odpovéd.

Ne. Pokud dataset neni linearné separovatelny, perceptronovy algoritmus bude cyklit.

Piiklad 10.4.2. Mg&jme trénovaci sadu D = {((3,—1),1),((2,1),1),((0,3),0)}. Aplikujte
perceptronovy algoritmus, dokud nenalezne separujici nadrovinu. Uvazujte w(® = (0, —2,1)
a a = 1. Na zavér nacrtnéte délici primku.

o 0.7 =-7 Clw®)(z,) =0 w® =@ — (0-1) -3 = (1,1,0)
1
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o W? . 53=1 Clw?)(F3) = 1 B =@ — (1 -0) 73 =(0,1,-3)
o W® .3, =6 C[i®])(#,) = 1 GW = G®
o W .3y =—1 Clw®)(Zy) =0 W® =@ - (0-1)- 3, = (1,3, -2)

S témito vahami algoritmus zkonvergoval, jelikoz w® = (7 = @) = ®),

Piiklad 10.4.3. Mgjme trénovaci sadu D = {((1,1),1),((0,1),0), ((0,0),1),({1,0),0)}.
Uvazujte w® = (0,0,0) a o = 1. Kolik iteraci perceptronového algoritmu je tieba, aby
nalezl separujici nadrovinu?

Algoritmus délici nadrovinu nalézt nemiuze, protoze trénovaci set neni linearné separovatelny
— v tomto piipadé se totiz jedna o problém Booleovské ekvivalence.

10.5 Zaklady linearni regrese

Myslenku linearnich modeli muzeme samoziejmé vyuzit i k feSeni jinych tloh, nez jen ke
klasifikaci. Asi nejznaméjsi tilohou je regrese, v niz se snazime hledat funkéni zavislosti mezi
numerickymi vlastnostmi. V nasem pripadé budeme uvazovat linedrni regresi — cilem tedy
bude linearné aproximovat neznamou funkci. Jedné se v podstaté o prokladani trénovacich
dat ,,co nejlepsim* linearnim modelem. Diky tomu poté muZzeme predikovat funkéni hodnoty

i pro dosud nevidéné vstupy.

Definice 77: Uvazujme n-rozmérné piiklady tvaru & = (xi,...,2,) a vektor vah @ =
(wo, w1, ..., wy,). Regresni model R s vahami @ je dan jako

To, jak je konkrétni model dobry (resp. ,Spatny“), definujeme pomoci chybové funkce (error
function). Obvykle chybovéa funkce néjakym zpisobem vyjadiuje, jak daleko jsou puvodni
funkéni hodnoty prikladi od téch aproximovanych modelem. Idea je takova, Ze lepsi model
by mél mit mensi chybu. Mezi nejznaméjsi typy chyb patii napriklad kvadratickd chyba
(squared error) nebo absolutni chyba (absolute error), a jejich varianty. V této sekci budeme
nejcastéji pracovat s kvadratickou chybou.

Definice 78: Uvazujme dataset D = {(Z1, f1),...,(Zp, f»))}, kde f; je opravdova funkéni
hodnota prikladu &;. Kvadratickd chyba pro model s vahami & = (wq, w1, ..., w,) je
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E(W) = 5 - Yoy (R[W](Z) — fr)? = 5 - Xpes (W - & — fr)?

Priklad. Méjme dataset jednorozmérnych piikladi a jejich oc¢ekavanych funcénich hodnot
D = {(43,41), (44,45), (45,49), (46,47), (47,44)} a linearni model R s vahami & = (9.2,0.8).

a) Spocitejte pro R kvadratickou chybu na mnoziné D.

b) Uréete pomoci modelu R aproximaci funkéni hodnoty pro x = 40.

a) Spocitejme si nejdiive kvadratickou chybu pro jednotlivé trénovaci piiklady.

(9.2 4 0.8 - 43 — 41)2 = 6.76
(9.2 4 0.8 - 44 — 45)2 = 0.36
(9.2+0.8 - 45 — 49)? = 14.44
(9.240.8-46 —47)2 =1
(9.240.8-47 — 44)2 = 7.84

E(W)=1-(676+0.36+14.44+ 1+ 7.84) = 15.2

b) R[w](40) = 9.2+ 0.8 - 40 = 41.2

Uceni regresniho modelu je zalozeno na trochu jiném principu nez u perceptronu. Jelikoz
méame chybovou funkci, mizeme hledat takové vahy, které minimalizuji jeji hodnotu. Resime
tedy jednoduchy optimaliza¢ni problém. Algoritmus, ktery se k tomu obvykle pouziva jiz ne-
jspiSe znéte — jednéa se o gradientni sestup (gradient descent). Tato metoda pomoci odecitani
gradientu chybové funkce postupné upravuje vahy tak, aby docilila minimalni chyby. Po-
drobnéji se s ni seznamite bud v néasledujici kapitole, nebo v predmétu IB031.

Priklad 10.5.1. Mg¢éjme mnozinu jednorozmérnych piikladi a jejich o¢ekavanych funénich
hodnot D = {(1,0), (4,2), (5,3),(6,3)} a linearnf model R s vahami o = (2, 1).
a) Spocitejte pro R kvadratickou chybu na mnoziné D.
b) Naleznéte néjaky model, ktery bude mit pro mnozinu D mensi kvadratickou chybu nez
R.

a) Spocitejme si kvadratickou chybu pro jednotlivé trénovaci piiklady:

(3+3-1-00°=1
(24+1-4-22=0
G+35-32=}
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2 1 1
G+3:6-3)7=3
EW) =1 -(1+0+3+3)=1~0.78
b) Napiiklad model s vahami wy = 0 a w; = 0.5. Zkuste nalézt model minimalizujici

kvadratickou chybu.

Priklad 10.5.2. Mg¢&jme mnozinu se dvéma piiklady D = {((3,5), 13), ({6, 8),22)} a linearni
model R s vahami @ = (3,1, 2).

a) Spocitejte pro R kvadratickou chybu na mnoziné D.

b) Aproximujte (predikujte) pomoci modelu R funkéni hodnotu pro & = (4, 7).

c) Dokézete najit néjaky model minimalizuji na D kvadratickou chybu?

a) E@)=1-(83+1-3+2-5-132+(3+1-6+2-8—-22))=1-(9+9)=9

b) R[w]({(4,7))=3+1-4+4+2-7=21

c) Staci vzit napiiklad model, ktery se od R lisi jen vahou wy = 0. Muzete se presvédéit,
Ze jim reprezentovana rovina piesné prochazi obéma body.
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11 Neuronové sité a hluboké uceni

V predchozi kapitole byla poprvé predstavena jednoducha jednotka umoznujici linearni klasi-
fikaci — [perceptron] Sdruzenim vice takovych jednotek do vrstev a jejich naslednym propo-

jenim pomoci vazeb vznikaji neuronové sité, hlavni predmét této kapitoly.

11.1 Struktura a vypocet neuronové sité

Zékladni strukturu dopfedné neuronové sité ilustruje nasledujici obrazek.

OO
WA=

TSN
‘!}o‘(’ )

vstupni vrstva skryté vrstvy vystupni vrstva

Na obrazku je znézornéna neuronova sit s n vstupy, 2 skrytymi vrstvami a m vystupy. Jed-
notlivé vrstvy jsou tplné propojené.

Vypocet dopredné neuronové sité na zadaném vstupu probiha po vrstvach od vstupni vrstvy
k vystupni. Nejprve se jednotky vstupni vrstvy inicializuji hodnotami vstupu #. Na zakladé
hodnot vah mezi vstupni vrstvou a prvni skrytou vrstvou se spocitaji vystupy jednotlivych
jednotek skryté vrstvy. Tento proces se postupné aplikuje na vSechny vrstvy, dokud nedojde
k dosazeni vrstvy vystupni. Vystupy jednotek vystupni vrstvy se pak berou jako vystup
neuronové sité ¥ na vstupu .

Definice 79: VidzZeny soucet vstupi jednotky i (téz vnitini potencidl jednotky i) je dan jako
§ = —wo,; + ij,i " aj,
J

pficemz j iteruje pfes vSechny jednotky predchazejici vrstvy, wg; je prahova vaha jednotky
i, w;,; je vaha vazby z jednotky j do jednotky 7 a a; je vystup jednotky j.
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Definice 80: Vystup jednotky i je definovan vztahem

a; = gz‘(&');

kde g; je aktivacni funkce jednotky 1.

Priklad. Spocitejte vystup jednotky 4 v druhé skryté vrstvé dopfedné neuronové sité,
obsahuje-li prvni skryta vrstva jednotky 1, 2, jejichz vystupy jsou a; = 0,84, ay = 0,02.
Vahy hran v siti jsou w14 = —0,15, we s = 12,4, prahova vaha jednotky 4 je wos = 3,8.

Jednotka 4 pouziva aktivaéni funkei sigmoida g4(z) = H%

Vazena vaha vstupt po odecteni prahové vahy je
—Wo 4 + W4 - A + Wy - ag = —3,68,

a vystup jednotky je
as = g4(—3,68) = 0,025.

Lze tedy konstatovat, Ze jeji reakce na zadané vstupy je ponékud vlazna.

Pro jaké vystupy jednotek 1, 2 dochazi k aktivaci jednotky 47

V ramci neuronovych siti se pouzivaji rizné aktivacéni funkce. Jak uvidime dale, dilezitym
pozadavkem na aktiva¢ni funkci je, aby nebyla linearni; pokud navic chceme neuronovou
sit ucit, je vhodné, aby bylo mozné aktiva¢ni funkci derivovat. Nékteré z pouzivanych akti-
vacnich funkci uvadi nasledujici definice.

Definice 81: Aktivacni funkce.
e Prahovd funkce

1 x>0,
f@) = {0 ol
e ReLU
x x>0,
f(@) = {0 jinak.
e Sigmoida
1
o(x) =
1+ e==

Grafy aktivacnich funkei jsou znézornény na nasledujicich obréazcich.
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T T
1) e 1] 1|
0.5 : 0.5 0.5
0 ———o : 0 0
| | | | | | |
—1 0 1 -1 0 —2 0
Prahova funkce ReLU Sigmoida
Priiklad 11.1.1. Uvazte nasledujici funkce f, g a h.
1+ ————e - 1r 1
0.5 . 0.5 0.5 —
0p——o o— 0 0
| | | | | | |
-05 0 05 1 1.5 -1 0 -1 0
Funkce f Funkce ¢ Funkce h

Aplikaci operaci skladani funkci, nasobeni konstantou, pri¢itani konstanty a séitani

a) a pomoci prahové funkce vyjadiete funkei f,
b) a pomoci ReLLU vyjadtete funkci g,
c) a pomoci ReLLU vyjadrete funkeci h.

a) Ozna¢me prahovou funkci P(z). Z pohledu na obrézek funkce f se nabizi nelézt
symetrii P(x) podle piimky = = 0.5 a tu seéist s puvodni prahovou funkei. Symetrii
lze ziskat jako P(1 — x). Soudem ziskdme funkci P(x) + P(1 — x) s hodnotou 2 na
intervalu [0, 1] a hodnotou 1 na intervalech (—o0,0) a (1, 00).

Celkem tedy vyjadiime funkci f jako
flz)=P(z)+ P(1—xz)— 1.
b) Oznacme funkci ReLU jako R(z). Pak lze g vyjadiit jako
9(x) = 1= R(z) — R(—x).
c¢) Funkci h lze vyjadiit jako
h(z) = 0.5 — R(0.5 — g(z)).
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Piiklad 11.1.2. Uvazte funkei F : [0,10] — R. Navrhnéte zptusob, jak lze pomoci prahové
funkce a s vyuzitim operaci skladani funkei, nasobeni konstantou, pri¢itani konstanty a
s¢itani aproximovat funkci F'. Pozadavek na aproximaci je, aby pro aproximujici funkci A
platilo, ze A(z) = F(&) pro néjaké & takové, ze |& — x| < 1, tedy hodnota aproximace se
rovné funkéni hodnoté v néjakém bodé, ktery se lisi od x maximalné o 1.

Aproximujici funkci vytvofime séitanim nékolika pomocnych funkei Ka,b, ], které maji
konstantni hodnotu ¢ na intervalu [a, b) a jsou nulové na zbytku definiéniho oboru, tj.

¢ x€la,b),
0 jinak.

Kla,b,c](x) = {

Pomocnou funkci lze jednoduse implementovat pomoci prahové funkce P jako
Kla,b,c](x) =c- (P(x —a) — P(x —b)).

Aproximujici funkci pak definujeme jako

A(z) = ZK[[Z’,Z’ +1,F(0)].

I I I
1f e——o |
0.5 N
0bB—o *—
| L L ! ! ! ! ! !
—05 0 05 1 1.5 0 2 4 6 8 10
Funkece K[0,1,1] Funkce F a A

Zvolena aproximujici funkce spliuje pozadavek ze zadani, coz lze ovérit pohledem do obréazku.
Pokud bychom chtéli funkci F' aproximovat pfesnéji, 1ze k tomu zvolit jemnéjsi déleni inter-
valu, tedy ne tseky délky 1, ale naptiklad 0.1, podle potieby.

Priklad 11.1.3. Uvazujte nasledujici neuronovou sit se vstupy 1, xs, x3, skrytou vrstvou s
jednotkami nq, ny, ng a vystupni vrstvou s jednotkou ;.

177



Cisla na obrazku znézorituji hodnoty vah jednotlivych vazeb. Aktivacni funkee vech jed-
notek je sigmoida o a prahova vaha je 5.
a) Jaké budou vystupy sité pro vstupy (0,0,0), (1,0,1), (1,1,1), (—1,0,1), (0.5,0.4,0.6)?
b)
c) Co sit pocita? Naleznéte co nejstrucnéjsi slovni charakteristiku.
d)

Napiste jednoduchy program, ktery pro zadany vstup spocita vystup sité.

Stacila by pro takovy vypocet neuronova sit bez skrytych vrstev?

a) Spocitame vazeny soucet vstupi & jednotky ny pii vstupu & = (0,0,0). VéaZzeny
soucet vstuptu je dan souc¢tem jednotlivych vstupnich hodnot pronasobenych vahami
vstupujicich vazeb snizenym o prahovou vahu, tedy & = >, w; -2, —wo = 0-0 +
10-0+ —10-0 — 5 = —5. Hodnota na vystupu je dana aplikaci aktiva¢ni funkce
na vazeny soucet vstupu, tedy o(&) = He%gl = 0,0067. Podobnym zptisobem se
spocita vazeny soucet vstupi a vystupy ostatnich jednotek skryté vrstvy. Vystupy se
nésledné pouziji k vypoctu vazeného souctu vstupt jednotky y; a jejiho vystupu, ktery
je zaroven vystupem sité jako celku.

vstup S | & | & |a&) | o) | a&) | & | a(§u) vystup
(0,0,0) —5 | =5 | =5 | 0,007 | 0,007 | 0,007 | —4,80 0,008
(1,0,1) ~15| =5 | +5 | 0,000 | 0,007 | 0,993 | +5,00 0,993
(1,1,1) —5 | =5 | =5 | 0,007 | 0,007 | 0,007 | —4,80 0,008
(=1,0,1) | =15 | +15 | —15 | 0,000 | 1,000 | 0,000 | 45,00 0,993
(0,5;0,4;0,6) | —=7 | —4 | —4 | 0,001 | 0,018 | 0,018 | —4,63 0,010

c¢) Sit rozpoznéava, zda se vyraznéji lisi jednotlivé hodnoty vstupniho vektoru. V piipadé,
kdy se hodnoty lisi pfiblizné o 1 ¢ vice, je jiz vystup neuronové sité roven témér
jednicce. Cim vice si jsou hodnoty podobné, tim je vysledné hodnota blize nule.
Jednotlivé jednotky skryté vrstvy ni, ns, ns reaguji na pozitivni hodnotu rozdilu mezi
vstupnimi hodnotami, tj. xo — x3, x3 — x1, resp. x; — x9. Aktivaci alespon jedné z
jednotek pak zachycuje vystupni jednotka .
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Skélovanim vah vazeb a prahové vahy by bylo mozno docilit vétsi ¢i mensi citlivosti sité.
Zvolené gkalovani funguje dobfe pro vstupy, jejichz hodnoty jsou z intervalu [—1, 1].

d) Ne, nejedna se totiz o linearni klasifikaci. Jelikoz pozitivni ptipady, tedy priblizné
stejné hodnoty x1, s, x3, tvoii v prostoru valec kolem piimky {(¢,¢,t) | ¢ € R}, nelze
je rovinou oddélit od ptipadii negativnich.

Piiklad 11.1.4. Dokazte, Ze kazdou booleovskou funkei F, tj. funkei tvaru F' : {0,1}" —
{0,1}, lze vyjadfit pomoci neuronové sité s jednou skrytou vrstvou, kde kazdy neuron ma
prahovou funkci jako aktivacni funkci.

Uvazme vSechny takové hodnoty Z, Zze F(#) = 1. Takovych hodnot je kone¢né mnoho,
nejvyse 2", oznacme je Tq,...,Zy. V prvni vrstvé navrhované sité se bude pro kazdy vstup
Z; nachazet jednotka i, které se aktivuje pravé na vstupu ;.

Pro hodnotu #; = (z;1,...,%;,) budou hodnoty vah jednotky 4

n
W;o0 = E Tij
Jj=1

1 pokud z;; =1,
W; 3 =
K —1 jinak.

Ovérte si, ze se jednotka ¢ aktivuje, pravé kdyz je na vstupu ;.

K vytvoreni celé sité reprezentujici funkci F' nyni staci vytvofit druhou vrstvu, ktera bude
sestavat z jediné jednotky, implementujici operaci OR mezi v8emi jednotkami prvni vrstvy.
Postup implementace operace OR jsme diskutovali v predchozi kapitole v ramci Prikladu
10.3.1.

Priiklad 11.1.5. Uvazujte vicevrstvou neuronovou sit s jednim vystupem, kde kazda vnitini
jednotka i mé aktiva¢ni funkei f;(z) = A;x+ B; (kde A;, B; jsou realné konstanty) a vystupni
jednotka je aktivovana prahovou funkci.
a) M4 neuronova sit stejnou vyjadiovaci silu jako neuronové sit, ktera pro vnitini jednotky
pouziva aktiva¢ni funkci o (sigmoidu)? Vyjadfovaci silou rozumime, jaké rizné funkce
lze neuronovou siti reprezentovat. Zdivodnéte.

b) Mé& neuronova sit vétsi vyjadiovaci silu nez [perceptron! Pokud ano, naleznéte piiklad
funkce, kterou lze siti vyjadrit, ale perceptronem ne. Pokud ne, ukazte, jak takovou
sit prevést na perceptron pocitajici stejnou funkci.
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a) Ne, nemé. KaZdou hodnotu véetné vystupu y v takové siti lze totiz vyjadfit jako
linearni funkci vstupu #. Kazda dalsi vrstva pouze transformuje (linearné) predchozi
vrstvy, které jsou samy linearni transformaci vstupu. Konkrétni hodnoty viz dalsi
odrazka. V pripadé pouziti sigmoidy o jakozto aktivacni funkce je linearita odstranéna
a pii dostatecném poctu skrytych vrstev, lze reprezentovat libovolnou funkei.

b) Jak bylo uvedeno v pfedchozi odrézce, vystup kazdé sité s vyhradné linearnimi akti-

vacnimi funkcemi je linearni funkce vstupt. Podivejme se tedy, jak takovou sit prevést
na perceptron, ¢imz ziskame konstruktivni diikaz tohoto tvrzeni.

Uvazme neuronovou sit s n — 1 skrytymi vrstvami 1,...,n — 1, vystupni vrstvou n
a vstupni vrstvou 0, kde vrstva ¢ obsahuje N; jednotek ¢,1;...;4, V; s aktivacnimi
funkcemi f; j(x) = A; jx + B, j pro ¢ > 1. Véha spoje z j-té jednotky vrstvy ¢ do k-té
jednotky vrstvy ¢ + 1 je w; ;x. Dle zadani ma vystupni vrstva jedinou jednotku, ale
konstrukei by Slo jednodusSe zobecnit.

Wi, 41,k

vrstva ¢ vrstva ¢ + 1

Tady bude reseni zbytku prikladu.

11.2 Uc¢eni neuronové sité

V této sekci pronikneme hloubéji do samotné podstaty vicevrstvych neuronovych siti. Konkrétné
se zamérime na algoritmus zpétného sitent chyby, ktery umoznuje trénovani neuronovych siti
na konkrétni sadé dat.

U¢ici sada obsahuje dvojice tvaru
(Z, Yexp)

kde Z je vstup neuronové sité€ a ey, je o¢ekavany vystup. Uceni probiha na principu Gpravy
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hodnot vah v siti, aby doslo k minimalizaci chybové funkce

E= E(ﬂ, gexp)a

kde ¢ je skute¢ny vystup sité pii vstupu Z. Chybova funkce musi byt navrzena tak, aby jeji
minima odpovidala minimalnimu rozdilu mezi skuteénym a ocekdvanym vystupem.

Prikladem chybové funkce je [kvadraticka chybal kterou jsme predstavili v predchozi kapi-
tole. Pro pouziti v neuronovych sitich je tfeba definici mirné upravit, aby zvladla pojmout
vicerozmérny vystup.

Priklad. Uvazujte nasledujici jednoduchou neuronovou sit s jednou skrytou vrstvou.

Symboly &7, & oznacuji vazené soucty vstupi jednotky 1, resp. 2; symboly a;, as pak jejich
vystupy a gi, g» jejich aktivaéni funkce. Chybova funkce je

E = E(y, yexp) = E(a27yeXp)'

a) Spotitejte parcialni derivace OF /Owq a OF /0w, .

b) Jaky je vyznam spocitanych parcidlnich derivaci pfi u¢eni neuronové sité?

a) Pri vypoétu vyuZzijeme toho, Ze plati

Q2 = 92(52) a & = ay - W,

coz plyne z|definice vystupu jednotky] resp. |definice vazeného souctu vstupu jednotky]
Jelikoz E je funkci as a as je funkei &, 1ze s vyuzitim fetézového pravidla rozepsat

OB _ OB day _ OF day 06,
8w2 B (9a2 8w2 B (9a2 662 8w2 ’

S vyuzitim vztahu vySe mizeme rozepsat posledni dva soucinitele jako

8&2 ’ %

(9_62 — 9 & 6'11}2

= a].
a celkové ziskdme
oE O0FE orE
- = . Q= — - - Qan.
811)2 8a2 92 ! 8y 2 !
Jedlotlivé cleny lze v konkrétnim pripadé jiz ziskat snadno: parcialni derivaci chy-

bové funkce podle skuteéného vystupu sité lze spocitat z konkrétni podoby chybové
funkce, derivaci aktivacni funkce spocitame opét z jejiho tvaru (proto je dobré, aby
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méla derivaci, jak bylo uvedeno diive [pfi zavadéni pojmu aktivacni funkce]) a hodnotu
ay ziskame prostym provedenim vypoctu sité nad danym vstupem.

Obdobnym zptsobem spocitame

9B _ 0B day _ OF Dy 06
821)1 N aag 8w1 B 8&2 852 8w1 )

Jelikoz & = a; - wy a a; dale zavisi na wy, pokracujeme ve vypoctu:

OE _ 9B day 0% day _ 0B 0030600 06 _9E ,
Dwy  Das 0& Day dwy  Daz 0C; Day 0&; Dwy  day 22T

b) Cilem uciciho algoritmu je pomoci tprav vah vazeb v siti minimalizovat chybu, tj.
rozdil mezi vystupy, které neuronova sit dava, a ocekdavanymi vystupy. Parcialni
derivace chybové funkce podle vahy vazby vyjadiuje miru, s jakou se méni velikost
chyby pfi zméné vahy.

Je-li naptiklad OF /0w, = 2, znamena to, Ze pii zvyseni vahy w; o 1 se chyba E zvysi
priblizné o 2. V takovém piipadé tedy chceme vahu snizit, coz povede ke snizeni chyby.

Ucici algoritmus tedy v kazdé iteraci upravi vahy podle predpisu

OE OF

(w17w2) — (w17w2) — Q- (8_101’ 8_w2)’

kde a > 0 je tzv. ucici konstanta (learning rate), ktera reguluje rychlost uceni a s niz
jsme se setkali jiz v [predchozi kapitole]

Vektor OF O
VE=(—,...,—
<8w1 ow,, )
se nazyva gradient chyby a vyjadiuje, kterym smérem chyba nejrychleji roste. Pfi postupu

opatnym smérem, tedy odectenim nasobku gradientu od vah sité, dosahuje sit snizeni chyby.

Definice 82: Online algoritmus pro uceni neuronové sité je procedura, kterd iterativné
upravuje vahy v neuronové siti. Postupné prochazi pfes jednotlivé trénovaci priklady a
odecte od hodnot vah o gradient chyby pronasobeny ucici konstantou.

Uvazujme tréninkovy set D = {(Z1, %), ..., (Zp, ¥p)) }, kde ¥; je oekavany vystup pii vstupu
7;. Sekvence vektorit vah w(®, @™, @@ ... je pocitana nasledovné:

e (¥ je inicializovan nahodné hodnotami okolo 0,
o W) = G® — o - VE(7®, if),
kde k = (t mod p) + 1 a §® je vysledek vraceny siti v iteraci ¢ na vstupu .
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Priklad 11.2.1. Uvazujte nasledujici neuronovou sit s jednou skrytou vrstvou.

Symboly &, &, &5 oznacuji vazené soucty vstupu jednotky 1, 2, resp. 3; symboly aq, as, as
pak jejich vystupy a g1, g2, g3 jejich aktivacni funkce. Prahové vahy neuvazujeme. Chybova
funkce je
E = E(Y, Yexp) = E(az; Yexp)-
a) Spocitejte OE /Ows.
b) Spocitejte IE/Owy.

c) Jaky je obecny predpis pro 0F/Jw; v obecné dopiedné neuronoveé siti?

a) Plati
OF . OF 8&3 (953

8w5 B 8(13 863 8w5 ‘

Ze struktury sité mame daz/03 = g5 a {3 = a1 - ws + ag - we, a tudiz

9B OB, 0 o OE
(91U5 - aag 93 6w5 A e} 8a3 93 il
b) Plati
8E_8E3a38§3_8E ’ 8(@ i w)_a_E ,(%w_’_%w)
8w1 a 8a3 (953 8w1 N 8a3 93 6w1 ! > 2 6/ (‘9a3 93 811)1 > 8w1 6/

Ze struktury sité mame & = xy - wy + o - wo, a tedy

E)al _8@1851 . ,'i
3w1 - 8&1 Gwl ~ 9 8w1

(v1 - wy + 29 - wy) = gy - T1.

Podobné & = x - w3 + 9 - wy, takze

0 dasy O 0
az  Jday 52:9, (xl,w3+x2-w4>20.

awl B 862 awl 2 a_wl
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)

Pro¢ v druhém piipadé vysla derivace nulova? Vsimnéme si, Ze derivace das/d0w;
vyjadiuje, o kolik se zméni hodnota vystupu jednotky ns pii jednotkové zméné
hodnoty hrany w;. Pohledem na nacrt sité si vSak lze vS§imnout, Ze hrana w; hodnotu
ns nijak neovliviiuje, a tudiz je derivace nulova dle oc¢ekavani.

Spojenim vysledku ziskame celkem

OF

or O oE
(9a3

awl _8_%.93(911'1.“)5—'—0):

' /
g3 W5 gy T1.

Tady bude TeSeni.

Piiklad 11.2.2. Naleznéte derivace nésledujicich aktiva¢nich funkei:

a)
b)

c)

c)

prahova funkce,
ReLU,

sigmoida.

Prahova funkce je konstantni na intervalech (—oo,0), [0, 00), coz by napovidalo tomu,
ze derivace je 0. Tak tomu skutec¢né je s vyjimkou bodu 0, kde derivace neni definovana
kvili skoku hodnoty. Ptesnéji feceno, leva derivace je oo a prava je 0, tudiz derivace
neni definovana.

ReLU je konstantni na intervalu (—oo,0) s derivaci 0 a linearni na (0, c0) s derivaci 1.
V bodé 0 opét derivace definovana neni, leva derivace je 0 a prava derviace je 1.

Zderivovat sigmoidu je pomérné zdlouhavé, proto zde uvedeme pouze vysledek, ¢ili
o'(x) = o(z)(1 — o(z)). Podrobny postup lze nalézt napiiklad zde.

Grafy aktivacnich funkei (modfe) a jejich derivaci (¢ervené) jsou znazornény na nasledujicich

obrazcich.
T T
1t «— 1 8 10 =
0.5 - 0.5 - 0.5 4
0 ——o - 0 —— - 0 8
| | | | | | |

—1

0

1

Prahova funkce

ReLU
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0.5 : 0.5+ : 0.5 :
0 N | 0 /\

| | | | | | | | |

-1 0 1 -1 0 1 =7 0 2
Derivace prahové funkce Derivace ReLLU Derivace sigmoidy

Priiklad 11.2.3. Diskutujte vyznam ucici konstanty « pii uceni neuronové sité. Jaky ma
vliv na pribéh uceni (pozitivni i negativni), je-li hodnota konstanty velmi velka, resp. velmi
mala?

P1ilis maléa ucici konstanta muze zpiisobit, ze proces trva déle, nez by bylo nutné. V ptipadé
zvoleni prilis vysoké ucici konstanty muze dochazet k , preskakovani optima, nasledkem ¢ehoz
uceni nemusi konvergovat.

11.3 Zpracovani obrazu a klasifikace

Pri klasifikaci do n kategorii je vhodné ziskat vystup ve formé n-tice pravdépodobnosti.
K tomu slouzi funkce softmax, kterda zvyrazni rozdily mezi jednotlivymi vystupy pomoci
exponencidlni funkce a zaroven provede normalizaci, aby soucet ¢lenti n-tice byl roven jedné.

Definice 83: Funkce softmaz transformuje n-tici redlnych ¢isel na n-tici pravdépodobnosti
néasledujicim zpisobem

softmax(xy, ..., z,)

Zamyslete se, zda muze po aplikaci funkce softmax vyjit u néjaké kategorie nulova pravdépodob-
nost.

Priklad 11.3.1.
a) Bez pouziti kalkulacky odhadéte vysledek aplikace funkce softmax na nésledujici vs-
tupy: (1,3,2), (1,1,1), (2,0,1), (=5,0,0).

b) Odhad z predchozi ¢asti ovéite vypoctem.
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a) Softmax pocitda mocniny ¢isla e (priblizné 2.7) ze zadaného vstupu. Ty pak nor-
muje, aby jejich soucet byl 1. V piipadé vstupu (1,3,2) miZzeme pomoci aproximace
e ~ 3 odhadnout pomér slozek vysledného vektoru na 1 : 9 : 3. Po znormovani
ziskame piiblizné softmax(1,3,2) ~ (1/10,3/4,1/4) = (0.1,0.75,0.25). V piipadé vs-
tupu (1,1,1) lze vysledek hned urcit presné jako softmax(1,1,1) = (1/3,1/3,1/3).
Pro vstup (2,0,1) odhadneme podobné jako v prvnim piipadé, pomér vyslednych
slozek bude 9 : 1 : 3, &li softmax(2,0,1) ~ (3/4,1/10,1/4) = (0.75,0.1,0.25).
Posledni vstup (—5,0,0) da vzniknout slozkdim v poméru piiblizné 1 : 250 : 250,
takze softmax(—5,0,0) ~ (1/500,1/2,1/2) = (0.002,0.5,0.5).

b) Nasledujici tabulka shrnuje provedené odhady a skuteéné hodnoty.

z odhad softmax ()
(1,3,2) | (0.100,0.750,0.250) | (0.090, 0.665, 0.245)
(1,1,1) | (0.333,0.333,0.333) | (0.333,0.333,0.333)
(2,0,1) | (0.750,0.100,0.250) | (0.665,0.090,0.245)

(=5,0,0) | (0.002,0.500,0.500) | (0.003,0.498, 0.498)
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12 Zpracovani prirozeného jazyka

Na jazyky formalni i pfirozené nahlizime jako na mnoziny platnych vét. Na rozdil od formél-
nich jazyku (pfipomenime tfeba [jazyk formuli vyrokové logiky)) s sebou vSak jazyky pfirozené
prinaseji fadu komplikaci.

Je napiiklad pomérné jednoduché urcit, ze p V VV neni platnou formuli vyrokové logiky,
protoze nevyhovuje definici. Je ovSsem véta ,,To byl teda krutopiisnej vejlet. platnou vétou
¢estiny? Odpovéd neni zcela jednozna¢éné a s ohledem na Casovy vyvoj jazyka a narecni
nebo stylistickou rozmanitost ptirozeného jazyka nelze ani presné definovat, co vse do jazyka
jesté patii a co uz ne.

Slova prirozeného jazyka mohou byt vicezna¢na — napt. slovo list miize znamenat kus papiru
¢i ¢ast rostliny. Prirozeny jazyk je navic nejasny — kdo je ¢initelem ve vété ,Prisel.“? Existuje
navic mnoho dalsich komplikaci (viz prednasku), které ze zpracovani prirozeného jazyka ¢ini
nelehkou tlohu.

V této kapitole jsou predstaveny nékteré z metod, které se pii zpracovani prirozeného jazyka
pouzivaji.

12.1 Predzpracovani dat

Textova data, se kterymi potfebujeme pracovat, jsou mnohdy dostupné pouze ve velmi
neotesané podobé, napr. ve formé webovych stranek ¢i hrubého textu s nadbyteénymi udaji.
Cilem predzpracovani mize byt ocisténi dat od nadbyteénych informaci (napf. raznych
anotaci), jejich segmentace ¢i normalizace, tedy celkové prevedeni dat do formy, na niz lze
jiz aplikovat samotné metody zpracovani prirozeného jazyka.

Priklad 12.1.1. Na adrese https://web2.mlp.cz/koweb/00/04/34/55/03/bila_nemoc.
html si stahnéte text knihy Karla Capka Bila nemoc ve formatu HTML. Format HTML je
textovy formét, ktery obsahuje znacky pro internetovy prohlize¢, které umoznuji dokument
zobrazit ve formé webové stranky.

a) Napiste skript, ktery z dokumentu extrahuje pouze text dila, konkrétné ve formé sez-
namu jednotlivych replik jako retézci. Vystup tedy bude zacinat nasledujicim zpu-

sobem.
["Mor je to, mor. V naS8i ulici uz je v kazdém domé ...",
"Zadny mor, malomocenstvi. Bild nemoc tomu rikaji,...",

"Kriste panebozZe - Kriste paneboZe - Kriste paneboze -",

]

Ve vyslednych fetézcich je vypusténa informace o konkrétni postaveé, kterda danou rep-
liku k4, nebot se jedna o zna¢né repetitivni informaci.
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b) Pridejte do skriptu funkce, které provadéji segmentaci textu na véty, resp. tokenizaci
na jednotliva slova. Slova ziskavejte oc¢isténa od interpunkénich znamének.

c) Vytvorte slovnik s frekvencemi jednotlivych slov v dile. Je vhodné mit metodu, ktera
pro kazdé slovo vrati jeho zakladni tvar. Napf. slovo ,ale” se v textu muze vyskytovat
i ve forméach ,, Ale” nebo ,ALE", ale vSechny tyto tvary by se ve slovniku mély zapocitat
pod polozku ,ale”.

d) Napiste funkci, kterd vypiSe seznam n nejcastéjsich slov, ktera se v dile (nebo jiném
zadaném textu) vyskytuji.

d) Tady bude statistika nejc¢astéjsich slov.

12.2 Gramatiky

Gramatiky predstavuji jeden ze zpuisobii, kterym lze popsat jazyk. Gramatika udava predpis,
jakym lze z pocateéniho symbolu, tzv. kofene gramatiky, postupnou aplikaci pravidel gra-
matiky odvodit platné véty jazyka gramatiky. Specidlnim typem gramatik jsou gramatiky
bezkontextové, kterym budeme v této sekci vénovat specialni pozornost.

Definice 84: Bezkontextovd gramatika sestava z
e mnoziny terminalnich symbolu (slov jazyka),

e mnoziny neterminélnich symboli (syntaktickych kategoric),

e specidlniho neterminélniho symbolu S reprezentujiciho celou vétu jazyka (téz nazyvan
kotren gramatiky),

e souboru prepisovacich pravidel tvaru

neterminal — libovolny retézec.

BéZzna konvence je psat neterminaly s prvnim pismenem velkym a veskera pravidla, ktera
vychézeji ze stejného neterminalu sdruzit pomoci symbolu svislitka, tj. napf.

S — abbb,
S — cac

piSeme

S — abbb | cac.

Gramatika definuje jazyk jako mnozinu vét sestavajicich pouze ze slov jazyka, které lze
vygenerovat z kofene gramatiky S postupnou aplikaci pravidel gramatiky. Odvozeni véty
v gramatice navic definuje tzv. syntakticky strom. Samotné pravidla gramatiky se casto
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rozdéluji na pravidla (pouze mezi syntaktickymi kategoriemi) a lexikon (seznamy slov pris-
lusicich jednotlivym kategoriim).

Priiklad. Uvazte gramatiku s néasledujicimi pravidly:

S — NP VP,
NP — Noun | Adj NP,
VP — Verb

a nésledujicim lexikonem:

Noun — dité | ¢lovék | kapsa,
Adj — stary | cestujici | nové,

Verb — pise | sedi | mluvi.

a) Rozhodnéte, které z nasledujicich vét lze v gramatice vygenerovat.
1. ,cestujici sedi”
2. ,nové nové kapsa pise”
37
3. ,stary ¢lovék mluvi®
b) Naleznéte odvozeni vét v gramatice.

c) Naleznéte ke kazdému odvozeni odpovidajici syntakticky strom.

a) Gramatika generuje véty, které za¢inaji jmennou frazi (NP, neboli noun phrase), po niz
bezprostiedné nésleduje slovesné fraze ( VP, neboli verb phrase). Jmenna fraze sestava
z podstatného jména (Noun), jemuz predchazi libovolny pocet pridavnych jmen (Adj).
Slovesnéa fraze sestava z jediného slovesa.
Vétu 1 nelze v gramatice vygenerovat, jelikoz neobsahuje podstatné jméno. Véty 21 3
splhuji popis vysSe a v gramatice je vygenerovat lze.

S= NP VP
= Adj NP VP
= nové NP VP
= nové Adj NP VP
= nové nové NP VP

= nové nové Noun VP

S = NP VP
= Adj NP VP
= stary NP VP
= stary Noun VP
= stary clovek VP
= stary c¢lovek Verb
=> nové nové kapsa VP oo ]
= stary clovék mluvi
= nové nové kapsa Verd

= nové nové kapsa pise
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c¢) Syntaktické stromy uvedenych vét vypadaji nasledovné.

S S
/\ PN
NP VP NP VP
N /N
Ady NP Verb Adj NP Verb
| /N | | |
nové  Adj NP  pise stary  Noun  mluvi
I |
nové  Noun clovek
|
kapsa

Z prikladu lze vypozorovat nékolik skutecnosti. Zaprvé, mohou existovat véty pfirozeného
jazyka, které nejsou gramatikou popsany — viz véta 1. Zadruhé, gramatika muze generovat
véty, které do popisovaného prirozeného jazyka nepatii — viz véta 2, kde je porusena shoda
v rodé mezi podstatnym jménem kapsa (Zensky rod) a pfidavnym jménem nové (stiedni rod).

Cilem navrhu gramatik je minimalizovat pocet vét, které gramatika generuje a nepatii do
jazyka, a zaroven maximalizovat pocet vét, které gramatika generuje a do jazyka patii.
Kvalitu gramatiky kvantitativné popisuji pojmy pokryti a presnost.

Definice 85: Uvazujme zamysleny jazyk L a gramatiku G generujici jazyk L(G).
o Pokryti gramatiky G je %, tedy podil vét jazyka L, které lze v gramatice vygen-
erovat.

e Presnost gramatiky G je |L|2(LG(?‘, tedy podil vét generovanych gramatikou, které patii

do zamysleného jazyka.

Priklad 12.2.1. Uvazte gramatiku s néasledujicimi pravidly:

S — NP VP| VP,
NP — Noun | NP Conj NP,
VP — NP Esse
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a nésledujicim lexikonem:
Noun — Romulus | Remus | Danubius | fratellus | fratelli | fluvius,
FEsse — sum | est | sunt | eram | erat | erant,
Conj — et.
a) Rozhodnéte, které z nasledujicich vét lze v gramatice vygenerovat.

1. ,Romulus et Remus fratelli erant
2. ,Remus et Danubius et Romulus sum*
3. ,Danubius est fluvius®“

b) Naleznéte ke kazdé vété jeji syntakticky strom, pokud existuje.

a) Gramatika tvori véty dodrzujici schéma
[jmennéa fraze|, jmenna fraze, sloveso byt,

kde jmenné fraze se muze skladat z nékolika podstatnych jmen pospojovanych spojkou
wet. Prvni i druha véta (v prekladu ,Romulus a Remus bratii byli“ a ,Remus a Dunajj
a Romulus jsem“) toto schéma dodrzuji a lze je tedy v gramatice vygenerovat, byt
druha véta nedavéa smysl.

Treti véta (v prekladu ,,Dunaj je feka“) schéma nedodrzuje kvili umisténi slovesa by,
takze ji v gramatice vygenerovat nelze.

b) Syntaktické stromy uvedenych vét vypadaji nasledovné.

S S
T |
NP VP VP
PN N RN
NP  Conj NP NP Esse NP Esse
Noun et Noun Noun  erant NP Cony NP sum
| | | P N
Romulus Remus fratelli NP Conj NP et Noun
o |
Noun et  Noun Romulus
| |
Remus Danubius

Piiklad 12.2.2. Navrhnéte gramatiku pro jednoduché eské (resp. slovenské) véty v min-
ulém case, které dodrzuji nasledujici schéma:
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[urceni casu / podmét|, prisudek v minulém case, [predmét|,

tedy napriklad ,vcera jsme koupili maso“, ,,ja jsem bézel”, ,hrali jste hru“. Nezapomente,
ze poradi pomocného slovesa bijt a vyznamového slovesa zavisi na pritomnosti jiného slova
na zacatku véty (véta nikdy nezacind pomocnym slovesem). Ogetiete shodu podmétu s

prisudkem

a) primo navrhem gramatiky,

b) pridanim (jednoduSe implementovatelnych) testii na shodu.

Tady bude reseni.

Priklad 12.2.3. Uvazme gramatiku G s nasledujicimi pravidly

S — AAA | BA| AB| C,
A—a,

B — bA | Ab,

C — BA| AB | c¢B| Be

a jazyk L vét délky 3 sestavenych ze slov a, b, ¢, které obsahuji slovo b pravé jednou.

a) Je gramatika jednozna¢nd, neboli existuje pro kazdou véta jazyka L(G) odvoditelnou
v G pravé jeden syntakticky strom?
b) Jaké je pokryti gramatiky G vzhledem k zamyslenému jazyku L7

c) Jaka je presnost gramatiky G vzhledem k zamyslenému jazyku L7

a) Neni, napiiklad pro vétu aab existuji dva synaktické stromy:
S
AAB
‘ AAb
a

a

S

!
A
A B
A

a A b
a

b) Pokryti je podil vét zamysleného jazyka, které 1ze v gramatice vygenerovat. Zamysleny
jazyk mé celkem 12 vét — 3 pozice slova b a dvakrat dvé volby mezi slovy a a c. Z vét
zamysleného jazyka nepatii do jazyka gramatiky pouze véty obsahujici na prostredni
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pozici slovo ¢ — bee, bea, ccb, ach — a véty obsahujici ¢ dvakrat — mimo jiz zminénych
jesté cbe. Celkové je tedy pokryti 7/12.

c) Presnost je podil vét generovanych gramatikou, které patii do zamysleného jazyka.
Jedina véta z L(G), které nepatii do L, je aaa. Celkovy pocet vét v L(G) je 8.
Pfesnost gramatiky je tedy 7/8.

12.3 Syntakticka analyza

Gramatiku popisujici jazyk lze pouzit k provadéni syntaktické analyzy. Vysledkem syn-
taktické analyzy je syntakticky strom, ktery reflektuje strukturu véty a muze slouzit jako
podklad pro dalsi zpracovani.

Priklad 12.3.1. Knihovna NLTK (ze cviceni) umoziuje provadéni metod zpracovani pfirozeného
jazyka jako pTredzpracovani textu, znackovani ¢i syntaktickou analyzu. Napiste gramatiku
pro knihovnu NLTK, ktera bude schopna rozeznat slovesny c¢as vét v anglickém jazyce.
Znacky, které slovim NLTK pridéli, nesou vedle slovesného druhu i informaci o tvaru slovesa
(gerundium, minuly ¢as apod.), které lze za timto tcelem vyuzit. Gramatika by méla umét
urcit alespon nésledujici casy.

I speak present simple
You are speaking present continuous
He has spoken present perfect

We spoke past simple

They were speaking | past continuous

I had spoken past perfect

Tady bude TeSeni.
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