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věta o projekci, 10. Hilbertův problém∗
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uzávěrové vlastnosti rekurzivnı́ch množin

Třı́da rekurzivnı́ch množin je uzavřená na ∪, ∩ a doplněk.

Věta 8.2

1 Necht’ B ⊆ N je rekurzivnı́ množina a f : Nk → N je totálně
vyčı́slitelná funkce. Pak f−1(B) je rekurzivnı́ množina.

2 Necht’ A ⊆ Nk a B ⊆ Nl jsou rekurzivnı́ množiny. Pak
A× B ⊆ Nk+l je rekurzivnı́ množina.

Důkaz:

�
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uzávěrové vlastnosti r.e. množin

W (j)
i = dom(ϕ

(j)
i )

Věta

Pro každé k , l ≥ 1 existuje totálně vyčı́slitelná funkce h : N2 → N
taková, že pro libovolné r.e. množiny W (k)

i ⊆ Nk a W (l)
j ⊆ Nl platı́

W (k)
i ×W (l)

j = W (k+l)
h(i,j) .

Důkaz:

�
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uzávěrové vlastnosti r.e. množin

Věta 8.4

Existujı́ totálně vyčı́slitelné funkce h1,h2 : N2 → N takové, že pro
každé r.e. množiny Wi ,Wj platı́:

1 Wi ∪Wj = Wh1(i,j)

2 Wi ∩Wj = Wh2(i,j)

Důkaz:
1 Wi ∪Wj = Wh1(i,j)

2 Wi ∩Wj = Wh2(i,j)
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uzávěrové vlastnosti rekurzivnı́ch a r.e. množin

Důsledek

Pro A,B ⊆ Nk , jejichž symetrický rozdı́l A÷ B je konečný, platı́:
A je rekurzivnı́, právě když B je rekurzivnı́
A je r.e., právě když B je r.e.

Důkaz:

�
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vlastnosti rekurzivnı́ch množin

Tvrzenı́

Každá nekonečná rekurzivnı́ množina A ⊆ N má jak nerekurzivnı́
r.e. podmnožinu, tak i podmnožinu, která nenı́ r.e.

Důkaz:

�
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uzávěrové vlastnosti r.e. množin

Věta 8.3

Existuje totálně vyčı́slitelné funkce f : N2 → N taková, že pro každou
vyčı́slitelnou funkci ϕi a každou r.e. množinu Wj platı́

ϕi(Wj) = Wf (i,j).

Důkaz: ϕi(Wj) = {ϕi(a) | a ∈ dom(ϕi) ∩Wj}

Vı́me, že existuje tot. vyčı́slitelná funkce t : N→ N taková, že
range(ϕk ) = dom(ϕt(k)). �
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uzávěrové vlastnosti r.e. množin

Věta 8.3

Existuje totálně vyčı́slitelné funkce g : N2 → N taková, že pro
každou vyčı́slitelnou funkci ϕi a každou r.e. množinu Wj platı́

ϕ−1
i (Wj) = Wg(i,j).

Důkaz: ϕ−1
i (Wj) = {a | a ∈ dom(ϕi) a ϕi(a) ∈Wj}

�
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projekce a řez relace

Definice 8.5 (projekce a řez)

Necht’ R ⊆ Nk je k-árnı́ relace pro k ≥ 2. Množina

{(a1, . . . ,ai−1,ai+1, . . . ,ak ) | ∃ai ∈ N tak, že (a1, . . . ,ak ) ∈ R}

se nazývá i-tá projekce relace R. Množina

{(a1, . . . ,ai−1,ai+1, . . . ,ak ) | (a1, . . . ,ai−1,b,ai+1, . . . ,ak ) ∈ R}

se nazývá i-tý řez relace R pro pevně zvolené b ∈ N.
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uzavřenost na projekce a řezy

Věta 8.7

1 Libovolný řez rekurzivnı́ množiny je rekurzivnı́ množina.
2 Libovolný řez r.e. množiny je r.e. množina.
3 Libovolná projekce r.e. množiny je r.e. množina.

Důkaz:
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uzavřenost na projekce a řezy

�

Předchozı́ tvrzenı́ lze formulovat efektivně.
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uzavřenost na projekce a řezy

Tvrzenı́

1 Projekce rekurzivnı́ množiny nemusı́ být rekurzivnı́.
2 Libovolná projekce rekurzivnı́ množiny je r.e. množina.

Důkaz:

�
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věta o projekci

Věta 8.6 (věta o projekci, věta o existenčnı́m kvantifikátoru)

Necht’ A ⊆ Nk je r.e. množina. Pak existuje rekurzivnı́ množina
B ⊆ Nk+1 taková, že A je (k + 1)-nı́ projekcı́ množiny B.

Důkaz:
pro jednoduchost předpokládejme k = 1
pro vhodné i ∈ N platı́ A = Wi = dom(ϕi)

�

Důsledek 8.8

Množina je r.e., právě když je projekcı́ rekurzivnı́ relace.
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aplikace

Přı́klad: Dokažte, že množina A = {e | 7 ∈ range(ϕe)} je r.e.
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shrnutı́ uzávěrových vlastnostı́

třı́da rekurzivnı́ch množin
je uzavřená na:

∪,∩ aplikované na relace stejné arity
doplněk, ×, vzor při totálně vyčı́slitelném zobrazenı́ f
řez

nenı́ uzavřená na:
projekce

obecně nenı́ uzavřená na:
obraz při totálně vyčı́slitelném zobrazenı́ f
vzor při vyčı́slitelném zobrazenı́ g

třı́da r.e. množin
je uzavřená na:

∪,∩ aplikované na relace stejné arity
×, obraz i vzor při vyčı́slitelném zobrazenı́ f
projekce, řez

nenı́ uzavřená na:
doplněk
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10. Hilbertův problém

10. Hilbertův problém (1900)

Nalezněte algoritmus, který rozhodne, zda polynomická rovnice
s celočı́selnými koeficienty má celočı́selné řešenı́.

David Hilbert Diofantos
z Alexandrie

Jurij Vladimirovič
Matijasevič
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10. Hilbertův problém

Definice 8.12 (diofantická relace)

Relace R ⊆ Nk se nazývá diofantická, právě když existuje polynom
P(x1, . . . , xk , y1, . . . , yl) s celočı́selnými koeficienty a k + l
proměnnými splňujı́cı́:

(a1, . . . ,ak ) ∈ R ⇐⇒ ∃(b1, . . . ,bl) ∈ Nl takové, že
P(a1, . . . ,ak ,b1, . . . ,bl) = 0

Věta (Matijasevič, 1970)

Relace je r.e., právě když je diofantická.
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