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problém VERTEX-COVER

Definice (vrcholové pokryti)

Necht G je neorientovany graf. PodmnoZina jeho vrcholti se nazyva
vrcholove pokryti grafu G, pokud obsahuje alespori jeden vrchol
kazdeé hrany grafu G.

Definice (problém VERTEX-COVER)

Problem VERTEX-COVER je problém rozhodnout, zda dany graf G
ma vrcholové pokryti obsahujici prave dany pocet vrchold k.

VERTEX-COVER = {(G, k) | G je graf s vrcholovym pokrytim
obsahujicim prave k vrcholi }
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VERTEX-COVER je NP-Gplny

VERTEX-COVER je NP-dpiny.

Dukaz: VERTEX-COVER < NP:

VERTEX-COVER je NP-tézky: 3SAT <, VERTEX-COVER
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VERTEX-COVER je NP-Gplny

Necht p = (a1 VbiVei)A(a Vb Ve)A...A(a Vb V) pouziva
mnozinu proménnych X. Zkonstruujeme graf G = (V, E), kde
mV={aybyc,a,bCo,...,a,b,ctU{x,~x | x € X} a
m E={{a;, b}, {a,ci} {bi,ci} |1 <i<I} U{{x,~x}|xeX}U
U “hrany mezi literalem a shodnym vrcholem x nebo —x”

e=(XVYVZ)AN(-XVyV-z)A(XV-yV-y)

¢ je splnitelna < G ma vrcholové pokryti s k = 2/ + | X| vrcholy
Zaroven |G| = O(|¢|) a tedy 3SAT <, VERTEX-COVER. [ |
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problém SUBSET-SUM

Definice (problém SUBSET-SUM)

Problem SUBSET-SUM je problém rozhodnout, zda pro danou
konecnou multimnoZinu S obsahujici pfirozena cisla existuje
I, Ye,...,yi} € S splrujici y1 + yo + ...+ y; = t pro dané t.

SUBSET-SUM = {(S,1) | S = {x, ..., X} a pro néjake
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SUBSET-SUM je NP-aplny

SUBSET-SUM je NP-dplny.

Dukaz: SUBSET-SUM € NP:

SUBSET-SUM je NP-téZky: 3SAT <, SUBSET-SUM
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VERTEX-COVER je NP-Gplny

NeChJ[QOZ(éH V by \/C1)/\(32\/b2\/02)/\.../\(ak\/bk\/Ck)
proménné xi,..., x;. Zkonstruujeme S a t takto:

1 2 3 4 11 2 K
X1 0 0 0 01 o 0
~x; |1 0 0 0 0/lo o 0
|0 1 0 0 0/l1 o 0
% |0 1 0 0 0|0 1 0
x|0 0 0 0 110 o 0
-x |0 0 0 0 110 1 1
S —g 0 0 0 0 o[1 0 0
mlo 0 0 0 0/1 o 0
% |0 0 0 0 0|0 1 0
h |0 0 0 0 0|0 1 0
glo 0 o 0 1
mlo oo o0 ... 0lo 0 ... 1
f T 1 1 1 ... 1[3 3 ... 3
¢ je splnitelna <— (S, t) € SUBSET-SUM.
Zaroven |S| = O((I + ¢)?) a tedy 3SAT <, SUBSET-SUM. u
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dalsi NP-uplIné problémy

m problém hamiltonovské cesty HAMPATH

m problém obchodniho cestujiciho
(rozhodovaci problém: existuje cesta do dané velikosti?)

m problém okachli¢ckovani (tiling problem)

Eternity Il
m 256 dilkd (16 x 16)
m 2.000.000 dolaru za feSeni
m béhem 3 a pul roku nenalezeno

Pokud je néjaky NP-upiny problém v P, pak P = NP.
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prostorova slozitost algoritmu

m pamét pouzita pfi vypoctu

m zavisi na vstupu

m jako zakladni model pouzijeme Turinguv stroj

m zkoumame nejhorsi pripad, tedy maximalni pocet prectenych
policek pasky v zavislosti na délce vstupu

m Ize zkoumat i prumerny pripad
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prostorova slozitost Turingova stroje

Definice 2.1 (prostorova slozitost deterministického TM)

Necht M je uplny deterministicky (jednopdskovy nebo vicepaskovy)
Turinguv stroj se vstupni abecedou Y. Pro kazdé w € ¥* definujeme
sm(w) jako pocet policek pasky, které stroj M Cte pfi vypoctu na
vstupu w. Prostorova sloZitost stroje M je pak funkce Sy - N — N
definovana vztahem

Sm(n) = max{sp(w) | w e £"}.

Definice 2.2 (prostorova slozitost nedeterministického TM)

Definice prostorove slozitosti uplného nedeterministického
Turingova stroje se lisi jen tim, Ze sy((w) oznacuje maximalni pocet
policek pasky, které stroj M cte pfi néjakém vypoctu na vstupu w.
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Priklad

M = ({qO) Q1 9 Qacm Qrej}, {07 1}7 {07 1) [>7 I—'}a |>7 Ua 67 q07 Qacm Qrej)

5| o 0 1 N

qO (qO7I>7R) (q0707 R) (q1717R) (qaCC~)_7_)
a1 (Qrep_a_) (Q1, 1’R) (qaCC)_a_)
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komprese prostoru

Pro kazdy deterministicky uplny TM M a pro kazdé m > 1 Ize
zkonstruovat deterministicky dplny TM M’ tak, Ze L(M) = L(M') a

Sa(n) = [SMT(H)] +n+2.

Dukaz:

ProtoZe prostor Ize komprimovat, pouzivame asymptotickou notaci.
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prostorové slozitostni tridy problému

prostorova slozitost problému = nejmensi prostorova slozitost,
s jakou Ize dany problém rozhodnout

Definice 2.3 (prostorové slozitostni tfidy probléma)

Kazda funkce f : N — R definuje prostorové slozitostni tifidy
problému:

SPACE(f(n)) = {L | L je rozhodovany néjakym det. TM M
s prostorovou sloZitosti Sy(n) = O(f(n))}

NSPACE(f(n)) = {L | L je rozhodovany néjakym nedet. TM N
s prostorovou sloZitosti Syr(n) = O(f(n))}
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SAT € SPACE(n)

SAT = {{¢) | ¢ je splnitelné vyrokové formule}

SAT muze byt rozhodovan deterministickym tfipaskovym TM M:
m na 2. pasku postupné zapisujeme vSechna ohodnoceni
proménnych
m na 3. pasce pro dané ohodnoceni ovéfime, zda splnuje ¢
m akceptujeme, pokud narazime na splfujici ohodnoceni
m zamitneme, pokud zadné ohodnoceni neni splnujici

Prostor Ize pouzit opakované.

IB107 Vycislitelnost a slozitost: dalsi NP-Upiné problémy, prostorova slozitost, vztahy slozitostnich tfid 14/20



determinismus a nedeterminismus, ¢as a prostor

Pro kaZdou funkci f : N — R{ plati:
TIME(f(n)) € NTIME(f(n))
SPACE(f(n)) C NSPACE(f(n))
TIME(f(n)) C SPACE(f(n))
NTIME(f(n)) € NSPACE(f(n))
SPACE(f(n)) € Uken TIME(K'(™)

B NSPACE(f(n)) € Uken NTIME(K"(™)

Dukaz:
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Savitchova véta

Véta 2.6 (Savitchova véta)
Pro kaZdou funkci f : N — R{ splriujici f(n) > n plati:

NSPACE(f(n)) C SPACE(f2(n))

Standardni prevod nedet. TM na deterministicky nefunguje:
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Savitchova véta

Dukaz: Necht A je nedet. TM s prostorovou sloZitosti f(n). Stroj
upravime tak, aby pred akceptovanim smazal pasku a posunul
hlavu zcela vlevo. Ma tedy jen jednu akceptujici konfiguraci Cacc.
Vypodet stroje ma maximainé k’(") kroki.

Ekvivalentni deterministicky stroj M implementuje proceduru
comp(cy, ¢, t), ktera akceptuje, pokud Ize ve stroji N béhem
nejvyse t kroku prejit z konfigurace ¢y do ¢y, jinak zamita. Je-li ¢,
inicialni konfigurace stroje A/ pro w, stacéi tedy spustit

comp(Cw, Cace, k'M).

comp(cy, Cy, t) Ize implementovat rekurzivné:
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Savitchova véta

Algoritmus pro comp(cy, ¢o. 1):

t = 1: Otestujeme, zda plati ¢; = ¢, nebo ¢; W Co.

Pokud plati, akceptujeme, jinak zamitneme.

t > 1: Pro kazdou konfiguraci ¢’ stroje N vyuZzivajici nejvyse
f(n) policek
m spustime comp(cy, ¢/, [5]) a comp(c’, ¢z, | 5 ),
m pokud oboji akceptuje, akceptujeme.

Pokud zadné ¢’ nevedlo k akceptovani, zamitneme.

Prostorova slozitost:
m comp potrebuje prostor na ¢y, ¢p, ¢’ a t (a néco konstantniho):
m hloubka rekurzivniho volani:
m celkem: |
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polynomialni prostorové slozitostni tridy

PSPACE = (_J SPACE(n¥) NPSPACE = || NSPACE(n*)
keN keN

PSPACE = NPSPACE

Dukaz: Plyne pfimo z definice (C) a ze Savitchovy véty (D). |
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vztahy prostorovych a ¢asovych tfid

P C NP C NPSPACE = PSPACE C EXPTIME C NEXPTIME
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