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2. [3 body] UvaZme mnozinovou operaci ", ktera pro libovolné mnoziny A, B C N vraci mnozinu
AdB={z+y|z € Aye B}

Dokazte nebo vyvratte nasledujici implikace.

(a) A je rekurzivni = A*H A je rekurzivni

(b) A je rekurzivné spocetna = A" A je rekurzivné spocetna

Bonus [2 body]: Za dukaz ¢ vyvraceni kazdé z nasledujicich implikaci muzZete ziskat dalsi bod.

(¢) A je rekurzivni <= AY4 A je rekurzivni

(d) A je rekurzivné spocetna <= A K A je rekurzivné spocetna

(a) Implikace plati. Pro dané z € N rozhodujeme 2 é APYH A intuitivné tak, Ze z postupné rozloZzime
na v8echny dvojice x,y spliujici z = z 4+ y a pokud pro néjakou takovou dvojici plati z,y € A,
pak z € A A. V opatném piipadé z ¢ ArH A.

Predpokladejme tedy, Ze A je rekurzivni a jeji charakteristickd funkce x 4 je tudiz totalné vycisli-
telna. Pak je i mnozina A Y4 A rekurzivni, protoZe jeji charakteristickou funkci x 41 4 1ze pocitat
nésledujicim programem.

begin
z =0
Y =71 — T
r:=0;
while =z < z; do begin
if (xa(z) =1 A xa(y) =1) then r :=1;
T:=x+1;
Yyi=xr1 —x
end;
xIr1 =T
end

(b) Implikace plati. VyuZijeme fakt, Ze mnozina je r.e., pravé kdyz je oborem hodnot né&jaké vycis-
litelné funkce. Necht A je r.e. a f : N — N je vy¢islitelna funkce spliwjici range(f) = A. Pak
A4 A je taktéz r.e., nebot je oborem hodnot vyéislitelné funkce g poéitané timto programem:

begin

Zjevneé plati range(A) C A A, jelikoz vSechny vystupy programu jsou tvaru x + y, kde z,y €
range(f) = A. Zbyva dokazat range(A) O AYd A. Uvazme libovolny prvek z € A4 A. Pak
z = x + y pro vhodné z,y € A = range(f). Tedy z = f(a) + f(b) pro vhodné a,b € N. S
vyuzitim parujici funkce 7 snadno ziskame 7(a,b), pro které plati g(7(a,b)) = f(m(7(a,b))) +
f(ma(7(a,b))) = f(a) + f(b) = z, a proto z € range(g). Celkem dostavame range(g) = AL A.

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.
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(c¢) Implikace neplati. Protipiiklad snadno zkonstruujeme s vyuzitim operace @ definované pro li-
bovolné A, B C N na cvic¢enich v prikladu 4.2:

A®B={2a|ac A}U{2b+1]|be B}.

Na cvic¢enich jsme dokézali, ze A @& B je rekurzivni pravé tehdy, kdyz A i B jsou rekurzivni.
Jelikoz K neni rekurzivni, tak ani mnozina N@ K neni rekurzivni. Dale vime, Ze pridani kone¢né
mnoha prvka do mnoziny nema vliv jeji (ne)rekurzivitu. Proto ani mnozina A = (N& K)U {1}
neni rekurzivni. Tato mnozina pfitom obsahuje vSechna sudé ¢isla véetné 0 a také ¢islo 1. Tedy
A A =N, coz je rekurzivni mnozina.

(d) Ani tato implikace neplati. Na cvi¢enich jsme totiz také dokazali, ze A @ B je r.e. pravé tehdy,
kdyz A i B jsou r.e. Jelikoz K nenfi r.e., tak ani mnozina N @ K neni r.e. Déle vime, Ze piidani
kone¢né mnoha prvki do mnoziny nema vliv na to, zda mnozina je ¢i neni rekurzivné spocetna.
Proto ani mnozina A = (N&® K)U{1} neni r.e. Tato mnoZina p¥itom obsahuje viechna sud4 &isla
véetné 0 a také ¢islo 1. Tedy A A = N, coz je r.e. mnozina. Dodejme, Ze zde zkonstruované
mnozina A by §la pouzit jako protipfiklad i pro predchozi implikaci.

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.



