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Oblast strojovée smimanijch informaci. Své uco a c¢islo listu vypliite co e

Zleva dle vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahugte. o B Lf] E 3 L] 5 E -] H 9

1. [3 body] Rekneme, Ze vyrokova formule ¢ v konjunktivni normalni formé (CNF) je napiil
splnitelnd, prave kdyz existuje valuace spliujici pfesné [ 5 | klauzuli formule ¢, kde n je pocet klauzuli
této formule.

Uvazme problém rozhodnout, zda je dané vyrokova formule v CNF napiil splnitelné, tedy problém

HALFSAT = {{p) | ¢ je formule v CNF, ktera je napil splnitelna}.

Dokazte, ze HALFSAT je NP-tuplny.

Prislusnost do NP. Problém HALFSAT je rozhodovan napf¥. nedeterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje nasledovné: stroj nejprve deterministicky ovéii, zda vstup je kédem né&jaké
vyrokové formule ¢ v CNF (to lze jisté ucinit v polynomialnim ¢ase). Pokud tomu tak neni, ihned
zamitne. V opa¢ném piipadé nedeterministicky vybere néjakou valuaci proménnych z ¢ a vyhodnoti,
zda tato valuace spliiuje pravé [5] klauzuli, kde n je pocet klauzuli ve formuli . Pokud ano,
stroj akceptuje, jinak zamitd. VSechny uvedené operace lze na Turingové stroji implementovat v
polynomiélnim case, tedy uvedeny stroj ma polynomialni ¢asovou slozitost. Je zjevné, Ze tento
Turingtv stroj akceptuje pravé HALFSAT.

NP-tézkost. Ukazeme, ze 3SAT <, HALFSAT, kde 3SAT je znamy NP-tézky problém. Uvazme
funkci f definovanou vztahem

(=(y A 2)) pokud x neni kodem formule v 3CNF,

fz) =
(" pokud = = (¢) a ¢ je formule v 3CNF s klauzulemi ¢;, ca, . .., cp,

kde o' = NN N Nz Aza AL A 2y, e formule s 2n klauzulemi, kazda klauzule ¢ je tvaru
¢, =ciVz1VzaV. . Vzp a2y, 22, . . . 2y jsou Cerstvé vyrokové proménné. Funkce f je totalné vycislitelna
deterministickym strojem s polynomiélni ¢asovou slozitosti, ktery funguje nasledovné. Stroj nejprve
zkontroluje, zda vstup je kodem formule v 3CNF. Pokud neni, zapiSe na pasku (—=(y A z)). Pokud je,
prida do kazdé jeji klauzule literdly z1, ..., z, a dale k formuli pfida dalsich n klauzuli z; A ... A 2,
a na vystup da vyslednou zakédovanou formuli.

Zbyva ukazat, ze © € 3SAT <= f(xr) € HALFSAT. Tato ekvivalence zfejmé plati pro x, ktera
nejsou kody vyrokovych formuli v 3CNF, protoze pak = € 3SAT a f(x) = (—~(yAz)) € HALFSAT,
nebot —(y A z) neni formule v CNF. Ve zbytku dikazu tedy predpokladejme, ze = = (p), kde ¢ je

vyrokova formule v 3CNF s klauzulemi ¢y, ¢a, .. ., ¢y.
“=—" Necht (p) € 3SAT, tedy existuje valuace v spliiujici . Jinymi slovy, v8echny klauzule ¢y, ..., ¢,
jsou pravdivé ve valuaci v. Nyni uvazme valuaci v/, ktera se na proménnych z ¢ chova stejné
jako v a proménné zi,. .., z, zobrazi na false. Ve valuaci v/ jsou pravdivé klauzule ¢}, ..., c,
a naopak nejsou pravdivé klauzule 21, ..., z,. Celkem je tedy valuaci v/ splnéno pravé n = [27”1

z 2n klauzuli formule ¢’ a proto f({y)) = (¢') € HALFSAT

“«<=" Necht f((¢)) = (¢') € HALFSAT, tedy existuje valuace v splimjici pravé n klazuli z ¢’. Tato
valuace musi zobrazovat vSechny proménné z1, ..., z, na false, protoze kazdy literal z; je v n+1
klazulich a tudiz zobrazeni, které by néjaké z; zobrazilo na true, by splnilo vice nez n klauzuli.
Zobrazeni v tedy nespliuje klauzule z1,. .., z, a tudiz musi splnit klauzule ¢}, ..., c,. Jelikoz

kazda klazule c; ma tvar ¢; V 21V 29 V...V 2z, musi v splnit i vSechny klauzule ¢; z ¢ a tato
formule v 3CNF je tedy splnitelné. Proto (p) € 3SAT.

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.



