IB107 kol 3, priklad 2 Odevzdani: 8. 12. 2023, 23:59
Jméno: NadSeny Ponik UCO: 1234567
goo 1 . | . 12345k 1.,
Oblast strojovée smimanijch informaci. Své uco a c¢islo listu vypliite co e

Zleva dle vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahugte. o B Lf] E 3 L] 5 E -] H 9

2. [3 body] UvaZujme koneéné orientované grafy, jejichz hrany jsou ohodnocené nezapornymi
celymi ¢isly. Problém jednoduché cesty dané délky je problém rozhodnout, zda v takovém grafu
existuje jednoduché cesta (tj. cesta, ktera kazdy vrchol navstivi nejvyse jednou) z daného vrcholu s
do daného vrcholu ¢, jejiz délka (mysleno soucet ohodnoceni hran na cesté) je pravé dana hodnota k.
Tento problém ztotoZnime s mnozinou

JCDD = {(G, s,t, k) | G je graf, ve kterém existuje jednoducha cesta z s do t délky k}.
Dokazte, ze JCDD je NP-uplny.

Ptislusnost do NP. Problém JCDD je rozhodovan nedeterministickym Turingovym strojem, ktery
pracuje nasledovné. Stroj nejprve deterministicky ovéri, zda vstup je kodem néjaké Ctverice G, s, t, k,
kde G je orientovany graf, s,t jsou jeho vrcholy, a k je nezdporné &islo mensi nebo rovno souctu
ohodnoceni vSech hran v G. Pokud tomu tak neni, ihned zamitne. V opa¢ném piipadé nedetermi-
nisticky vybere sekvenci nejvyse n — 1 hran, kde n je pocet vrcholi G, a ovéfi, ze tyto vrcholy tvori
jednoduchou cestu z s do t délky k. Pokud ano, stroj akceptuje, jinak zamita. VSechny uvedené kroky
1ze na Turingové stroji implementovat v polynomialnim case, tedy uvedeny stroj mé polynomialni
Casovou slozitost. Je zjevné, Ze tento Turingtv stroj akceptuje pravé JCDD.

NP-tézkost. Ukazeme, ze SUBSET-SUM <,, JCDD, kde SUBSET-SUM je NP-tplny problém roz-
hodnout, zda pro danou kone¢nou multimnozinu S obsahujici pfirozené &isla existuje multimnozina
Y C S, jejiz soucet je dané pfirozené Cislo o.

SUBSET-SUM = {(S,0) | S ={z1,...,xm} a pro néjaké {yi,...,y,} C S plati X" y; = o}.

Uvazme funkci f definovanou vztahem

1) (@—2>@ ,8,t,1)  pokud x neni ofekdvaného tvaru (S, o),
xTr) =
(G, v0,Vm,0) pokud x = (S,0) a S = {z1,..., 2},

x X
ST
m 0

Funkce f je zjevné totalné vydislitelna deterministickym strojem s polynomialni ¢asovou slozitosti.
Zbyva ukazat, ze x € SUBSET-SUM <— f(x) € JCDD.

“—" Pokud z € SUBSET-SUM, pak x = (S, 0), kde S = {x1,..., 2y} aexistuje Y = {y1,...,yn} C
S spliwjici £, y; = 0. V generovaném grafu G uvazme cestu z vg do vy, takovou, Ze pro kazdé

kde G je nasledujici graf:

I

(v1)

1 < i < m vyuzZijeme hranu v;_1 LI v; pokud x; € Y a hrany v;_1 BN Us; BN v; jinak. Tim
dostavame jednoduchou cestu z vy do vy, délky o. Tedy f(z) = (G, vo, Vm,0) € JCDD.

“<=" Necht f(z) € JCDD. Z definice f je jasné, ze x = (S,0) a f(x) = (G,vo,vm,0). Uvazme
jednoduchou cestu v grafu G z vy do v, délky o. Multimnozinu Y zkonstruujeme tak, aby
obsahovala pravé vsechna x; > 0 takova, Ze hrana v;_1 LT v; leZi na této cesté. Z konstrukce
plyne, ze Y C S a soucet vSech prvka v Y je pravé o. Tedy x = (S,0) € SUBSET-SUM.

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.



