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2. [2,5 bodu] Pro libovolné mnoziny X,Y C N definujme mnozinu
XeoY ={i|dom(p;)NX #0adom(p;)NY #0}.

Tj. X e Y obsahuje pravé indexy téch funkci, které jsou definoviany alespon na jednom prvku
mnoziny X a alespon na jednom prvku mnoziny Y. Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici
tvrzeni:

1. Pokud X a Y jsou rekurzivni, pak i X ¢ Y je rekurzivni.

2. Pokud X a Y jsou rekurzivné spocetné, pak i X e Y je rekurzivné spocetné.

Tvrzeni (1.) neplati. Jako protiptiklad uvazme situaci kdy X = Y = N. Zfejmé pak X i Y je
rekurzivni. Navic

X oY ={i| dom(p:) NN # 0} = {i [ dom(sp;) # 0}.

(Druhé rovnost plyne z toho, Ze z definice vy¢islitelné funkce je dom(p;) C N.)
Sta¢i nyni ukazat, ze mnozina A = {i | dom(p;) # 0} = X Y neni rekurzivni. UkaZeme to
pomoci 1. Riceovy véty. Potfebujeme ovérit, ze A spliwje jeji predpoklady:

e A # (), nebot A obsahuje index identity na pfirozenych ¢islech (coz je ziejmé vydcislitelna
funkce).

e A # N, nebot A neobsahuje index prazdné funkce (prazdna funkce je vy¢islitelna, nebot je
pocitana programem, ktery se schvalné zacykli na kazdém vstupu.)

e A respektuje funkce: Pokud ¢; = ¢ ai € A, pak dom(yp;) = dom(p;) # 0, tedy rovnéz j € A.

Dle 1. Riceovy véty tedy A neni rekurzivni.

Tvrzeni 2 plati. Necht X,Y jsou libovolné rekurzivné spocetné mnoziny. Existuji tedy indexy a,b
takové, ze X = dom(p,) a Y = dom(pp). UkdZeme, Ze existuje index ¢ takovy, ze X ¢ Y = dom(¢.).

Uvazme néasledujici program P, ktery vyuziva projekce m a my a funkci step counter (Sc) z
prednasky (odtamtud téz vime, Ze vSechny tyto funkce jsou totalné vyécislitelné):

begin
1:=0;
while Sc(a, w1 (i), m2(i)) #1 V Sc(z1,m1(3), m2(i)) # 1 do
begin i :=i7+ 1 end
1:=0;
while Sc(b, 71 (i), m2(i)) #1 V Sc(xy,m(i),m2(i)) # 1 do
begin ¢ :=7+ 1 end
end

(Hodnoty a a b jsou konstanty inicializované vyse.) DokaZeme, Zze P zastavi pravé pro vstupy z X eY’.
Predpokladejme, Ze programu P dame na vstup n&jaky prvek e mnoziny X ¢Y (tj. inicializujeme
x1 na e a ostatni proménné na 0). Z definice mnoziny X e Y existuji z € X a y € Y takova, ze

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.



IB107 kol 2, piiklad 2 Odevzdani: 3. 12. 2020 23:59
Jmeéno: Eligka Kutnohorska UCO: 1234567
goo1r . 2 . I2d456BT1..
Oblast strojovée smimanijch informaci. Své uco a c¢islo listu vypliite co e

Zleva dle vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahugte. o B Lf] E 3 L] 5 E -] H 9

x,y € dom(pe). Protoze x € X, pak program P, zastavi na vstupu z, tj. existuje pocet kroku s
takovy, ze Sc(a,x,s) = 1. Protoze x € dom(p.), pak program P, zastavi na vstupu z, tj. existuje
pocet kroki s’ takovy, ze Sc(e,x,s’) = 1. Polozme, t = max{s,s'}. Pak pro i = 7(x,t) (zde T
je parujici funkce z prednéasky) plati Sc(a,m1(i),m2(i)) = 1 A Sc(e,m (i), m2(i)) = 1. Protoze e
je ulozeno v proménné z;, dostavame, Ze prvni while-cyklus skonéi po nejvyse 7(z,t) iteracich.
Symetricky se da argumentovat (s vyuzitim y € Y a y € dom(p.)), Ze skonéi i druhy while-cyklus
a tedy i cely program.

Nyni predpokladejme, Ze programu P dame na vstup &islo e ¢ X o Y. Pak bud X Ndom(pe) = 0
nebo Y N dom(pe) = 0. Predpokladejme, Ze nastala prvni moznost, ditkaz pro druhou moznost je
symetricky. Ukazeme, Ze prvni while-cyklus nikdy neskonéi. Aby né&jaké konkrétni i porusilo pod-
minku cyklu, musi byt zejména Sc(a, (i), 72(i)) = 1 a tedy musi byt m1(i) € dom(p,) = X. Pak
ale z naseho predpokladu plyne 71 (i) € dom(pe) a tedy Sc(e, m1(i),€) # 1 pro kazdé ¢, zejména pro
¢ = my(i). Tedy podminka cyklu vzdy plati a cyklus neskonéi.

Ukézali jsme, ze P (bran jako program pfijimajici jeden vstup) zastavi pravé tehdy, kdyz na
vstup dostane prvek X e Y. Pokud tedy c¢ je index programu P, pak X ¢ Y = dom(p.), tedy X ¢ Y
je rekurzivné spocetna.
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