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1. [2,5 bodu] Necht ¢ je vyrokova formule v 3cnf. Rekneme, Ze ¢ je témér splnitelnd, pokud
existuje takova valuace proménnych, ve které jsou pravdivé bud v8echny klauzule formule ¢, nebo
vSechny klauzule az na jednu. Formalné, pokud o = Cy A ... A Cy, kde C1, ..., Cy jsou klauzule se
tfemi literaly, pak ¢ je témér splnitelnd pokud je splnitelna nebo pokud existuje valuace v a ¢islo
1 < j < k takové, ze v(C;) = false a v(Cy) = true pro vSechna 1 < ¢ <k, { # j. (Pozn.: nebo je zde
ve vyznamu klasického ,or“. Tedy formule ktera je splnitelné a zdroveri mé prifazeni, které spliuje
viechny klauzule az na jednu, je rovnéZz témét splnitelné. Nejde o ,,xor*.)
Uvazme nyni{ problém

ALMOST-SAT = {{p) | ¢ je vyrokova formule v 3cnf a ¢ je témér splnitelna}.
Dokazte, ze ALMOST-SAT je NP-tuplny.

Priislusnost do NP. Problém ALMOST-SAT je rozhodovan napf. nedeterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje nasledovné: stroj nejprve deterministicky ovéii, zda vstup je kédem néjaké
formule ¢ v 3enf (to lze jisté u€init v polynomialnim ¢ase). Pokud tomu tak neni, ihned zamitne.
V opa¢ném piipadé nedeterministicky uhadne pravdivostni pfifazeni proménnym ve ¢ (linearni cas
vzhledem k poc¢tu proménnych, tedy i vzhledem k velikosti formule). Nasledné deterministicky spo-
¢ita, kolik klauzuli je timto pfifazenim splnéno. To lze opét provést v polynomidlnim ¢ase vzhledem
k velikosti formule, nebot sta¢i pro kazdou klauzuli zkontrolovat, zda alespon jeden jeji literal se
vyhodnoti na true, a pokud ano, inkrementovat c¢ita¢ splnénych klauzuli. Pokud vysledny pocet
splnénych klauzuli je alesponn m — 1, kde m je pocet klauzuli ve ¢, stroj akceptuje, jinak zamitne.
Vsechny uvedené operace lze na Turingové stroji implementovat v polynomialnim ¢ase, tedy uvedeny
stroj ma polynomialni ¢asovou slozitost.

NP-tézkost. UkdzZeme, Ze 3-SAT <, ALMOST-SAT. Uvazme funkci f, kterd je pro vstupni retézec
w definovana takto: pokud w neni kédem formule v 3enf, pak f(w) = w. V opa¢ném piipadé miuzeme
psat w = () a polozit f(w) = (@A (xVazVa)A(-xV-zV-x)), kde x je proménna nevyskytujici
se ve . Funkce f je vycislitelna deterministickym strojem s polynomialni ¢asovou slozitosti: stroj
nejprve zkontroluje, zda vstup je kédem formule, a pokud ano, vygeneruje néjaké jméno proménné
x, kterd se nevyskytuje ve ¢ (jisté lze vykonat v polynomialnim ¢ase pfimocarym projitim formule
©), pripiSe za ¢ vySe uvedené dvé klauzule a vyslednou formuli zakoduje.

Zbyva ukéazat, ze w € 3-SAT < f(w) € ALMOST-SAT. Tato ekvivalence ziejmé plati pro w,
ktera nejsou kody 3enf formuli. Ve zbytku ditkazu tedy predpokladejme, Ze w = (), kde ¢ je formule
v 3cnf.

“=” Necht (p) € 3-SAT. Pak existuje pfifazeni v proménnym ve ¢ takové, Ze v(p) = true. Rozsifme
v o néjaké prifazeni hodnoty proménné z; tato hodnota muze byt libovolna, pro urcitost
poloZzme x rovno true. Toto rozsifené prifazeni stale spliiuje vSechny klauzule ve ¢ a navic
spliiuje klauzuli (z V2 V x). Tedy formule ¢ A (x Vz V) A (-2 V =z V =) je téméF splnitelna
a proto f({p)) € ALMOST-SAT.

“<” Necht f({¢)) € ALMOST-SAT, tj. formule p A (xVzVx)A(—zV -2V -z) je témét splnitelna,
tj. existuje pfifazeni u, které splni v8echny klauzule této formule az na jednu. VSimnéme si,
ze posledni dvé klauzule této formule nemohou byt splnény zaroven: pokud jedna je true, pak
druh& musi byt false a naopak. Tedy ona jedna klauzule nesplnéna prifazenim g musi byt
jednou z téchto poslednich dvou klauzuli. Zejména g spliiuje vSechny klauzule ve ¢ a tedy
i celou formuli . Dostavame (p) € 3-SAT.

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.



