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2. [2,5 bodu] Necht A je deterministicky kone¢ny automat (DFA) se vstupni abecedou ¥ (pfi-
pomenme, Ze ¥ je dana jakoZto soucast n-tice popisujici A). Rekneme, Ze A je znakove univerzdalni
pokud existuje slovo w € ¥* spliujici tyto 3 podminky:

e w je akceptovano automatem A
e délka w je mensi nebo rovna pocétu stavii automatu A

e kazdy znak abecedy X se ve w vyskytuje alespoii jednou (formalné, s vyuZitim znaceni

z FJA/Automati: Va € X @ #,(w) > 1).

Dokazte, Ze problém

CHAR-UNIV = {(A) | A je znakové univerzalni DFA ¥}
je NP-uplny.

Piislusnost do NP. Problém CHAR-UNIVje rozhodovan napt. nedeterministickym Turingovym
strojem, ktery pracuje nasledovné. Stroj nejprve deterministicky ovéii, zda vstup je kdédem né&jakého
DFA A (to lze jisté ucinit v polynomialnim ¢ase). Pokud tomu tak neni, ihned zamitne. V opa¢ném
pfipadé uhadne néjaké slovo w délky nejvyse n (kde n je pocet stavii automatu A) nad abecedou
> automatu A. Nésledné deterministicky ovéfi, zda w obsahuje kazdé pismeno abecedy 3. Pokud
tomu tak neni, stroj ihned zamitne. V opa¢ném piipadé stroj deterministicky odsimuluje vypocet A
nad w a ové¥i, Ze tento vypocet konci v akceptujicim stavu (pokud ano, pak stroj akceptuje, jinak
zamitne). VSechny uvedené vypocty jsou proveditelné nedeterministickycm Turingovym strojem,
ktery bézi v polynomialnim cCase.

NP-tézkost. Ukazeme, ze 3-SAT <, CHAR-UNIV.
Redukci f definujeme jako

Fw) { (Ap) pokud w neni kédem vyrokové formule v 3cnf,
w) =

(Ap)  pokud w je kodem vyrokové formule ¢ v 3enf,

kde Ay je né&jaky fixni DFA bez akceptujicich stavi a A, je DFA zkonstruovany v zavislosti na
vyrokové formuli ¢ v 3cnf nasledovné. Necht o = C1A...AC), (C4, ..., Cy, jsou klauzule ¢) a necht
¢ obsahuje vyrokové proménné 1, ..., x,. Automat A, = (Qy, Xy, 4y, qo, F,) konstruujeme takto:
e Do mnoziny stavii ), nejprve pridame stavy qo, g, g1, g2, - - -  gnt1. Dalsi stavy budeme do Q.
pridavat v pribéhu konstrukee.
e Polozime ¥, = {1,...,m,t, f}, tedy mame jeden znak pro kazdou klauzuli, ktery odpovida
¢islu klauzule, a dale pomocné znaky ¢ a f.
e Automat méa jediny koncovy stav F' = {qn+1}-
e Zbyva definovat piechodovou funkei. V nasledujicim budeme psat p — ¢ namisto do(p,a) =q
a tento zapis prechodi budeme pro vétsi prehlednost fetézit. Stavy qo,q) maji po jednom

prechodu: qq BN q i) q1. Pro kazdou vyrokovou proménnou x; provedeme nasledujici:
— Vypoéteme mnoziny pos(i) = {j | 1 < j < m a C; obsahuje literal x;} a neg(i) = {j |
1 < j < m a Cj obsahuje literal —z;}.
— Oznacme k = |pos(i)|. Pokud k = 0, pfidame piechod g; BN Git1-
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— Pokud k£ > 0, mtzeme psat pos(i) = {j1,...,jx}. Pfidame do Q, nové stavy php?, ... ,pf

a definujeme pfechody ¢; N pl1 AN p? B pf =LY gi+1. Tedy vytvorime v A, ,cestu

z q¢; do ¢; 41, pfi¢emz na této cesté A, ¢te symbol ¢ a nasledné symboly, které odpovidaji
klauzulim obsahujicim x;.

— Ozna¢me ¢ = |neg(i)|. Pokud ¢ = 0, pfidame ptechod g; EN Git1-

— Pokud ¢ > 0, mtZzeme psat neg(i) = {j1,...,je}. Pfidame do Q, nové stavy s;,s

PRI
a definujeme prechody g; i> s} EAN 5% EEO g sf 2 gi+1- Tedy vytvorime v A, ,cestu”

z q; do gj4+1, pfiCemz na této cesté A, ¢te symbol f a nasledné symboly, které odpovidaji
klauzulim obsahujicim —x;.
Snadno lze ovéfit, ze vySe uvedena konstrukce skutecné vytvori DFA. Navic snadno vytvoiime pro-
gram s polynomialni ¢asovou slozitosti (O(m-n)), ktery ji provadi, a tento program lze implementovat
deterministickym Turingovym strojem s polynomialni ¢asovou slozitosti.

Zbyva tedy ukazat, 7e w € 3-SAT <= f(w) € CHAR-UNIV. Tato ekvivalence ziejmé plati
pro w, kterd nejsou kody 3cnf formuli. Ve zbytku dikazu tedy predpokladejme, ze w = (p), kde
@ je formule v 3cnf. Pred samotnym dilkazem ucinme nasledujici pozorovéani: slova akceptovana
automatem A, jsou pravé slova tvaru tfyiuy - - ynun,, kde y; € {t, f} a kde slozeni podslov u; je
dano tim, zda y; = ¢ ¢ y; = f. V prvnim piipadé je u; tvofeno pravé znaky z pos(i), ve druhém
pripadé je u; tvoreno pravé znaky z neg(i). (Vsimnéme si, Ze u; mohou byt prazdna.) Navic ziejmé
kazdé slovo akceptované timto automatem mé délku mensi, nez je pocet stavii tohoto automatu.

2 l
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“=” Necht w = (p) € 3-SAT. Pak existuje pfifazeni v proménnym ve ¢ takové, ze v(p) = true.
Uvazme slovo u = tfyju; - - ypu, takové, ze y; = t pokud v(x;) = true a y; = f pokud
v(z;) = false. Podslova ui, ..., u, jsou dana pfedpisem vyse. ProtoZe v je spliiujici pfifazeni,
kazda klauzule C; obsahuje literdl vyhodnoceny na true. Pokud je tento literal tvaru z; pro
néjaké i, pak j € pos(i). Zaroven v(x;) = true a tedy u; (a tudiz i u) obsahuje v8echny znaky
z pos(i), véetné j. Podobné pokud je splnény literal v C; tvaru —z; pro néjaké i, pak j € neg(i)
a zarovel v(x;) = false, tedy u; (a u) obsahuji j. ProtoZe C; bylo zvoleno libovolng, dostéavame
7e u obsahuje vSechna 1 < j < m. Zfejmé téZ u obsahuje t a f a je akceptovano automatem
Ag. Tedy f(w) = (A,) € CHAR-UNIV.

“<" Necht u je slovo akceptované automatem A, které obsahuje kazdy znak abecedy alespoi
jednou. Z vyse uvedeného plyne, 7e u = tfyjus - - ypu, kde y; € {t, f}. Uvazme pfifazeni
v takové, 7e pro 1 < i < n je v(x;) = true pokud y; = t, jinak v(z;) = false. UkadZzeme,
ze v(p) = true. Necht C; je libovolna klauzule . Vime, ze znak j se vyskytuje nékde v u.
Existuje tedy 1 <7 < n takové, Ze u; obsahuje j. Pokud y; = t, pak u; obsahuje pravé znaky
z pos(i) a tedy z; € Cj; zarovei z definice v je v(x;) = true, tedy Cj je splnéna. Podobné
pokud y; = f, pak u; obsahuje pravé znaky z neg(i) a tedy —x; € Cj; zaroven z definice v je
v(x;) = false a tedy v(—x;) = true. I v tomto piipadé je tedy Cj; je splnéna. Jelikoz v splituje
v8echny klauzule z ¢, je ¢ splnitelna a w = (p) € 3-SAT.
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