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Oblast strojovée smimanijch informaci. Své uco a c¢islo listu vypliite co e
Zleva dle vzoru cislic. Jinak do této oblasti nezasahugte. o B Lf] E 3 L] 5 E -] H 9

2. [3 body] Omezenou soustavou rovnic nazveme soustavu linearnich rovnic tvaru

anrr + aipry + ... 4+ ammr, = b

a21r1 + agxre + ... + agpTp, = b

Am1T1 + amaras + ... + ampTn = bny
kde m,n > 0 a vSechny linearni koeficienty a11, a12, . . . , Gmy @ absolutni ¢leny by, bo, . . ., by, jsou nezé-
porné cela ¢isla. Uvazme problém rozhodnout, zda ma omezené soustava rovnic feSeni x1, xs2, ..., T, €

{0,1}, tedy problém
OSR = {(S) | S je omezena soustava rovnic, ktera ma feseni vyuzivajici pouze hodnot {0,1}}.

Dokazte, ze problém OSR je NP-tézky. (K dikazu miZete vyuZit znalost NP-uplnijch problémi z pred-
ndsky. Pokud budete chtit vyuzit NP-tézkost néjakého jiného problému, tak ji také dokazte.)

V diikazu ukézeme, ze NP-iplny problém
VERTEX-COVER = {(G, k) | G je graf s vrcholovymm pokrytim obsahujicim pravé k vrcholi}

lze polynomialné zredukovat na OSR, z ¢ehoz ihned plyne, ze OSR je NP-tézky.
Redukci VERTEX-COVER <,, OSR lze realizovat napiiklad redukéni funkei f popsanou vztahem

(0x = 1) pokud z neni tvaru (G, k), kde G je neorientovany graf a k € N,
fz) =
(S) pokud z = (G, k) pro néjaky neorientovany graf G a k € N,

kde S je omezena soustava rovnic definovana nasledovné. Predpokladejme, Ze G méa n vrcholi a m

hran. Vrcholim pfifadime proménné x1, ..., x, a hranam proménné yi, ..., Y. Proménna x; znaci,
zda je i-ty vrchol ve vrcholovém pokryti. Soustava bude mit m + 1 rovnic. Intuitivn{ vyznam prvni
rovnice

T1+2x9+...+x, =k

je, ze pokryti méa obsahovat pravé k vrcholt. Dale bude soustava obsahovat jednu rovnici pro kazdou
z m hran. Pokud [-t4 hrana spojuje i-ty a j-ty vrchol, pak odpovidajici rovnice

Ti + T +y =2

tika, ze alespon jeden z téchto vrcholu je v pokryti. Soustava obsahuje m + 1 rovnic, m + n pro-
ménnych a konstanty 0,1,2, k. Funkci f lze jisté pocitat deterministickym Turingovym strojem v
polynomiélnim ¢ase.

Zbyva dokazat ekvivalenci x € VERTEX-COVER <= f(x) € OSR. Pokud x neni tvaru (G, k),
kde G je neorientovany graf a k € N, vraci f(x) kod jednoduché soustavy, kterd nema feSeni. V
tomto pripadé ekvivalence plati, protoze x ¢ VERTEX-COVER a f(x) ¢ OSR. V dalsim budeme
predpokladat, 7e © = (G, k) pro n&jaky neorientovany graf G a k € N a tedy f(z) = (S).

“—” Necht G m4 vrcholové pokryti o k vrcholech. Reseni soustavy S odvodime nasledovng.

— Je-li i-ty vrchol grafu G v uvaZovaném prokryti, pak x; = 1, jinak x; = 0. Takové
ohodnoceni proménnych je zjevné feSenim rovnice x1 + x2 + ...+ x, = k.

. Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.
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— Pro l-tou hranu spojujici i-ty a j-ty vrchol grafu G polozime y; = 2 — (z; + ;). Jelikoz
uvazované vrcholové pokryti obsahuje alespon jeden z téchto vrcholi, plati 1 < z;+x; < 2
a proto 0 < gy < 1.

Snadno vidime, Ze toto ohodnoceni proménnych je vskutku feSenim soustavy S.

“«<=" Predpokladejme, ze S méa FeSeni x1,...,Zn, y1,...,Ym € {0,1} a uvazme mnozinu vrchold, pro
které ma odpovidajici proménnad hodnotu 1. Prvni rovnice fiké, Ze téchto vrcholu je prave k.
Rovnice pro kazdou hranu pak rika, Ze alespofi jeden z jejich vrcholid je v této mnoziné. Tedy
tato mnozina tvori vrcholové pokryti obsahujici pravé k vrchola.

Oblast strojové snimangjch informact, nezasahujte.



