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Jak se sbirkou pracovat

Sbirka je rozdélena do dvanécti kapitol, které odpovidaji tematickych celkim postupné
probiranym na prednaskach a cviceni. Kazda kapitola je rozdélena do podkapitol.

Pied cvic¢enim si ve shirce prolistujte piislusnou kapitolu. Pro uspésné slozeni odpovédniki
potiebujete zhlédnout prednasku a porozumét vsem castem kapitoly, které jsou oznaceny
svislou ¢arou po levém boku (jako tento odstavec). Pokud pro véas budou surové definice
tézko stravitelné, muze byt pro pochopeni jednodussi si precist i ,,omacku“ okolo, ktera neni
zvyraznéna, ale umoziuje pojmim pomoci piikladi 1épe porozumét.

Na cviceni se budete jesté pred implementa¢nimi tlohami zhruba 30 minut vénovat piik-
ladim ve sbirce, které jsou oznacené hvézdickou . V pripadé cviceni na logiku se budete
prikladim ze sbirky vénovat po celou dobu cviceni.

Doporucovany postup je po kratkém vysvétleni a rozmysleni problému fesit zvolené priklady
demonstracné, pripadné ve spolupréci se vSemi studenty kladenim vhodnych otazek. Na
samostatné reSeni prikladi nebude na cviceni prostor. U piikladi s vice pododrazkami je
rozsah procvi¢eni ponechan na zvazeni cvi¢icich.

Po cviceni muzete své znalosti latky ovérit feSsenim dalsich prikladi ze sbirky, pripadné
rozsitit a doplnit znalosti z prednasky proc¢itanim doprovodného textu. Podobny postup je
doporucen i pro samotnou piipravu na zkousku.

Priiklad. Ve shirce se nachazeji priklady dvou typu — ¢islované a necislované. Necislované
priklady jsou uvedeny vzdy v tuvodu k dané podkapitole a slouzi k demonstraci ¢i ilustraci
probiraného konceptu na konkrétni situaci. Cislované priklady jsou pak uvedeny za vodorov-
nou délici ¢arou a jsou urceny ke spoleénému feseni ve cviceni (jsou-li oznaceny hvézdickou
% ), piipadné k samostatnému vypracovani.

V zelenych rdmeccich naleznete feseni prikladii. U necislovanych prikladi se zobrazuji feSeni
vzdy, u ¢islovanych prikladi hledejte feSeni ve verzi shirky s klicem.

V modrych rdameccich jsou ve sbhirce vyobrazeny definice pojmui.
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1 Uvod do umélé inteligence, ReSeni problémi

Uvodni kapitola nabizi ¢tenafi sbirky prvni setkani s umélou inteligenci. Piedstavuje nejprve
Turingiiv test k urceni schopnosti stroje chovat se inteligentné a ptiklady k zamysleni nad
hranicemi a moznostmi oboru umélé inteligence jako takového (v této jediné ¢asti sbirky
jsou priklady ponechény bez feseni). Dalsi ¢ast pak prezentuje pojem problému a na fadé
prikladi ilustruje, jak muze volba vhodné datové struktury ¢i strategie k feSeni daného tkolu
ovlivnit samotnou moznost kol vytesit.

1.1 Umeéla inteligence a Turinguv test

V roce 1950 navrhnul Alan Turing tzv. Turingiv test (ktery puvodné sam nazval ,jimitacni
hrou®, viz puvodni Turinguv ¢lanek), jez si klade za cil ovérit schopnost stroje vykazovat
inteligentni chovani.

Alan Turing ve véku 16 let

Turing v ¢lanku nejprve uvadi, ze navrhuje uvazit otazku, zda stroje umi myslet. Jelikoz
vSak neni snadné definovat, co znamena ,myslet”, navrhuje nahradit tuto ponékud vagni
otazku jinou, a sice zda ,Lze sestrojit pocitac, ktery by byl schopen slozit Turingiiv test?

Definice 1: Turingiv test je navrzen jako hra tii hracd, z nichz jeden je stroj podrobeny
zkousce a ostatni dva jsou lidé. V zakladni varianté Turingova testu jsou do riznych mistnosti
umisténi A) testovany stroj, B) ¢lovek, C) rozhodéi. Rozhodéi muze komunikovat se zbylymi
dvéma formou textovych zprav a ma za tkol zjistit, ktery z nich je stroj a ktery je ¢lovek.
Stroj uspél v Turingové testu, nedokaze-li ho rozhod¢i spolehlivé rozeznat od ¢lovéka.

Slozeni Turingova testu pocitacem vyzaduje zvladnuti nékolika oblasti oboru. Pro porozuméni
zprav a jejich generovani je potieba zpracovdni prirozeného jazyka (NLP). Pro uchovani

udaji a vyvozovani zavéru je nutné ovladnout reprezentaci a vyvozovdni znalosti. V neposledni
fadé je potieba metod strojového ucent, které umoznuji ucit se a adaptovat se na zmény

vnéjsiho prostiedi.


https://academic.oup.com/mind/article/LIX/236/433/986238

Na druhou stranu neni pro slozeni testu nutné zvladnout obory jako robotickd manipulace ¢i
pocitacové vident, jelikoz veskera komunikace probiha vyhradné textovymi zpravami.

A —

testovany pocitac

] text

| | text — testujici osoba
—

¢lovek

Schéma usporadani Turingova testu

Priiklad 1.1.1. Definujte vlastnimi slovy nésledujici pojmy:
a) inteligence,

o

) uméla inteligence,

c) agent,

o,

) racionélnost,
e) logické usuzovani.
Naleznéte mozné namitky proti uvedenym definicim a zpresnéte je.
Piiklad 1.1.2. Jsou reflexy racionalni? Jsou inteligentni? Zdivodnéte.
Priklad 1.1.3. Do jaké miry jsou nasledujici poc¢itacové systémy piiklady umélé inteligence?
a) Ctecka ¢arovych kodi v supermarketu.
b) Internetové vyhledéavace.
c) Hlasové zadavani piikazu telefonu.
d) Sitové smérovaci algoritmy, které dynamicky reaguji na stav sité.
Priklad 1.1.4. Prectéte si puvodni ¢lanek Alana Turinga Computing Machinery and Intel-
ligence. Turing v sekci 6 ve ¢lanku rozebird rizné namitky vznesené vici Turingovu testu.

Které z namitek jsou stale platné? Napadnou vas nové namitky, které vzesly z pozdéjsiho
vyvoje v oboru?

Priklad 1.1.5. Upravime-li Evansuv program pro feseni problému s geometrickou analogii,
aby ziskal v standardnim IQ testu hodnotu 200, jednalo by se o program inteligentnéjsi nez
¢lovek? Vysvétlete.

Priklad 1.1.6. Alan Turing ve své praci predstavil seznam véci, které by stroje nemusely
nikdy umét: byt milé, byt napadité, byt krésné, byt pratelské, byt iniciativni, mit smysl
pro humor, rozeznat spravné od Spatného, délat chyby, zamilovat se, vychutnat si jahody se


https://academic.oup.com/mind/article/LIX/236/433/986238
https://academic.oup.com/mind/article/LIX/236/433/986238
https://dl.acm.org/doi/abs/10.1145/1464122.1464156

slehackou, okouzlit nékoho, poucit se ze zkuSenosti, pouzivat spravné slova, premyslet samy
o sobé, mit chovani rozmanité jako ¢loveék, provést néco skutecné nového. Kterych se jiz
podariilo dosdhnout? Které jsou v principu dosazitelné pocitacem? Které z nich jsou stéle
problematické, protoze vyzaduji védomé mentalni stavy?

Priklad 1.1.7. Argument ¢inského pokoje je myslenkovy experiment, ktery se snazi prokazat,
ze pocitace nemohou mit ,mysl“, ,chapani“ ¢i ,yédomi“, a to nezavisle na tom, jak inteligentni
chovani vykazuji. Nastudujte si o argumentu ¢inského pokoje vice. Znamena vyvraceni ar-
gumentu ¢inského pokoje, ze vhodné naprogramované pocitace mohou mit mentélni stavy?
Plyne z prijeti argumentu, ze pocitace mentéalni stavy mit nemohou?

1.2 Reseni problémi

V této sekei se poprvé setkdme s nékterymi problémy a tvodem do strategii, které lze uplat-
nit pri jejich feseni. K nékterym z nich se budeme v dalsich kapitolach vracet pri probirani
konkrétnich metod feseni problému (jako napiiklad heuristické prohledavéni).

Problémem rozumime zadani mnoziny konfiguraci (napf. pfirazeni ¢isel volnym polickim
sudoku), mezi nimiz hledame konfigurace, které spliuji konkrétni vlastnosti (napf. vlastnost,
ze je sudoku vyplnéno spravné). Alternativou k hledani konfiguraci spliujicich néjakou
vlastnost je hledani konfiguraci, které jsou v jistém smyslu ,nejlepsi‘. V takovém piipadé
hovorime o optimalizacnim problému. Co presné rozumime problémem, mize byt navic v
konkrétnim kontextu blize upresnéno.

Definice 2: Pii feSeni optimalizacniho problému je cilem nalézt mezi jeho konfiguracemi
takovou, ktera je mezi vSemi ostatnimi nejlepsi podle predem daného kritéria.

Planujeme-li si semestr tak, abychom ziskali co nejvice kreditii a zaroven nam zustalo co
nejvice volného casu na své konicky a kamarady, feSime optimalizacni problém. Naopak
snazime-li se nasklddat nédkup do lednicky tak, aby se dala zaviit, problém optimalizacni
nefesime, protoze jsme spokojeni s jakymkoliv feSenim, které nam umozni doviit dvere led-
nicky.

P1i TeSeni problémt hraje dilezitou roli poc¢et prohledévanych konfiguraci. Pfirozenou sna-
hou je tento pocet co nejvice zredukovat, ¢ehoz lze dosahnout vyuzitim znalosti o problému
a vhodnou volbou datové struktury.

Priklad. Uvazte problém n dam. V problému n dam je rozmistoviano n dam na Sachovnici
o rozméru n X n. ReSenim jsou takova rozmisténi (vSech dam), v nichz se zadna dvojice dam
neohrozuje na radku, ve sloupci ani diagonalné.

a) Spoctéte pocet ruznych konfiguraci problému, tj. pocet riznych rozmisténi dam na
Sachovnici.


https://en.wikipedia.org/wiki/Chinese_room

b)
c)

Navrhnéte datovou strukturu reprezentujici konfigurace problému.

Navrzenou datovou strukturu upravte tak, aby svym néavrhem omezovala pocet riznych
konfiguraci, ale ne pocet potencialnich feSeni. Vyjdéte z povahy problému a promitnéte
pozadavky na feSeni problému do navrhu datové struktury. Spocitejte novy pocet
konfiguraci.

Kazda dama miize byt umisténa na jednu z n x n = n? pozic. Pro n dam tedy celkovée

ziskime n? - ... - n® = n?" rozmisténi. Pro 8 dam mame 8' ~ 2,8 - 10'* konfiguraci.
—_—
n

Na reprezentaci soufadnic jedné damy lze pouzit dvojici (z,y). Konfiguraci pak
reprezentuje pole n takovych dvojic [(z1,41),- -, (Tn, Yn)]-

Jisté nelze umistit vice dam na jedno policko Sachovnice. Miizeme tedy predpokladat
unikatnost sou¢adnic a misto pole pouzit mnozinu souradnic {(z1,41),. .., (Tn, Yn)}-

2

Pocet konfiguraci v takovém pifpadé je n? - (n> —1)-...-(n? —n+1) = %

Konkrétné pro 8 dam je to 64 -63-...57 ~ 1,8 - 10'* konfiguraci.

V névrhu lze jit jesté dale. Z povahy problému vime, ze v kazdém sloupci bude
pravé jedna dama — jinak by v néjakém sloupci byly alespon dvé a ty by se vza-
jemné ohrozovaly. Damam v seznamu lze tedy postupné priradit x-ovou souradnici 1

azn: [(L,y1),...,(n,ys,)] a cely seznam zredukovat na seznam pouze y-ovych soufad-
nic: [y1,...,yn|. Pokud nepfipustime opakovani hodnot v seznamu (¢ili vice dam na
radku), omezime pocet moznych konfiguraci nan-(n—1)-...-1=nl Pro 8 dam je

to 8! = 40320 konfiguraci.

Priklad demonstruje zésadni vliv promitnuti znalosti o problému do pristupu k jeho feSeni.
Zatimco naivni feSeni problému n dam vyzaduje pro n = 8 prohledavani prostoru ptiblizné

2,8 - 10 konfiguraci, vhodnou tpravou strategie lze ¢islo redukovat na 40320. UZ pro
relativné mala ¢isla n tedy volba strategie rozhoduje o tom, zda je problém prakticky resSitelny
¢l ne.

a)
b)

Priiklad 1.2.1. % Pro uvedné problémy spocitejte pocet ruznych konfiguraci, tj. potenciél-
nich feseni. Pro kazdy problém navrhnéte datovou strukturu pro reprezentaci konfiguraci
problému.

Sudoku. Uvazujte obecné sudoku n X n s k hodnotami zadanymi.

Problém pritazeni. V problému pfifazeni je ddna mnozina n tkoli 7', mnozina n
pracovnikit W a cenova funkce ¢ : T'x W — R, ktera urcuje naklady na vykonani
tkoli jednotlivymi pracovniky, tj. cena prace pracovnika w na tkolu ¢ je dana jako
c(t,w). Cilem je rozdélit tkoly mezi pracovniky (jeden tikol na jednoho pracovnika)
tak, aby celkovéi cena prace byla co nejmensi.

c) Problém batohu. Je zadana mnozina n polozek 1,...,n o hmotnostech wy, ..., w, a

hodnotach vy, ... v, a maximalni nosnost batohu W. Cilem je z polozek vybrat takové,

4



aby soucet jejich hmotnosti neprekroc¢il W a zaroven byl co nejvyssi.

Priklad 1.2.2. % Uvazte problém Zddné tii v fadé. V tomto problému je zadana miizka
rozméri n X n (kde n € N) a cilem je zjistit, kolik do ni lze umistit bodu tak, aby zadné tii
body nelezely v jedné primce.

O e @ O @

® O ©

® e O O @

Na mfiZzce 3 x 3 lze rozmistit maximalné 6 Uvedené rozmisténi nespliuje pozadavek,
bodu (zvolené body jsou vyplnény modie). aby t¥i body nelezely v jedné piimce.

a) Spoctéte pocet ruznych konfiguraci problému, tj. rtznych rozmisténi boda (i téch
nespliujicich pozadavek zadani).

b) Navrhnéte datovou strukturu reprezentujici konfigurace problému.

c¢) Navrzenou datovou strukturu upravte tak, aby svym néavrhem omezovala pocet riznych
konfiguraci, ale ne pocet potencialnich feSeni. Vyjdéte z povahy problému a promitnéte
pozadavky na fFeSeni problému do névrhu datové struktury. Spocitejte novy pocet
konfiguraci.

d)* Provedte asymptotické srovnéani po¢tu konfiguraci v naivnim a vylepSeném feSeni.

e)* Jesté dale vylepSete navrh datové struktury, aby byl pocet konfiguraci asymptoticky
mensi nez vzorové feseni ¢asti c).

Priklad 1.2.3. % Které z nasledujicich problémi jsou problémy optimaliza¢ni? Zduvod-
néte.
a) Problém n dam.

b) Sudoku.

c¢) Problém pfifazeni.

d) Zadné 3 v fadé.
Priklad 1.2.4. Implementujte feSeni problému n dam vyuzitim naivniho pristupu a pristupu
omezujictho pocet prohledavanych konfiguraci. Experimentalné zjistéte casy nalezeni vSech
feSeni pro rizné mald n obéma zpusoby. Porovnejte s diive vypocitanym prohledavanym
poctem konfiguraci. Lze pozorovat iméru mezi ¢asem vypoctu a po¢tem konfiguraci?
Priklad 1.2.5. Implementujte feSeni problému zadné 3 v fadé vyuzitim naivniho piis-
tupu a pfristupu omezujictho pocet prohledavanych konfiguraci. Experimentalné zjistéte



¢asy nalezeni vSech TeSeni pro ruzna mald n obéma zpusoby. Porovnejte s diive vypoci-
tanym prohleddvanym poctem konfiguraci. Lze pozorovat Gméru mezi ¢asem vypoctu a
poctem konfiguraci?



2 Prohledavani stavového prostoru

V predchozi kapitole jsme si vyzkouseli, jakymi zpiisoby se dé teSit nékolik klasickych prob-
lémn, které spadaji do oblasti umélé inteligence. Obecné samoziejmé existuje velké mnozstvi
riznych druhii problémi, a tedy i strategii jak je resit. Casto se ale daji vyuzit nékteré znadmé
univerzalni postupy.

V této kapitole si formalné predstavime jednu z takovych strategii, a to prohleddvdni stavového
prostoru. Ukazeme si, jak spravné problémy formulovat, predstavime si nékolik ruznych
prohledavacich algoritmi a zaméfime se i na to, v ¢em se jednotlivé algoritmy lisi.

2.1 Formulace problému

Abychom problémy mohli fesit (algoritmicky) pomoci prohledévani, je potfeba je nejdfive
formalné zadefinovat. Vhodna formalni definice problému se pak sklada z nékolika hlavnich
komponent, kterymi jsou obvykle

e inicidlni stav,

e piechodové akce (a pripadné jejich nezaporna cena),

e cilovd podminka.

Zminéné komponenty nam dohromady implicitné zadavaji takzvany stavovy prostor prob-
lému, tedy mnozinu vSech stavi dosazitelnych z inicialniho stavu. Tyto stavy mtzeme inter-
pretovat jako vrcholy (uzly) grafu, pfechodové akce pak urcuji hrany daného (prechodového)
grafu. Diky této interpretaci mizeme tesit rtiiznorodé problémy pomoci obecnych algoritmu
grafového prohledavani. Resent problému je obvykle posloupnost prechodovych akei, ktera
nas dostane z inicidlniho stavu do cilového — hledame tedy cestu v prechodovém grafu.
Zajima-li nas optimdlni Tesent, hledame obvykle takovou cestu, kteréd je nejkratsi (nebo ne-
jlevnéjsi) ze viech feSeni.

Schopnost implicitné zadat stavovy prostor je v oblasti umélé inteligence velmi dulezita.
Stavové prostory uvazovanych problémi mohou byt enormni (napf. pro hru Sachy), nebo
dokonce nekonecné. Takové stavové prostory obecné nemtzeme reprezentovat explicitné
pomoci mnoziny vSech uzli a hran, ale musime si vystacit s implicitnim zadanim.

Priklad. Uvazte problém n dam z minulé kapitoly. Nejdiive zadefinujte problém formalné.
Urcete

a) inicialni stav,

b) prechodové akce (a pripadné jejich cenu),

¢) cilovou podminku.

A7 budete mit tuto implicitni definici pfechodového grafu, zamyslete jak v takovém pripadé
vypadé graf explicitné (jakd je mnoZina vrcholi a mnoZina hran).



Problém muzeme zadefinovat napriklad nésledovné.
a) Inicialni stav je prazdna hraci plocha.
b) Prechodova akce je pfidani damy na hraci plochu, pokud ta jiz neobsahuje n dam.
Kazda akce méa jednotkovou cenu.

c¢) Cilova podminka vyzaduje, aby bylo na plose v8ech n dam tak, aby se neohrozovaly.
Stavovy prostor v takovém pripadé tvori mnozina vSech rozestaveni 0 aZ n dam na hraci

plose. Prechodova hrana je mezi stavy s, t pravé tehdy, kdyz s obsahuje o jednu ddmu méné
nez t a zaroven t ma vsechny kromé jedné damy na stejnych pozicich jako s.

Priklad 2.1.1. % Zadefinujte formalné problém §-posunovacky z prednéasky. Zamyslete se
i nad tim, jak bude vypadat prechodovy graf.

Priklad 2.1.2. Aplikujeme-li na ¢islo 4 sekvenci operaci faktoridl, odmocnina a dolni celd
¢dst, mizeme ziskat libovolné piirozené &isldf] Napiiklad, &islo 5 lze ziskat jako

Ly YV =5

Formulujte tento problém formalné a opét se zamyslete i nad tim, jak bude vypadat pte-
chodovy graf. Lisi se néjak stavovy prostor od predchozich prikladi?

Priklad 2.1.3. Uvazte zjednoduSeny problém hledani letecké trasy mezi svétovymi
hlavnimi mésty, ktery musi TesSit webové stranky aerolinek. Predpokladejte, Zze zakaznici
hledaji takovou (rozumnou) trasu, kterad je nejlevnéjsi. Zamyslete se, jak byste fadné for-
mulovali tento problém.

Priklad 2.1.4. Uvazujte situaci, kdy se snazite naplanovat dovolenou po hlavnich méstech
Evropy. Cesta bude zac¢inat i koncit v Praze, nejste nijak ¢asové omezeni a mate v imyslu
procestovat pravé vSechna evropska hlavni mésta (néktera klidné vicekrat). Jak byste fadné
formulovali tento problém?

2.2 Algoritmy prohledavani

Resenfm problému prohledavani je posloupnost akci. Prohledéavaci algoritmy proto postupné
zvazuji rizné takové mozné posloupnosti. Mozné posloupnosti akci zac¢inajici v poc¢ateénim
stavu tvori takzvany prohleddvaci strom s poc¢ateénim stavem v koreni. Intuitivné, prohleda-
vaci algoritmy postupné expanduji dosud neprozkoumané uzly tohoto prohledévaciho stromu,
ktery se pak “rozrista”, az dokud nenarazi na uzel odpovidajici cilovému stavu.

Existuje mnoho raznych strategii jak prohledévat stavovy prostory. Lisi se hlavné v tom,
jakym zptisobem vybrat uzel k expanzi. Vybér vhodného algoritmu zavisi na typu problému,

'Donald Knuth, 1964



nasich pozadavcich na pribéh vypoctu a nasich pripadnych dodate¢nych znalostech o prob-
lému. Pokud o problému nemame zadnou dopliujici znalost, kterd by nam ulehéila praci,
obvykle volime néktery z algoritmu neinformovaného prohleddvdni. Naopak, mame-li né-
jakou dodate¢nou informaci, mtuzeme ji vyuzit napriklad jako zaklad heuristiky pro néktery
z algoritmu informovaného prohleddvdni. Obé tyto skupiny si predstavime v nésledujicich
sekcich.

Vel xiv s

hodnotit, patii nésledujici ¢tyfi.

Definice 3:
e Algoritmus je uplny, jestlize nalezne TeSeni vzdy, kdyz existuje.

Algoritmus je optimdlni, pokud plati, Ze nalezne-li néjaké feSeni, je toto FeSeni nejlepsi
ze vSech (naptiklad z pohledu ceny nebo délky cesty).

Casovd slozitost algoritmu udava maximalni ¢as potfebny k vyfeseni problému.

Prostorova slozitost algoritmu udava maximalni mnozstvi paméti potifebné k vyteseni
problému.

Casovou i prostorovou slozitost algoritmu vyjadiujeme v zavislosti na néjaké vlastnosti vs-
tupu (typicky jeho velikosti). Obecné uvazujeme slozitost asymptotickou, a to v nejhorsim
pripadé. 'V nékterych pripadech vSsak muze byt vyhodné uvazovat i napt. slozitost oceka-
vanou. Posuzovani, zda je algoritmus optimalni, je vzdy vztazeno ke konkrétni uvazované
metrice (ta je ¢asto jasna z kontextu). Neékteré algoritmy mohou byt optiméalni z pohledu
hloubky ¢ délky feSeni (tedy uvazujeme délku cesty v grafu), jiné zase z pohledu obecné
ceny FeSeni (dulezité pro ohodnocené grafy). Méa-li algoritmus postupné nalézt vice FeSeni,
muzeme optimalitu intuitivné chapat tak, ze pro kazda dveé nalezené feSeni algoritmus diive
nalezne to lepsi.

Jak bylo uvedeno v predchozi sekci, v oblasti Al prohledavany stavovy prostor typicky
reprezentujeme implicitné (pomoci inicialniho stavu a prechodovych akei). K vyjadreni slozi-
tosti problému pak pouzivame nésledujici metriky, které vychazi z implicitni reprezentace.

Definice 4:
e [aktor vétveni (branching factor) b je maximéalni pocet nasledniki kteréhokoli uzlu.

e Hloubka cile (goal depth) d je délka nejkrat$i cesty z inicidlniho stavu do nékterého
cilového uzlu.

e Maximdlni hloubka (maximum depth) m je délka nejdelsi cesty v grafu.

Priiklad. Uvazte pfechodovy graf pro problém n dam, ktery jsme si definovali v ilustrativnim



prikladu v Podsekei 2.1} Budeme pracovat s konkrétnim grafem pro n = 8. UrCete pro néj
a) faktor vétveni b,

b) hloubku cile d,

¢) maximalni hloubku m.

a) Na prazdnou plochu miZzeme umistit damu kdekoli, tedy inicialni stav ma 64 nasled-
niki. Zadny jiny stav tolik nasledniki mit nemtize. Proto b = 64.

b) K feSeni se nemtizeme dostat pred pridanim 8 dam. Zaroven existuje rozmisténi 8 dam
takové, které splhuje cilovou podminku. Proto d = 8.

¢) Maximum dam, které mtizeme postupné polozit je 8, a tedy m = 8.

Priklad 2.2.1.
Zamyslete se a pokuste se urcit faktor vétveni b, hloubku cile d a maximéalni hloubku m i
pro piechodovy graf problému 8-posunovacky z prikladu v Podsekei 2.1}

Priklad 2.2.2. Uvazme nyni jednoduchou hru piskvorek na hraci plose velikosti 3 x 3.
Opét urcete faktor vétveni b, hloubku cile d a maximalni hloubku m i pro stavovy prostor
tohoto problému.

Zkuste se také zamyslet, kolik existuje moznych riznych her (posloupnosti taht).

2.3 Neinformované prohledavani

V piipadé, Ze o problému nemame zadnou dalsi informaci (kromé téch z formalni definice),
jsme obecné nuceni graf prohledévat takzvané ,slepé&‘. Tyto strategie prohledavaji stavovy
prostor prostym expandovanim uzli a testovianim cilové podminky. Rizné algoritmy se lisi
napiiklad v tom, v jakém poradi uzly expanduji. Nejznaméjsimi strategiemi jsou prohleddvant
do Sirky (BFS) a prohleddvdni do hloubky (DFS). S témito algoritmy jste se jisté hloubéji
setkali jiz v ramci nékterého predchoziho predmétu.

Prohledavani do sifky je jednoduché strategie, kde nejprve expandujeme inicidlni uzel grafu,
poté vSechny jeho nasledniky, poté vSechny jejich nasledniky, a tak dale. Obecné plati, ze
veskeré uzly v uréité vzdalenosti (,arovni“) od inicidlniho uzlu jsou prozkoumény predtim,
nez expandujeme uzly v Grovni o jedna vyssi.

Prohledavani do hloubky naopak nejdiive vzdy expanduje jen prvniho naslednika kazdého
uzlu. Timto zptusobem intuitivné prozkouma vzdy ,aktuilné nejhlubsi neprozkoumany uzel.
Jakmile expanduje listovy uzel, vraci se zpét pomoci backtrackingu a prozkouméava stejnym
zpusobem dalsi dosud nenavstivené néasledniky:.
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Mezi dalsi algoritmy, se kterymi budeme pracovat, patii prohleddvdani do hloubky s limitem,
prohleddvdni podle ceny (uniform-cost search) a prohleddvdni s postupnym prohlubovdnim
(IDS). Jisté je znate z prednasky.

Piiklad. Mg¢jme nasledujici graf, ktery zachycuje stavovy prostor problému. Uvazujte
situaci, kdy postupné prohledaviame prostor algoritmy BFS a DFS z inicidlniho stavu A,
cillovym stavem je K. V jakém potradi dané algoritmy navstivi jednotlivé stavy? Mate-li na

vybér vice naslednikt, postupujte abecedné.

a) BFSSA-B-E-F-C-D-G-H-I1-J-K
b) DFS:A-B-C-D-E-F-G-H-1-J-K

Priklad 2.3.1. Uvazujte stejny strom jako v predchozim prikladé. Jak se zméni poradi
uzli, uvazujeme-li tentokrat, ze je inicidlnim stavem G? Cilovy stav ziistéava K.

Priklad 2.3.2. % V predchozich prikladech jste si vyzkouSeli simulaci algoritmi na stro-
movém stavovém prostoru. Uvazte nyni nésledujici graf. Urcete v jakém poradi algoritmy
BFS a DFS navstivi jednotlivé stavy, uvazujeme-li nejdfive stav A jako inicidlni, a poté také
stav B jako inicidlni. Uvazujte, ze vypocet skonci nalezenim prvniho reSeni.

11



Opét, méate-li na vybér vice naslednikii, postupujte abecedné.

Priiklad 2.3.3. s Uvazte opét graf z pfedchozicho piikladu. Necht tentokrat spustime
prohledavani do hloubky z inicidlniho uzlu I a necht cilovy uzel je nyni F. Uvazujte, Ze
vypocet skonc¢i nalezenim prvniho fesSeni.

a) Je algoritmem nalezené reSeni optimalni?

b) Co kdybychom namisto DFS pouzili DFS s limitem [ = 47
c) A jak by tomu bylo pii pouziti prohledavani s postupnym prohlubovanim (IDS)?

Priiklad 2.3.4. Méjme opét situaci, kdy prohledavame vyse uvedeny graf. Tentokrat necht
je inicialni stav A a cilovy stav F. Jako algoritmus zvolime DFS s limitem. Neni-li fec¢eno
jinak, uvazujte, zZe vypocet skoné¢i nalezenim prvntho feSeni.

a) Jaky je nejvyssi limit, pro ktery algoritmus nalezne optiméalni feSeni?

b) Od jaké hodnoty limitu algoritmus nalezne vzdy stejné feseni?

c) Uvazujte scénar, kdy prohledavame cely graf (vypocet neskonéi prozkoumanim cilového

stavu). Od jaké hodnoty limitu bude vypocet pro DFS s limitem probihat zcela stejné
jako pro klasické DFS?

Piiklad 2.3.5. Vymyslete ptiklady prechodovych graft (pfipadné pfimo problémii) takovych,
ze:

a) Prohledavani do hloubky nikdy nenalezne feSeni.

b) Prohledavani do hloubky nalezne feseni diive nez prohledavani do $irky.

c¢) Prohledavani do hloubky bude prochazet uzly ve stejném poradi jako prohledavani do
sirky.
Kazdou odrazku teste zvlast.
Priklad 2.3.6. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni, své odpovédi odivodnéte.
Muzete predpokladat ze prohledavame strom s koneénym faktorem vétveni, kladnou cenou
prechodi a alespon jednim dosazitelnym cilovym uzlem.
a) Prohledavani do hloubky s limitem je uplné.

b) Prohledavéni s postupnym prohlubovanim ma stejnou prostorovou slozitost jako prohledévani

do hloubky.
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c¢) Prohledavani s postupnym prohlubovanim ma horsi ¢asovou slozitost nez prohledavani
do sitky.
d) Prohledavéani do sitky je optimélni.

Priklad 2.3.7. Popiste stavovy prostor takovy, ze prohledavéani s postupnym prohlubovanim
mé daleko vétsi slozitost nez prohledavani do hloubky (jako naptiklad O(n?) vs. O(n)).

Priklad 2.3.8. Uvazte stavovy prostor, kde inicialni stav je ¢islo 1 a kazdy stav £ ma dva
nasledniky — ¢isla 2k a 2k + 1.

a) Nadrtnéte ¢ast stavového prostoru pro stavy 1 az 15.

b) Predpokladejte, ze cilovy stav je 11. Urcete v jakém poradi algoritmy BFS, DFS s
limitem [ = 3 a prohledavani s postupnym prohlubovanim navstivi jednotlivé stavy.

c) Pokuste se nalézt algoritmus, ktery vypiSe feSeni bez jakéhokoli prohledavani. Vyuzijte
znalosti o doméné a formulaci problému.

2.4 Heuristické prohledavani

Mame-li o problému néjakou dodate¢nou informaci, ¢asto ji mizeme vyuzit k efektivnéjsimu
prohledavani stavového prostoru. Konkrétné se budeme zabyvat strategiemi, které pti vybéru
uzli k expandovani vyuzivaji informaci o (odhadu) blizkosti stavii k cili. Tyto algoritmy ob-
vykle expanduji nejdiive ty uzly, které se jevi (v uré¢itém smyslu) jako nejslibnéjsi. Souhrnné
se tyto prohledavéci strategie oznacuji jako best-first search. Informaci o tom, jak pfinosny
se jevi dany uzel (jaky je odhad jeho ceny), nam dava takzvana ohodnocovact funkce f(n). V
prubéhu vypoctu si drzime prioritni frontu uzli usporadanych dle této ceny a expandujeme
stav s aktualné nejmensi cenou.

Jako komponentu pii odhadu ceny vétsina algoritmu pouziva heuristickou funkci h(n). Tato
funkce reprezentuje urcitou dodatecnou znalost o doméné problému, a dava jakysi odhad na
cenu zbyvajici cesty ze stavu k cili. Aby byl tento odhad uzite¢ny, nékteré algoritmy kladou
na pouzité heuristiky podminky. Jednou z nich je takzvanéa pripustnost. Ta intuitivné rika,
ze heuristicky odhad ceny cesty z uzlu do cile nesmi byt vétsi nez cena opravdova. V jistém
ohledu silnéjsi podminkou je pak konzistence heuristiky.
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Definice 5:

Ohodnocovact funkce f(n) pro kazdy uzel n dava celkovy odhad jeho ceny. Uzly s nejnizsim
odhadem jsou expandovany nejdiive.

Heuristickd funkce h(n) pro kazdy uzel n dava odhadovanou cenu nejlevnéjsi cesty z n do
cilového uzlu. Na heuristiky klademe omezeni, zZe musi byt nezaporné, a pokud je n cilovy
uzel, pak h(n) = 0. Pro heuristiky dale plati:

1. Heuristicka funkce h je pripustnd pokud pro vSechny stavy n plati 0 < h(n) < h'/(n),
kde h'(n) je skutecna cena nejkratsi cesty ze stavu n do cile.

2. Heuristickd funkce h je konzistentni (neboli monotonni) pokud pro kazdy stav n a
kazdého jeho néslednika m plati, ze h(n) < ¢(n, m)+h(m), kde ¢(n, m) je cena prechodu
z n do m.

V nékolika dalsich demonstrativnich ptikladech budeme pracovat s nasledujicim ohodno-
cenym grafem reprezentujicim stavovy prostor.

100
30

/ 80

50
60

o
\@0

Pro dany graf plati, ze ohodnoceni prechodu jsou zobrazena modre, napiiklad A-B ma cenu
40. Cervenou barvou pak jsou pak zaznaceny hodnoty heuristiky pro kazdy stav, napriklad
heuristickd hodnota stavu A je 100. Pocatecni stav je A, cilovy stav je G.

Struc¢né si predstavme dvé konkrétni strategie informovaného prohledévani. Prvni je znama
jako greedy best-first search, neboli hladové heuristické hleddni. Druhy algoritmus se pak
nazyva A*. Obé strategie maji spolecné to, Ze si v prib&hu vypoc¢tu udrzuji prioritni frontu
s uzly k expandovani, usporadanymi podle hodnoty f(n). V ¢em se algoritmy lisi, je vzorec,
pomoci kterého poéitaji f(n). Tento rozdil se zda byt maly, ale celkové jsou jak tvahy za
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obéma algoritmy, tak i jejich vlastnosti, velmi odlisné.

Greedy best-first search jednoduse ohodnocuje uzly jen podle hodnoty heuristiky, plati pro
néj f(n) = h(n). Algoritmu se fika hladovy, protoze se v kazdém kroku snazi dostat tak
,blizko* k cili, jak jen to jde. To vede napiiklad k tomu, Ze algoritmus neni obecné uplny
ani optimalni.

A* je sofistikovanéjsi algoritmus. Kombinuje uzite¢né vlastnosti Dijkstrova algoritmu (do-
poru¢ujeme si zopakovat) a zaroven rychlost heuristického prohledavani. P¥i ohodnocovani
uzlu bere kromé heuristiky v potaz i dosavadni cenu cesty, kterou jsme se do uzlu dostali,
ozna¢me ji g(n). Ohodnocovaci funkce ma tedy tvar f(n) = g(n) + h(n). Pouzijeme-li
heuristiku s vhodnymi vlastnostmi, algoritmus je pak garantované optimalni.

Priklad. Uvazujte situaci, kdy prohledavame vyse uvedeny piechodovy graf pomoci
hladového heuristického prohledavani.

a) V jakém poradi navstivi algoritmus jednotlivé stavy? Je-li v nékterém kroku na vybér
vice moznosti, postupujte abecedné.

b) Jak bude vypadat vysledna nalezené cesta? Je toto feSeni optimalni?

Poradi stavu je A-B-E-G, coz je v tomto pripadé zaroven i vysledna cesta. Toto feSeni ovsem
optimélni neni. Zkuste se zamyslet nad lepsi cestou.

Priklad. Nyni uvazujte prohledavani daného grafu pomoci algoritmu A*.

a) Je heuristika zvolena v daném piikladu piipustna? A je konzistentni?

b) V jakém poradi navstivi A* jednotlivé stavy? Je-li v nékterém kroku na vybér vice
moznosti, postupujte abecedné.

c) Jak bude vypadat vysledna nalezena cesta? Lisi se od cesty nalezené hladovym algo-
ritmem? Je FeSeni tentokrat optimélni?

a) Heuristika je ptfipustné, jelikoz pro kazdy stav je hodnota heuristiky mensi nebo rovna
cené cesty do cilového stavu. Neni ale konzistentni, jelikoz h(A) > ¢(A, C) + h(C).

b) Poradi stavii pfi vypoctu je A-B-C-F-G.

c) Vysledna cesta ma tvar A-C-F-G, a tedy se lisi od cesty nalezené hladovym algoritmem.
Miizete si ovérit, Ze toto TeSeni je opravdu optimalni.
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Priklad 2.4.1. % Uvazme nésledujici stavovy prostor. Inicidlni stav je B, cilovy stav je
D. Ohodnoceni ptfechodt jsou opét zobrazena modie, hodnoty heuristiky ¢ervené. Simulujte
vypocet hladového heuristického algoritmu. Je-li vice stavii ohodnoceno shodné, postupujte
abecedné.

a) V jakém poradi navstivi algoritmus jednotlivé stavy?

b) Jak bude vypadat vysledna nalezené cesta? Je optimalni?

20
10 11 3
6 0
25 18
13 18
13
8 15 8
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20

Priklad 2.4.2. % Opét simulujte prohledavani grafu z pfedchoziho ptikladu, tentokrat ale
pomoci algoritmu A*. Je-li vice stavii ohodnoceno shodné, postupujte abecedné.

a) Je heuristika zvolena v daném piikladu piipustna? A je konzistentni?
b) V jakém poradi navstivi A* jednotlivé stavy?

c) Jak bude vypadat vysledna nalezena cesta?

Priklad 2.4.3. Uvazujte, ze véz se muze na Sachovnici pohybovat o jakykoli pocet policek
po piimce, vertikdlné nebo horizontalné, ale nemuze preskakovat ostatni figurky. Je Man-
hattanska vzdélenost pripustné heuristika pro problém posunuti véze z policka A na policko
B v co nejmensim poc¢tu tahti? Svou odpovéd oduvodnéte.

Priiklad 2.4.4. % Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni. Odpovédi zduvodnéte.
Pokud nenf feceno jinak, uvazujte konecny faktor vétveni, cenu prechodu vyssi nez néjaké
kladné € a alespon jeden dosazitelny cilovy uzel.
a) Hodnota piipustné heuristiky nikdy nepfevysuje zbylou opravdovou cenu (vzdalenost)
do cile.

b) Algoritmus heuristického prohledavani, jehoz fronta je usporadana dle hodnoty f(n) =
g(n)+h(n) je aplny i optimélni, pokud pouzivéa pfipustnou heuristiku a zéroven ohod-
noceni uzli f(n) monoténné stoupé po jakékoliv cesté do cile.

c¢) Prohledavani podle ceny je jak uplné, tak i optiméalni, pokud cena cesty nikdy neklesé.
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d) Hladové heuristické prohledavani je jak uplné, tak i optiméalni, pokud je pouZita heuris-
tika pfipustné a cena cesty nikdy neklesa.

Piiklad 2.4.5. Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva? Odpovédi zdavodnéte.

a) Prohledavani do hloubky vzdy expanduje alesponi tolik uzli jako A* s pFipustnou
heuristikou.

b) h(n) = 0 je pfipustna heuristika pro 8-posunovacku.

¢) Prohledavani do siiky je tiplné i pokud jsou povoleny prechody s nulovou cenou. Uvazu-
jeme kone¢ny faktor vétveni.

d) Soucet nékolika pripustnych heuristik je opét pripustna heuristika.

Priklad 2.4.6. Ke kazdému z nasledujicich prohledavacich problémt navrhnéte alespon
jednu netrivialni heuristiku pro A* algoritmus, ktera bude zaroven pripustna i konzistentni.

a) Na Sachovnici 8 x 8 potFebujeme posunout figurku krale z horniho levého rohu do dol-
niho pravého rohu. Na Sachovnici nejsou zadné jiné figurky. Kral se muze pohybovat na
kterékoli z okolnich osmi polic¢ek. Pti ndvrhu heuristiky muzete pouzit =,y k oznaceni
vzdalenosti do cilového pole na osach x a y.

b) Na Sachovnici 8 x 8 potfebujeme posunout figurku jezdce (koné) z horniho levého rohu
do dolniho pravého rohu. Na Sachovnici nejsou zadné jiné figurky. Jezdec se pohybuje
klasicky podle pravidel sachu (viz obrazek). Pfi navrhu heuristiky opét doporucujeme
pouzit x,y k oznaceni vzdalenosti do cilového pole na osach x a y.

Mozné tahy kralem a jezdcem na Sachovnici.

Priklad 2.4.7. Mg¢jme problém pohybu figurky jezdce na nize zobrazené hraci plose o
rozmérech 3 X 4 z inicidlntho pole S do cilového pole G. Cisla ozna¢uji hodnotu heuristiky
v daném stavu. Jezdec se pohybuje klasicky podle pravidel Ssachu (viz minuly piiklad).
Vsechny prechody (pohyby jezdce) maji jednotkovou cenu.

Nejdiive nacrtnéte stavovy prostor. Poté pro algoritmy DFS, BFS a A* urcete v jakém
poradi navstivi jednotlivé stavy. Predpokladejte, ze algoritmy negeneruji cesty s cykly a je-li
na vybér vice naslednikii, postupuji abecedné.
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Priklad 2.4.8. Uvazujte prohledavani (koneéného) stavového prostoru algoritmem A* s
konzistentni heuristikou. Necht existuje jeden dosaZitelny cilovy uzel n, a necht Cx je cena
optiméalniho Teseni.
a) MiuzZe se stat, ze algoritmus neexpanduje néktery uzel ny, pro ktery plati f(n;) < Cx?
b) Muze algoritmus prohledat jen a pouze uzly n takové, ze f(n) < Cx?
¢) Miuzeme pred spusténim vypoctu uréit, kolik uzld m takovych, ze f(m) > Cx, bude
expandoviano?

Priklad 2.4.9. M¢gjme nasledujici (neorientovany) graf zadavajici stavovy prostor. Ohod-
noceni prechodu jsou jako obvykle zobrazena modie, hodnoty heuristiky cervené, cilovy
stav je A. Vasim tkolem bude simulovat tree-search verzi algoritmu hladového heuristického
prohledavani. Pro tree-search verzi prohledavacich algoritmi plati, Ze se neudrzuje seznam
jiz navstivenych uzla (nefesi tedy cykly). Simulujte prohledavani ze stavu C. Jaké bude
poradi prohledavanych uzla?

0 @ 18 B )18

Priklad 2.4.10. Jsou nésledujici tvrzeni ohledné heuristik pravdiva? Své odpovédi dokazte.
a) Kazda pripustna heuristika je i konzistentni.
b) Kazda konzistentni heuristika je i pfipustna.
c¢) Pro libovolny stavovy prostor vzdy existuje heuristika, ktera je pfipustna i konzistentni
zaroven.

Priklad 2.4.11. Rozhodnéte a dokazte, zda jsou nasledujici tvrzeni o prohledéavacich algo-
ritmech pravdiva.

a) BFS je specialni ptipad prohledavéani podle ceny (uniform-cost search).
b) Algoritmy DFS, BFS i uniform-cost search jsou specialnimi pripady best-first search.

c¢) Prohledavani podle ceny je specialni pipad A* prohledavani.
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3 Dekompozice problému, Problémy s omezujicimi pod-
minkami

Tato kapitola se zamétfuje na nékteré aplikace prohledéavani grafi, kterému se vénovala kapi-
tola predchozi. Konkrétné se bude zabyvat AND/OR grafy a spektrem problémi, na které
je 1ze aplikovat — od problémové dekompozice, pfes hry az po modelovani logickych vyrazi.

Ve druhé ¢asti se budeme zabyvat deklarativnim pristupem k programovani, jenz umi byt
znacné elegantni a strucény. Na jeho pozadi se opét vykonava prohledavani stavového pros-
toru, které v mnoha piipadech funguje dobfte, jindy vSak narazi na hranice efektivity.

3.1 Dekompozice problému a AND/OR grafy

Definice 6: AND/OR graf je orientovany graf s vrcholy typu AND nebo OR (souhrnné
zvané vnitini) a sérii koncovych vrchola ¢y, ts, ..., t,.

Typ vnitiniho vrcholu nejéastéji interpretujeme tak, ze k vyfeseni OR uzlu je potieba vytesit
kterykoliv z néslednikii (potomki). V pfipadé AND uzlu musime vyfesit vSechny néasled-
niky (potomky). Koncové vrcholy pak reprezentuji dale nedélitelné podproblémy, at uz
neresitelné ¢i se znamym reSenim. V jiném kontextu lze koncové vrcholy chapat jako splnéné
¢i nesplnéné.

Jako piiklad aplikace takového pfistupu na problémovou dekompozici (a tedy i ptiklad
AND/OR grafu) si uvedeme strategii feseni neur¢itého integralu. Postup, ktery si zde ilus-
trujeme, se v néjaké mire nachazi u vétsiny matematickych symbolickych tesict — jako je
napiiklad WolframAlpha.

Na nasledujicim obrazku znac¢ime AND wvrcholy elipsou, zatimco OR wrcholy obdélnikem.
Koncové uzly nechédvame bez oznaceni. Vrcholy s jedinym néslednikem mohou byt AND i
OR bez vlivu na sémantiku (vyznam) grafu — my v takovém piipadé volime konzistentné
obdélnikové ohraniceni. OR vrcholy zde tedy reprezentuji mozné pristupy k reSeni, kdezto
AND uzel rozdéluje problém na sadu podproblému, které je tieba vyftesit vSechny. V nék-
terych pripadech, kde je orientace hran grafu zfejma (napiiklad z rozmisténi vrcholii), se
sipky v grafu vynechévaji.
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Castéji budeme vidat AND/OR grafy v kontextu tahovych her dvou hra¢a — napiiklad
piskvorek. Omezime se na hry s perfektni informaci, coz struéné znamena, ze vzdy zname
uplny aktuélni stav hry. Mimo piskvorek toto splhuji napriklad Sachy ¢i go, timto zptisobem
by vS8ak nebylo mozné modelovat tieba poker ¢i kostky.

V nékterych ilustracich grafi her budou v dalsim textu pro lepsi prehlednost vyuzivana
kolecka pro vyznaceni uzli typu AND. Uzly typu OR a koncové uzly nebudou specialné
vyznaceny a mezi sebou je lze jednoduse rozlisit.

Nasledujici AND/OR graf znazoriiuje rozehranou hru piskvorek na hracim poli 3 x 3. Na
tahu je hrac s kolecky, zvazujici vSechny své mozné tahy. Stac¢i mu, aby pouze jeden z jeho
taht byl vyherni ¢i alespon konéici remizou, proto je vrchol grafu reprezentujici aktualni stav
hry typu OR. Uzly o uroven nize predstavuji moznou odpovéd soupefe, jez miZze byt libo-
volna. Hrac¢ s kolecky se musi umét vyhnout prohie u vsech moznych protihracovych reakei,
tudiz jsou uzly ve druhé drovni typu AND. V dalsich trovnich se typy uzlu dale stiidaji.
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Analyzou grafu lze dojit k zavéru, ze za predpokladu, ze souper neudéla chybu, hrac s kolecky
prohral. Kazdy z AND uzli na druhé trovni je nesplnény, nebot alespon jeden z jeho nésled-
nikd zna¢i prohru hrace s kolecky (tii kiizky v fadé). Pocateéni OR vrchol reprezentujici
aktudlni stav hractho pole je tedy také nesplnény, ackoliv by bylo mozné dosahnout remizy
s nedokonalym soupefem.

Definice 7: Stromem 7eSeni T problému P s AND/OR grafem G je podgraf grafu G, ktery
je stromem a

e jeho kofen je vrchol reprezentujici problém P,
e je-li N vnitini uzel T typu AND, pak kazdy jeho naslednik v G jeiv T,
e je-li N vnitini uzel T typu OR, pak pravé jeden z jeho naslednikia v G jeiv T.

Pro nas priklad s vypoctem integralu muize strom feseni vypadat naptiklad ilustrovanymi
dvéma zpusoby. Prakticky vyznam ma vSak spiSe prvné vykresleny strom, kde koncové
vrcholy umime snadno vyftesit.
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Priklad. Rozhodnéte, zda je pocatecni uzel, znaceny 1, splnény v nasledujicim AND/OR
grafu. Vrchol chapeme jako splnény tehdy, kdyz pro néj existuje v daném grafu strom feseni
se vSemi koncovymi vrcholy nastavenymi na true. Spoctéte také, kolik takovych stromu

reSeni existuje.
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Ano, svoji odpovéd muzeme potvrdit ukazkou piislusného stromu Feseni. My ukazujeme
vSechny 3 mozné stromy reseni.

true true

Priklad 3.1.1. Rozdéleni na vnitini a koncové uzly v definici AND/OR grafu neni potieba.
Zamyslete se, jak ji upravit tak, abychom s pomoci vnitinich vrcholii mohli modelovat i uzly
koncové.

Priklad 3.1.2. % Ukazte, ze kazdy AND/OR graf lze prevést na ekvivalentni bipartitni
AND/OR graf, ve kterém jsou nasledniky vrchola typu AND vzdy vrcholy typu OR a opa¢né.
Jaké to ma praktické disledky pro implementaci AND/OR grafa?

Priklad 3.1.3. Seznamte se s dekompozici problému Hanojskych vézi z prednésky, kde
problém redukujeme na jednoduchy AND/OR graf, kde jsou vSechny vnitini uzly typu AND.
Ke kolika fyzickym presuntim disku dojde pii po¢tu kotouct n rovno

a) 1, b) 3, c) 47

Priiklad 3.1.4. % Rozhodnéte, zda je pocateéni uzel, znacené 1, splnén v nasledujicim
AND/OR grafu. Vrchol chapeme jako splnény tehdy, kdyz pro néj existuje v daném grafu
strom FeSeni se vSemi koncovymi vrcholy nastavenymi na true. Spoctéte také, kolik takovych
stromt TeSeni existuje.
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Priiklad 3.1.5. Uvazme hru odehrévajici se na hracim poli velikosti 3 x 3,
kde se hraci stiidaji a kazdy posouvé svou figuru podle pravidel Sachi, =
nesmi vSak vstoupit na pole, které jiz bylo dfive obsazeno. Podari-li se
hraci sebrat souperi figuru, vyhravé, naopak je-li hra¢ na tahu a nemiize se nikam pohnout
(nebot dosazitelna pole jiz byla v minulosti obsazena), prohrava. Ukolem je zanalyzovat
situaci, kde proti sobé hraje véz a stfelec, prvni zminény je na tahu a pocatecni rozmisténi je
dano obrazkem nize. Zkonstruujte piislusny AND/OR graf a urcete, kdo v takovém piipadé
vyhraje.

Priklad 3.1.6. % Uvazte rozehranou partii piskvorek zobrazenou na > O
obrazku, v niz je pravé na tahu hra¢ kreslici kolecka. Sestrojte AND/OR
graf pro tuto partii. Naleznéte stromy feSeni tohoto AND/OR grafu a
interpretujte jejich vztah k vysledku partie.

X
X100

3.2 Problémy s omezujicimi podminkami

V imperativnim programovdni je dosahovano TeSeni problémi zadavanim presnych postupt
jejich feseni (algoritmi). Problémy s omezujicimi podminkami (constraint satisfaction prob-
lem, CSP) jsou ptikladem programovdni deklarativniho, které naopak spoc¢iva v zadani (neboli
deklaraci) ofekavanych vlastnosti feseni. Mezi priklady problému s omezujicimi podminkami
se Tadi problém obarveni grafu, algebrogram ¢i problém N dam.

Priklad. U nésledujictho programu povedte typovou inferenci (tj. odvozeni typit) funkei
funkei £ a g. Neuvazujte pretizeni, funkce budou mit vzdy jeden typ.

x = £(g(0))
x = £(x)
x = g

a) Jaka omezeni (angl. constraints) na typy funkci £ a g lze z programu vy¢ist?

b) Naleznéte feseni soustavy nalezenych omezeni, tj. urcete typy funkei f a g.

a) Z programu lze vy¢ist nasledujici sadu omezeni. Jejich konkrétnéjsi podoba by zavisela
na uvazovaném typovém systému.

— f bere argument stejného typu, ktery vraci g
— g bere argument typu int

— f vraci stejny typ, ktery bere

— g bere argument stejného typu, ktery vraci f

b) Regenim soustavy lze dojit k zévéru, Ze obé uvedené funkee jsou typu int — int.

Uvazujme nésledujici sudoku. Cilem je napsat sadu omezeni popisujici jeho feSeni.
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2 9
3 119 615 2
8 4
9 )
) 2 3 6
7 2
4 7
8 215 117 3
) 8

Prvnim krokem je vzdy nalézt proménné daného problému, tedy hodnoty, které popisuji
feSeni daného problému a jejichz hodnoty chceme nalézt. V pripadé sudoku se nabizi zavést
si sérii proménnych zq, ..., x,, kde kazda reprezentuje hodnotu prazdného policka, pricemz
n je pocet prazdnych policek. Pti deklaraci proménné je tfeba specifikovat jeji doménu, tedy
mnozinu hodnot, jakych miize nabyvat. 7 pravidel sudoku plyne, ze kazda proménna x;
muze nabyvat celo¢iselnych hodnot mezi 1 a 9.

V platném feseni sudoku musi mit vSechna pole ve stejném tadku, sloupci a ¢tverci jinou
hodnotu, coz je nutné v programu zohlednit. Pfi pojmenovani prazdnych policek popotradé
po fadcich by omezeni pro prvni fadek bylo z; # 2,21 # x9,...,00 # 2,29 # x3,....
Mnohé programovaci jazyky umoziuji misto podobné série podminek napsat jediny vyraz
ve smyslu ALL_DISTINCT (xy,xs,23,...,27), pii omezeni domén téchto 7 proménnych na
{1,3,4,5,6,7,8}. Tento zapis je jednak tspornéjsi, a jednak je moznost Fegi¢ optimalizovat
pro toto ¢asto se vyskytujici omezeni.

Na zacatku této sekce jsme zminili, Ze takovyto styl programovani mél byt zlatym gralem
informatiky. Neni tézké si predstavit pro¢ — misto psani dlouhého kodu aplikace bych jen
zavedl sérii podminek jako ,kdyz kliknu sem, stane se...”“. Takové deklarativni programovani
by samoziejmé bylo ponékud slozitéjsi, nez tu ukazujeme, ale to je nakonec imperativni kod
jesté mnohem vic. Kde je tedy problém? Pozorny ¢tenar jiz jisté uhodl, Ze v samotném

reSi¢i. Skutecné efektivni umime sestrojit pro ur¢ité typy omezeni, vSude jinde spoléhédme
na chytré heuristiky pfi prohledavani vsech moznych ohodnoceni proménnych.

Praktické vyuziti ma vsak dnes CSP pii rozvrhovani (pouzivé ho i nase fakulta) ¢i konstrukei
mikro¢ipt. S jeho pomoci lze modelovat kromé zminéné typové inference a logickych ha-

danek také maximélni tok grafem ¢i lexikalni analyzu.

Po nepfilis strué¢ném tvodu jsme pripraveni si tyto nové pojmy definovat formélnéji.

25



Definice 8: Problém s omezugicimi podminkami (CSP) je

e soubor proménnych Xy, ..., X, kazda s neprdzdnou doménou Dy, ..., D,;
e soubor omezeni (', ..., C,,; kazdé omezeni je podmnozinou Dy X ... X Dy;
e (nékdy) ucelova funkce f: Dy x ... x D, = R.
ReSenim nazveme takovou n-tici (x1,...,2,) € Dy X ...x D,, ktera spliije vSechna omezeni

Ci, tj. W.(xl, 600 71’n) € Cz

Ma-li CSP vice nez jedno feseni, miize nas zajimat nékteré konkrétni, potom vyuzivame
ucelové funkce f a hledame takové feSeni, které funkci maximalizuje (¢i minimalizuje). V
nékterych zdrojich pak takovy problém zna¢ime COP (constraint optimization problem).

Priklad. Uvazme nasledujici program. (Syntax neodpovida presné syntaxi z prednésky,
ale je dostatecné intuitivni na to, aby nepotiebovala vysvétleni.)

X in 1..7
Y in 1..7
X+Y=7

a) Kolik mé takovy problém feseni?
b) Kolik m4 FeSeni, pfidame-li omezeni X * Y is even?

c) Jak vypada prislusny graf stavi, ktery prohledavame?

a) 6—konkrétné {(X=1,Y=6), (X=2,Y=5), (X=3,Y=4), (X=4,Y=3), (X=5,Y=2), (X=6,Y=1)}.

b) 6, jelikoz vzdy pravé jedna proménna X, Y musi byt suda, aby v sou¢tu daly 7. Pridané
omezeni tedy neméni zadéni.

c) Zatindme v prazdném stavu, kde nezname hodnotu ani jedné proménné. 7 néj se
mizeme dostat do stavu, kde hodnota proménné X je celé ¢islo mezi 1 a 7, je-
likoz jediné tyto stavy jsou v souladu se zadanim. 7 kazdého z téchto stavi, kde
zname pouze hodnotu proménné X se vSak jiz dostaneme v souladu s omezenimi
v zadani do nanejvys jediného stavu, kde je dédna i hodnota proménné Y. Vsim-
néte si, ze v jednom uzlu ({X=7}) naSe cesta konéi, z né& se nedokdzeme do-
stat pri splnéni podminek programu. Piisné vzato v nasem grafu existuje mnoho
jinych vrcholi — napfiklad {X=3,Y=3} - ty nekreslime, nebot do nich nevede
zadna cesta z pocéatec¢niho stavu, a tak jsou pro nase prohledévani irelevantni.

{
/ 1 \
(X1} MXQ{*@ (X=67 ™ {X=7}

1 \ N Ny ~ T~
{X=1,Y=6} {X=2Y=5} {X=3Y=4} {X=4,Y=3} {X=5Y=2} {X=6,Y=1}
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Priklad 3.2.1. % Sestavte graf stavi pro nasledujici CSP. Proménné pfifazujte v sekvencénim
poradi podle jejich deklarace. Popiste feseni.

A in 2. .4

B in 2..3

C in 0..6

A -B>=C

A x (B-1) '= B + C
A'!'=B

Priklad 3.2.2. Pievedte nasledujici algebrogram na CSP. Kazdé pismenko P v rozepsaném
sou¢inu zastupuje prvociselnou ¢islici — ne v8ak nutné stejnou. Reseni hledat nemusite.
Nezapomeiite specifikovat zavedené proménné a jejich domény.
PPP
PP
PPPP
PPPP
PPPPP

Priklad 3.2.3. % Jako kouzelny ¢tverec oznac¢ime ¢tvercovou matici, kde soucet ¢isel na
kazdém tadku a v kazdém sloupci je stejny. Jednotlivé bunky mohou nabyvat celociselnych
hodnot mezi 1 a n?, kde n je dimenze uvazované matice.

Jednim z netrivialnich feSeni pro n = 3 je tento kouzelny c¢tverec. 5T9T4
Formulujte tento problém jako CSP pro uvedené n = 3. Kromé 71513
omezeni nezapomeite uvést vyznam zavedenych proménnych a jejich 6118
domény.

Priklad 3.2.4. Latinsky c¢tverec o velikosti n je ¢tvercova matice n x n, obsahujici v
kazdém radku (a stejné i sloupci) neopakujici se ¢isla 1, ..., n. Kazdy fadek i sloupec je tedy
permutace na mnoziné {1,...,n}.

Uvadime konkrétni ptiklad pro n = 3. 17273
Formulujte tento problém jako CSP pro uvedené n = 3. Kromé 2 1
omezeni nezapomeite uvést vyznam zavedenych proménnych a jejich 3112
domény.

Priklad 3.2.5. Zajimavou aplikaci CSP je znamé Einsteinova hddanka, nékdy nazyvana
zebra. Jejiho autora nezname, ¢asto se za néj uvadi Albert Einstein ¢i Lewis Carroll. Tyka
se péti sousedd, ktefi ziji na ulici v domech v fadé vedle sebe. Kazdy z nich mé jiné povolani,
jiny dum, chova jiné zvife, je jiné narodnosti a preferuje jiné piti. Mame k dispozici nékolik
vyroki.

e Anglican zije v Cerveném domé.

e Spanél chové psa.
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e Japonec je malif.

e [tal pije caj.

e Nor zije v prvnim domé nalevo.
e Majitel zeleného domu pije kavu.
e Zeleny dim je bezprostfedné napravo od bilého.
e Socharl chova sneky.

e Diplomat Zije ve zlutém domé.

e V prostfednim domé piji mléko.
e Nor zZije vedle modrého domu.

e Houslista pije ovocny dzus.

e Liska Zije vedle doktora.

e Kiun je ustadjen v domé vedle diplomatova.
K tloze patii i otazka. Kdo mé zebru a kdo pije vodu?
Vagim tkolem neni tuto tlohu vyf¥esit (ackoliv to neni t&zké), ale prevést ji na CSP, z jehoz
feSeni bychom umeéli odpovédét na zadanou otézku.

Priiklad 3.2.6. Zamyslete se, jak formulovat jako CSP problém rozmisténi jedné sady Sa-
chovych figurek po klasické Sachovnici velikosti 8 x 8 tak, aby se zadné dvé figurky neohrozo-
valy. PéSce nemusite uvazovat, staci tedy umistit krale, ddmu, 2 stielce, 2 koné a 2 véze.
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4 Hry a herni strategie

Tato kapitola se zabyva hranim deterministickych her dvou hra¢a s uplnou informaci. Bude
zde predstaven jednoduchy algoritmus MINIMAX, ktery je vSak ve své zékladni podobé
nedostacujici pro feSeni slozitéjsich her jako piskvorky na velké hraci plose ¢i sachy kviili
prilisné velikosti prohledavaného stavového grafu. Resenim tohoto problému je zefektivnéni
algoritmu v podobé alfa-beta prorezavani.

V dalsi ¢asti kapitoly budou predstaveny aplikace téchto postupi i na nedeterministické hry
dvou hracu.

4.1 MINIMAX

Zabyvejme se nyni spolu tahovou hrou pro dva hrdce s perfektni informaci. Dobrym prikla-
dem takové hry, kterd nas jiz néjakou dobu touto sbirkou provézi, jsou piskvorky. Nejprve
se spolu podivame na hru, kde nam prestava stacit AND/OR graf, a poté prejdeme k MIN-
IMAX grafu.

Pokud chceme modelovat hru s komplikovanéjsim vyhodnocenim nez jen vyhra ¢i prohra,
tedy takovou, kde kon¢ime s néjakym skore, AND/OR grafy nam to neumozni. Koncové
vrcholy totiz mohou byt jen splnény ¢i nesplnény, nejsme v nich schopni ukladat ¢iselnou
hodnotu skére a ani s ni nasledné vyhodnocovat splnénost vnitinich uzli. Budeme tedy
generalizovat myslenku AND/OR graft, ovsem omezime se ted jiz pouze na stromy.

Definice 9: MINIMAX strom je strom, kde kazdy vrchol je bud typu MIN, nebo MAX.
Kazdy list je ohodnocen rozsifenym realnym &islem — tj. prvkem mnoziny R U {—o0, co}.

MINIMAX strom se vyhodnocuje smérem od listti, dokud nespo¢teme hodnotu kotrene. Hod-
nota vrcholu typu MAX je rovna maximélni hodnoté jeho nasledniki, hodnota uzlu typu
MIN pak odpovida hodnoté nejmensi napii¢ vSemi nésledniky.

Definice 10: Algoritmus MINIMAX je rekurzivni procedura, ktera ohodnoti kazdy vrchol
MINIMAX stromu.

e Hodnota listii je dana jako soucéast definice MINIMAX stromu.
e Hodnota vrcholu typu MIN je nejmensi hodnota mezi jeho nasledniky.

e Hodnota vrcholu typu MAX je nejvétsi hodnota mezi jeho nasledniky:.

Vypijéime si notaci AND/OR graft a uzly typu MAX budeme znacit obdélnikem ] zatimco
MIN vrcholy elipsou . Jiny ¢asty zptusob znaceni pouziva pro vrcholy MAX symbol A,
pro MIN uzly /. Jelikoz MINIMAX stromy pouZijeme pouze pro modelovani tahové hry
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dvou hraci, budeme se zabyvat predevsim témi stromy, kde se uzly MIN a MAX stiidaji
podle své vzdalenosti od kofene. Déle budeme uvazovat pouze hry s nulovym souctem, coz
znamenad, ze obdrzim-li v néjaké hie skoére s, milj souper musi ziskat —s bodi — kazdy list
nam tak bude stacit ohodnotit jen podle naseho skore a soupefovo si snadno domyslime. Jak
se pozdéji ukaze, tato myslenka je velmi dulezita: MINIMAX stromy budou fungovat jen pro
hry s nulovym souctem ¢i obecné hry, kde plati, Zze kdyz maximalizuji svoje skore, zaroven
minimalizuji to soupefovo — a naopak.

Priklad. Urcete hodnotu kofene zadanych MINIMAX strom.

a)

Nyni nam zbyva se podivat, jakym zptsobem lze vyuzit tohoto modelu k popisu her. A jako
obvykle si pfi ilustraci pomtizeme piskvorkami na hracim poli 3 x 3.

Kazdy list v nasem stromu stavi (tedy hernich konfiguraci) ohodnotime 0, 1 ¢ -1 podle toho,

zda se jedna o remizu, nasi vyhru ¢ prohru. V této hie budeme prvni na tahu a kreslime
kolecka. Prohlédnéme si tfi vybrané listy a jejich prifazenou hodnotu.
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Podle naseho ohodnoceni je jasné, ze kdykoliv budu na tahu ja, budu se snazit svoje skore
maximalizovat, kdezto protihrac¢ vzdy minimalizovat. Uzly grafu, kde jsem na fadé ja tedy
budou typu MAX a ostatni typu MIN.

Uvédomme si, Ze ne vSechny listy jsou ve stejné hloubce (hra miize skoné¢it po rizném poctu
kol). Neékteré vrcholy se mohou vyskytovat duplicitné, nebot do nich lze ,dojit“ riznymi
cestami.

Ptripominadme, Ze vrcholy typu MIN budeme znacit malym koleckem dole, ostatni vrcholy
jsou pak typu MAX. Nasleduje ukazka malé ¢asti celého grafu.
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Priklad 4.1.1. % Rozhodnéte, zda je nasledujici hry mozné modelovat MINIMAX stromy.
Pokud ano, zamyslete se nad tim, jak by takové stromy vypadaly.

a) Sachy

b) sudoku

c¢) piskvorky na neomezené hraci plose

d) kdmen, nazky, papir

e) tenis
Priklad 4.1.2. % Dopliite néjaké konkrétni ohodnoceni koncovych stavi her s naznacenym
MINIMAX stromem tak, aby zacinajici hra¢ dosahl nejlepsiho mozného vysledku hranim
zadanych strategii, predpokladame-li, Ze jeho souper nedéla chyby. Jaké vztahy obecné musi
v takovém piipadé platit pro hodnoty lista?

a) Vyherni strategie necht je left.

b) Vyherni strategie necht je volit left v prvnim kole a blue ve druhém. Nezapomeite
zaridit, aby nés dokonaly soupef s jistotou dovedl k volbé potiebné strategie.

ukazte, ze kazdy AND/OR strom lze chapat jako MINIMAX strom.

Priklad 4.1.4. Ukazte, ze obecny MINIMAX strom lze efektivné transformovat na ekvi-
valentni MINIMAX strom, kde se stfidaji typy vrcholi — tzn. néslednik ma vzdy jiny typ
nez jeho rodi¢. Efektivni transformaci rozumime takovy algoritmus, ktera je polynomialni
vzhledem k poc¢tu vrcholi vstupniho stromu. Ekvivalentni MINIMAX strom musi mit ste-
jné listy se stejnymi hodnotami jako strom piivodni a algoritmus MINIMAX musi napocitat
stejnou hodnotu v kofeni.

Priklad 4.1.5. Uvazme hru dvou hraci — pronésledovatele P a zlodéje Z — na hracim poli
zadaném néaledujicim grafem.
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Pronasledovatel je prvni na tahu a za¢ina na poli b, zlodéj za¢ina na poli d. Kazdy se béhem
svého tahu posouva na vedlejsi pole, pficemz se po jednom kroku stfidaji. Hra konci, jestlize
se zaroven ocitnou na stejném poli. Zlodéj se snazi prezit co nejdéle a hodnota koncové
konfigurace je pro néj imérna tomu, kolik kol odehral.

e Lze tuto hru modelovat MINIMAX stromem? Lze ji vyTesit?

e Vykreslete a vyTeste strom pro hru omezenou 3 koly — tedy hra¢ P i Z se kazdy posunou
nejvyse tiikrat.

4.2 Alfa-beta prorezavani

Resen{ deterministické hry s perfektni znalosti muzeme dostat i efektivnéjsi procedurou, nez
je MINIMAX algoritmus. Zkusme ji spolu objevit.

Az do této chvile jsme pro zjednoduseni tvrdili, Ze algoritmus MINIMAX vyhodnocuje vr-
choly smérem od listii bez toho, abychom podrobnéji vysvétlili, pro¢ tomu tak je a jak to
detailné funguje. Podivejme se detailné na pseudokod této procedury.

def minimax(node):
if node.neighbors is empty: # nachazime se v listu
return node.value
best so far = minimax(node.neighbors[0])
# vynech nulteho naslednika (souseda), protoze jsme ho jiz zpracovali
for neighbor in node.neighbors|[1:]:

value = minimax(neighbor)

if node.type — "MIN" and value < best so far:
best so far = value

if node.type =— "MAX" and value > best so far:
best so far = value

return best so far

Priklad. Jaka je asymptotické casova slozitost algoritmu MINIMAX?

Algoritmus probiha zcela stejné jako prohledavani do hloubky (DFS), v kazdém uzlu se
provedou navic jen néjakd porovnani s konstantni ¢asovou slozitosti. Vysledna asymptoticka
¢asova slozitost tedy je O(V + E), kde V' je pocet vrcholi prohledavaného grafu a F je pocet
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hran. Toto lze vidét i z toho, Ze kazdy uzel a kazda hrana se v pribéhu vypoctu navstivi
praveé jedenkrat.
V naSem pripadé uvazujeme pouze souvislé grafy, miizeme tedy vysledek napsat strucnéji

jako O(E).

Spustime-li vypocet nad kofenem MINIMAX stromu (tj. zavolame minimax (root) ), dostaneme
se do for cyklu, kde proceduru rekurzivné zavolame nad prvnim néslednikem kofene atp. az
se dostaneme k listu. Jedna se tedy o prohledévani do hloubky s nékolika pridanymi vypocty.

Podivejme se ted na jednoduchy piiklad.

Budeme predpokladat, ze usporadani seznamu nésledniki odpovida tomu na nakresu pfi
¢teni zleva doprava. Pfi vykonévani volani minimax (root) se tedy nejprve dostaneme do
uzlu left a skrze néj okamzité do listu s hodnotou 2. Dosavadni nejlepsi (a tedy v tomto
piipadé nejmensi) hodnota pro vrchol left je tedy 2, ale mize se pochopitelné zménit pii
prochazeni dalsiho néasledniku, ke kterému dochéazi hned vzapéti. V tomto pripadé se vSak
nic nezméni a konec¢né zjistujeme, ze hodnota uzlu left je 2.

Koten tedy skon¢il zpracovani prvniho naslednika a nejlepsi hodnota, kterou zatim videél, je
2. Protoze je typu MAX, vime, Ze nizsi hodnotu uz mit nemuze, ale jeho dalsi naslednik
(right) by ji mohl jesté zvysit.

P1i vyhodnocovani uzlu right nejprve vidime hodnotu 4, poté 1. Zde se na chvili zastavime
(tésné predtim nez bychom zpracovali posledni list). Vime, Ze koneéné hodnota vrcholu
right nebude vyssi nez 1, protoze minimalizuje. Na druhou stranu jsme si jiz pfed zacatkem
zpracovani tohoto uzlu v8imli, Ze maximalizujici kofen root nebude mit nizsi hodnotu nez 2,
kterou mu nabizi jeho levy naslednik. Prohleddvani tedy mtzeme okamzité ukoncit, jakyko-
liv dalsi naslednik uzlu right je nezajimavy a nemuze zménit hodnotu kofene, ackoliv by
pochopitelné jesté mohl snizit hodnotu svého predchudce.

Ackoliv jsme si v tuto chvili usettili prichod jedinym uzlem, predstavime-li si misto listi
naseho vzorového piikladu dostatecné velké podstromy, muzeme si hodné pomoci. Tato
uspora se neprojevi na nejhorsi casové slozitosti algoritmu ALFA-BETA, zlepsi se v8ak v
prumérném piipadé nad omezenou vstupni mnozinou MINIMAX stromt. Hodnotu kofen-
ového uzlu v8ak napoc¢itame stejnou (coz obecné neplati o ostatnich vnitinich uzlech), tedy
ALFA-BETA je korektni.
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Nyni se jiz spolu podivame na implementaci algoritmu ALFA-BETA. Pro prehlednost zcela
oddélujeme rutinu pro uzly typu MIN a MAX, z divodu stru¢nosti pouzivame v naSem
pseudokdédu nekonecéno INFINITY v inicializaci. Inicialni volani spustime nad kofenem stromu
obdobné jako predtim, tedy piikazem alphabeta(root, -INFINITY, INFINITY).

def alphabeta(node, alpha, beta):
if node.neighbors is empty: # nachazime se v listu
return node.value
if node.type — "MAX":
value = —INFINITY # aby se prepsala pri objevu prvni hodnoty
for neighbor in node.neighbors:
value = max(value, alphabeta(neighbor, alpha, beta))
if value >= beta:
break
alpha = max(alpha, value)
return value
else:
value = INFINITY
for neighbor in node.neighbors:
value = min(value, alphabeta(neighbor, alpha, beta))
if value <= alpha:
break
beta = min(beta, value)
return value

Priklad. Odkrokujte si algoritmus nad motiva¢nim piikladem z tvodu této podsekce a
presvédcte se, ze skutecné dojde k ofezani vypoctu tak, jak jsme predpovédéli.

Vypocet zac¢ind volanim alphabeta(root, -oco, o0), pocatetni hodnoty jsou tedy a =
—00, f = 00 a zac¢iname zpracovat korenovy vrchol. Pri jeho vypoctu je potfeba najit hod-
notu uzlu left, ktery se tedy bude muset vy¢islit (se stejnymi hodnotami alfy a bety). Nejprve
se objevi list s hodnotou 2, po jeho zpracovani ukazuje hodnoty proménnych nasledujici ilus-
trace. Svétle Sedy uzel je rozpracovany, tmavé Sedy je jiz uplné zpracovany.
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value = —oo

root

value = 2

left a=—o0

B =2

Nasledné se obdobné zpracuje list s hodnotou 3, ¢imz dokon¢ime vypocet hodnoty vrcholu
left a vratime se s vypoctem zpét do kotfene root. Ten aktualizuje svoje hodnoty a spusti
vypocet nad svym druhym néaslednikem right, pricemz jsme se u levého nasledniho dostali
az k uzlu s hodnotou 3.

value = 2
100t a=2
f =00

Jako dalsi se zpracovava list s hodnotou 1, kdy se kone¢né projevi smysl zavedenych promén-
nych o a . Jelikoz se nam hodnota value nastavi na 1, coz je méné nez aktudlni hodnota
proménné « ve vrcholu right, vypocet v tomto uzlu se ukonéi (a vrati hodnotu 1 do kofene
root).

value = 2
root oa=2
B =00
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Vypocet v tuto chvili koné¢i s vyslednou hodnotou 2, pfi¢emz posledni list jsme béhem
vypoctu viibec nevidéli.

Priklad 4.2.1. Ukazte, Ze asymptotickd casova slozitost v nejhorsim piipadé algoritmu
ALFA-BETA nad MINIMAX stromy je stejna jako pro algoritmus MINIMAX.

Priklad 4.2.2. % Zadany strom MINIMAX stiida po drovnich typy svych uzli a kazdy
jeho list je ve stejné hloubce. Takové v literatuie (a hlavné v praxi) budete vidat nejcastéji,
nebot prirozené vznikaji pfi modelovani mnoha zajimavych her. Jako v celém zbytku sbirky
predpokladejte i zde, Ze algoritmus prochazi vrcholy v poradi zleva doprava.

a) Vyfeste strom s pomoci algoritmu ALFA-BETA. Ptedevsim tedy zjistéte vyslednou
hodnotu kofene a které podstromy budou ufezény, tj. nebudou vibec navstiveny.
P1i vypoctu vénujte zvlastni pozornost tomu, abyste porozumeéli, jakym zptisobem «
odpovida dolni hranici a § naopak horni.

b) Pii zachovani struktury grafu navrhnéte vhodné hodnoty list tak, aby nedoslo k zad-
nému profezavani (a algoritmus tedy navstivil vSechny listy).

c) Pii zachovani struktury grafu navrhnéte vhodné hodnoty listu tak, aby doslo k ne-
jvétsimu moznému profezavani (a algoritmus tedy navstivil co nejméné uzli).

Priklad 4.2.3. % Pii kterych z nasledujicich transformaci MINIMAX stromu muze dojit
ke zméné nalezené optiméalni strategie?

a) Ke vSem hodnotam listu pficteme stejnou redlnou konstantu c.

b) Vsechny hodnoty v listech vynasobime stejnou konstantou c.

c) Hodnoty ve vsech listech se libovolné zméni tak, aby mezi nimi zistalo zachovano jejich
puivodni usporadani.

d) Vsechny uzly typu MIN zménime na MAX a naopak. Hodnoty v listech pronasobime
-1.

Priklad 4.2.4. Bez vypoctu urcete a zduvodnéte, které podstromy by algoritmus ALFA-
BETA v zadaném stromu ofezal. Naslednici se prochézi v poradi zadaném obrazkem.
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Priklad 4.2.5. Predstavme si MINIMAX strom, ktery se sklada pouze z uzla typu MAX.
Muze pii jeho vyhodnocovani ALFA-BETA algoritmem dojit k néjakému prorezani?

4.3 Nedeterministické hry

A7 do této chvile jsme tvrdé trvali na tom, aby uvazované hry neobsahovaly nahodu, nebot
bychom ji neuméli modelovat. Nyni si ukdzeme, Ze lze vhodné rozsitit MINIMAX stromy
tak, aby ndhodu v jisté mite postihly a my nad nimi pak mohli provadét smysluplné vypocty
a predpovédi. Zjistime vsak také, ze nékteré vlastnosti a zakony, které dosud platily, se s
timto rozsifenim zcela rozbiji a meéni.

Na zacatek uvazme velmi trivialni ilustrativni hru. V prvnim kole si vezmu modry, ¢i ¢erveny
Zeton. V dalsim kole provede to samé provede soupef (miZe si zvolit i Zeton stejné barvy).
Prvni hrac¢ vitézi, drzi-li jiny Zeton nez jeho souper, v opac¢ném piipadé prohrava. Pro
prehlednost prikladame jesté prislusny MINIMAX strom této jednoduché hry.

Nyni na8i hru obohatime o ndhodu. Pred tim, nez si druhy hrac¢ zvoli svij Zeton, hodime
minci. Padne-li orel, souper prijde o moznost volby — musi si vzit modry Zeton. V opacném
pripadé se nic neméni a hra pokracuje jako predtim.

Pro modelovani nedeterministické hry pouZzijeme specialni vrchol (znaceny kosoctvercem ¢)

tam, kde dochézi k rozhodnuti na zakladé ndhody. Hrany, které z néj vychazi, budou vzdy
oznaceny pravdépodobnosti, se kterou k vybéru té konkrétni cesty dojde.

38



Uz tedy chapeme, jak nedeterministické hry modelovat, zajimé nas vsak, jak se dopoc¢itame
ke zjevnému zévéru, ze ma zacinajici hrac¢ volit ¢erveny Zeton. K tomu vyuzijeme up-
raveny algoritmus MINIMAX, ktery rozsifime o schopnost pocitat hodnotu nového typu
uzlu reprezentujictho ndhodnou volbu .

Pro vétsinu aplikaci je pfirozené volit jako hodnotu vrcholu ndhody jeho o¢ekavanou hodnotu
— tj. hodnotu kazdého potomka vynasobime pravdépodobnosti, Ze bude vybran, a vysledky
pak secteme napri¢ vSsemi potomky. Ponékud prehlednéjsi zapis rika

minimax(X) = Z minimax(n) - P(n),
n...child of X
kde X je uzel reprezentujici ndhodu, minimazx(n) je spo¢tena hodnota potomka n a P(n)
je pravdépodobnost, Ze nahodné zvolime pravé potomka n — tj. ¢islo na odpovidajici hrané
grafu.

S touto znalosti jiz cely graf snadno doplnime. Je vidét, Ze ocekdvany vynos zacinajictho
hrace je 0 a ziska ho za predpokladu, ze voli strategii cerveny.

Priklad 4.3.1.  Sestavte vhodny strom a nésledné jej vyfeSte pro nasledovné zadanou
nedeterministickou hru dvou hraci.

Zacinajici hrac si zvoli ¢islo 1, 2 nebo 3. Nésledné se hodi 3 mincemi. Padne-li na vSech z
nich stejna strana, souper si smi zvolit ¢islo -1 nebo 0. V opa¢ném pripadé vybere ¢islo 1 ¢i
2. Zacinajici hrac¢ obdrzi od soupefe ¢astku rovnou soucinu jejich ¢isel — v pripadé zaporného
soucinu naopak musi prisluSnou sumu protihraci zaplatit.

Priklad 4.3.2. Uvazme obrazkem zadany MINIMAX strom rozsifeny o vrcholy reprezen-
tujici ndhodu. Hodnoty dvou listti jsou neznamé, oznaceny jako a a b.
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a) Co musi platit pro hodnoty «a, b, aby optimalni strategie odpovidala tuéné vyznacené?
b) Necht b = 1. Co musi platit pro hodnotu a, aby maximalizujici hra¢ volil v prvnim
kole strategii left?

¢) Necht b = —1. Co musi platit pro hodnotu a, aby maximalizujici hra¢ volil v prvnim
kole strategii right?

Priklad 4.3.3.

Nejprve pro obrazkem zadany rozsifeny MINIMAX strom ovéite, ze optimalni strategie
zacinajiciho hrace je right.

Poté ukazte, Ze lze vhodné transformovat hodnoty listu tak, aby se optiméalni strategie
zménila na left. Transformace musi zachovat puvodni usporfadani mezi listy; tedy jestlize
m¢él list A pred transformaci mensi hodnota nez list B, bude tomu tak i po ni.

Priklad 4.3.4.
Uvazujeme rozsifeny MINIMAX strom s nezndmymi pravdépodobnostmi vétveni.

a) Necht p;; = % Co plati pro ps 1, p22, aby optimalni strategie zacinajictho hrace byla
right?
b) Co pro neznamé pravdépodobnosti plati obecné, ma-li byt optimalni strategie right?

c) Jak by musely vypadat hodnoty v listech, aby bez ohledu na hodnoty neznamych
pravdépodobnosti byla optimélni strategii right?
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5 Vyrokova logika

Vyrokové logika je zakladni formalismus, kterym mizeme modelovat jednoduché tvrzeni,
jejich pravdivost, vyplyvani a jiné vztahy mezi nimi. Stavi na pojmu vyrok, coz je elemen-
tarni tvrzeni, o jehoz pravdivosti ma smysl uvazovat. Vyroky reprezentujeme vyrokovymi
proménnymi, které s vyuzitim logickych spojek (a, nebo, pokud-pak atp.) muzeme skladat

vvvvvvvvvvvv

do slozitéjsich formuli a tim modelovat slozitéjsi tvrzeni (Jako napft. souvéti).

5.1 Syntax

Syntax vyjadiuje, jakym zptibem ve vyrokové logice zapisujeme platné formule — zatim vsak
bez toho, abychom jim pfifazovali néjaky vyznam. Prvni definice popisuje symboly, které
pouzivame...

Definice 11: Abeceda vijrokové logiky zahrnuje
e spocetné mnoho symbolta vyrokovych proménnych p,q,r,...,
e symboly pro logické spojky =, V, A\, =, & ...,
e pomocné symboly zavorek ( a ).

Ozn. P ={p,q,r,...} mnozinu symbolia vyrokovych proménnych.

. dalsi uz nam presné 1iké, jak vypadé spravné utvorené formule ve vyrokové logice.

Definice 12: Formule vyrokové logiky.
e Kazdy symbol p € P je formule.
e Jsou-li i, ¢ formule, pak rovnez —(), (@) V (), () A (¥), () = (), (¥) & (), ...
jsou formule.
Zavorkovd konvence umoznuje vynechavat prebyteéné zavorky, nedojde-li k poruseni sé-
mantické jednoznacnosti formule.
Ozn. F mnozinu formuli vyrokové logiky.

Poznate nyni spravné utvorenou formuli vyrokové logiky?

Piiklad 5.1.1. UvaZujte formule dle Definice [I2 Rozhodnéte, ktera z nasledujicich slov
jsou formule (neuvazujte zavorkovou konvenci, tj. zévorky musi presné odpovidat definici):

a) wy = =(-p)

o T

oL

)
) ws =
)
e)
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5.2 Sémantika

Sémantika popisuje, jak mame logické formule chépat, prifazuje celému formalismu konkrétni
vyznam. Prvni dilezity pojem, interpretace, vyjadiuje, zda konkrétni elementérni vyroky
povazujeme za pravdivé ¢i nepravdivé.

Definice 13: Interpretace I je zobrazeni I : P — {0, 1} pfifazujici pravdivostni hodnoty 0
(nepravda), 1 (pravda) jednotlivym vyrokovym proménnym mnoziny P.

V konkrétni interpretaci elementarnich vyroki pak mizeme vyhodnotit pravdivostni hodnotu
celé formule.

Definice 14: Valuace (téZ vyhodnoceni) piislusici interpretaci I je zobrazeni I : F — {0,1}
prifazujici pravdivostni hodnoty 0 (nepravda), 1 (pravda) jednotlivym formulim z F.
(Jednd se o rozsifent interpretace z atomickych formuli na vSechny formule podle sémantiky
logickych spojek. Presnd definice je induktioni a zde ji neuvddime.)

To s sebou pfinasi celou fadu pojmu, které blize popisuji vlastnosti dané formule, at uz
obecné, ¢i ve vztahu k dal$im formulim.

Definice 15:
e Formule ¢ je pravdivd v interpretaci 1, jestlize I(¢) = 1 (tj. vyhodnoti se v piislusné
valuaci na hodnotu 1). V opa¢ném piipadé je formule nepravdivd v interpretaci I.

e Formule ¢ je logicky pravdivd ¢ tautologie, jestlize je pravdiva v libovolné interpretaci.
e Formule ¢ je kontradikce, jestlize je nepravdiva v libovolné interpretaci.

e Formule ¢ je spinitelnd, jestlize je pravdiva v néjaké interpretaci. Tato splhujici inter-
pretace se nazyva modelem formule .

e Formule o, ¥ jsou sémanticky ekvivalentni, znaceno ¢ == 1), jestlize I(yp) = I(¢) pro
libovolnou interpretaci I.

Podivejme se na vse zblizka na vzorovém prikladeé.

Piiklad. M&jme formuli vyrokové logiky ¢ = p A (¢ = —p). Sestavte pravdivostni tabulku
formule ¢ a urcete

a) zda je o pravdiva v interpretaci I(p) =0, I(q) = 1,

b) zda je ¢ kontradikei ¢i tautologii,

¢) zda je ¢ splnitelné; pfipadné naleznéte néjaky jeji model.
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Pravdivostni tabulka formule vypada nasledujicim zptusobem.

. lplalp N (¢ = -p)
1/o/ol0 o 0 1 1
2lol1/0 0 1 1 1
3l1/o/1 1 0 1 0
401]1]1 0 1 0 0

Jednotlivé fadky odpovidaji riznym interpretacim (sloupecky p, ¢) a jim piislusicim valu-
acim jednotlivych ¢asti (podformuli) formule ¢ (nésledujici sloupecky). Sloupecek s tucné
vyznac¢enymi hodnotami odpovidé valuacim formule .

a) Formule ¢ je nepravdiva v interpretaci I, viz f. 2.

b) Formule ¢ neni ani kontradikei, ani tautologii. (VSechny zvyraznéné hodnoty by musely
byt 0, resp. 1.)

¢) Formule ¢ je splnitelna, nebot existuje interpretace, v niz je formule pravdiva. Viz f.
3 tabulky. Modelem formule ¢ (jedinym) je tedy interpretace I(p) =1, I(q) = 0.

Priklad 5.2.1. Pro formuli vyrokové logiky v = (r = p) V =(q A r) sestavte pravdivostni
tabulku a rozhodnéte, zda formule

a) je logicky pravdiva,
b) je splnitelné,
c) je pravdiva v interpretaci I, kde I(p) = I(q) =0, I(r) =1,
d) je kontradikce ¢ tautologie.
Naleznéte interpretaci I, kde I(q) = 0, takovou, Ze
e) 1 je pravdiva v I,
f) 1 je nepravdiva v I,
pripadné ukazte, ze takova interpretace neexistuje.

Priklad 5.2.2. Bez pouziti pravdivostnich tabulek rozhodnéte, zda jsou nasledujici formule
tautologie.

a) p=(p=(qN—q) =p
b) v=p=p) = @PAN-(¢=Dp)

Priklad 5.2.3. Mé&jme formuli vyrokové logiky ¢ = p = —(—q V r). Sestavte pravdivostni
tabulku formule ¢ a urcete

a) zda je ¢ pravdiva v interpretaci I(p) =0, I(q) = I(r) = 1,
b) zda je ¢ kontradikei ¢ tautologii,
c) zda je ¢ splnitelna; pripadné naleznéte néjaky jeji model.

Priklad 5.2.4. Y Mgéjme formuli vyrokové logiky ¢ = (p A q) < (=g A r). Bez pouZiti
pravdivostni tabulky urcete
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) zda je o pravdiva v interpretaci I(p) =0, I(q) = I(r) = 1,

Qo

=

) zda je ¢ kontradikei,
) zda je ¢ tautologii,

(@]

d) zda je ¢ splnitelna; pFipadné naleznéte né&jaky jeji model.
Priiklad 5.2.5. % Udejte ptiklad formule ¢ takové, ze:
a) o obsahuje pravé 3 rizné vyrokové proménné a je pravdiva pravé ve 3 interpretacich,

b) ¢ obsahuje pravé 3 rizné vyrokové proménné, je pravdiva pravé ve 3 interpretacich a

obsahuje pouze logickou spojku =.

c) ¢ je kontradikce, obsahuje pravé 2 rtizné vyrokové proménné, kazdou dvakrat.
(Uvazujte interpretaci jako zobrazeni pfifazujici hodnoty pravé vyrokovym proménnym vysky-
tujicim se v ©.)

Priklad 5.2.6. Zjistéte, kolik existuje vzajmené neekvivalentnich formuli vyrokové logiky

a) obsahujicich pouze 3 vyrokové proménné pq, po, p3 (i vicekrat),

b) obsahujicich pouze n vyrokovych proménnych py, ..., p, (i vicekrat),

¢) obsahujicich pouze n vyrokovych proménnych py, ..., p, (i vicekrat) pravdivych prave
v poloviné interpretaci.

5.3 Normalni formy

Normalni formy predstavuji specidlni zptsob zapisu, z kterého lze piimo vycist nékteré
sémantické vlastnosti formule. Zékladni stavebni kameny formuli v normalni formé jsou
literaly, znichz skladame klauzule, resp. dualni klauzule.

Definice 16:
e Literdl je vyrokova proménné nebo jeji negace.
o Klauzule je disjunkce literali.

e Dudlni klauzule je konjunkce literala.

Spojenim klauzuli konjunkci nebo dualnich klauzuli disjunkci ziskdme formuli v konjukntivni,
resp. disjunktivni normalni formé. Kdyz navic kazda klauzule obsahuje vSechny uvazované
vyrokové proménné, bavime se o uplné normalni forme.
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Definice 17: Uvazujme vyrokové proménné p, ..., p,.
e Formule je v konjunktivni normdlni formé (KNF), jedna-li se o konjunkei klauzuli (s
navzajem riznymi mnoZzinami literali).
e Formule je v disjunktivni normdlni formé (DNF), jedné-li se o disjunkci dualnich
klauzuli (s navzajem riznymi mnozinami literalii).

e Obsahuje-li navic kazda klauzule (resp. dualni klauzule) formule v KNF (resp. DNF)
kazdou z vyrokovych proménnych py,...,p, pravé jednou, hovoiime o wupiné konjunk-
tivni (resp. disjunktivni) normalni formé (UKNF, resp. UDNF)

Formule (pV—¢)A(=pV—qVr) je v KNF, ale neni v UKNF, protoze prvni klauzule neobsahuje
vSechny implicitné uvazované vyrokové proménné p,q,r. Ekvivalentni formuli v UKNF je
formule (pV =gV 7r)A(pV gV -r)A(=pV -qVr).

Pro pfevod do dplnych normalnich forem existuje pomérné piimocary algoritmus, ktery je
ilustrovan na nasledujicim piikladu.

Piiklad. Pomoci pravdivostni tabulky pievedte formuli p < ¢ do UDNF a UKNF.

Vytvoiime pravdivostni tabulku zadané formule a pro interpretace, v nichz je formule prav-
diva, piidame dualni klauzuli do UDNF; pro interpretace, v nichZ je formule nepravdiva,
piidame klauzuli do UKNF.
Klauzuli pro danou interpretaci I tvorime tak, ze pro kazdou vyrokovou proménnou p:

e je-li I(p) =0, pridame do klauzule literal p,

e je-li I(p) = 1, pfidame do klauzule literal —p.
V piipadé duélni klauzule pro kazdou vyrokovou proménnou p, je-li I(p) = 0, pridame literal
—p, je-li I(p) = 1, pridame literal p.

p | q | p< q | dudlni klauzule klauzule
0]0 1 (=p A —q)

o[1] o (pV —q)
110} 0 (—pVq)
1] 1 )

UDNF: (=p A—q) V (p A q)
UKNF: (pV =q) A (=p V q)

Piiklad 5.3.1. Pomoci pravdivostnich tabulek naleznéte UDNF (tiplnou disjunktivni nor-
malni formu) a UKNF (tiplnou konjunktivni normalni formu) formule ¢ = (r = p) V(g A7)
z Prikladu 5.2.1.

Priiklad 5.3.2. Pouzitim ekvivalentnich tprav naleznéte KNF nasledujicich formuli.
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Priiklad 5.3.3. Pouzitim ekvivalentnich dprav naleznéte DNF nasledujicich formuli.

a) kY =(peq)=(rvs)

b) p=(p=q) =r

c) n=(pV-(-r=9q)A(r=p)
Piiklad 5.3.4. Pomoci pravdivostni tabulky pievedte formuli 7 = —s do UDNF.
Piiklad 5.3.5. Pomoci pravdivostni tabulky pievedte formuli —r = (r A =s) do UKNF.

Piiklad 5.3.6. Ekvivalentnimi tpravami prevedte formuli (=g A7)V (r A =p) do UDNF.

5.4 Mnoziny formuli, splnitelnost, vyplyvani

Obcas je potieba pracovat s nékolika tvrzenimi zarovenn a zkoumat vztahy mezi nimi. Proto
zavadime néasledujici pojmy.

Definice 18: Mnozina formuli 7 je spinitelnd, jestlize existuje interpretace I, v niz jsou
pravdivé vSechny formule ¢ € 7. Potom fikame, Ze mnozina 7T je pravdivd v interpretaci I
a tato interpretace se nazyva modelem mnoziny 7. Neni-li mnozina splnitelna, mluvime o
mnoziné nesplnitelné.

Vsimnéte si, ze prazdnad mnozina & je splnitelné a je pravdiva v libovolné interpretaci. Déale
zavedeme pojem logického vyplyvani.

Definice 19: Formule ¢ logicky vyplyvd z mnoziny formuli T, zapisovano T F ¢, pravé kdyz
je formule ¢ pravdiva v kazdém modelu mnoziny 7T .

Jinak feceno, formule (zaveér) logicky vyplyva z mnoziny predpokladii, pravé kdyz je pravdiva
v kazdé interpretaci, v niz je pravdiva i mnozina pfedpokladii.

Vyplyva-li tedy formule ¢ z prazdné mnoziny, @ F ¢, jedna se o tautologii (rozmyslete si).
PiSeme jenom F ¢. V podobném duchu vynechaviame mnozinové zavorky, je-li mnozina

predpokladii jednoprvkova, tedy ¢ E ¢ namisto {¢} F ¢.

Nasledujici véta dale propojuje logickou spojku implikace s logickym vyplyvanim.
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Véta 20 (o dedukci): Logické vyplyvani {¢1, ..., ¥, } F ¢ plati, pravé kdyz plati vyplyvani
{¢i7 000 an—l} F wn = .

Nésledujici vzorovy pfiklad ilustruje pravé zavedené koncepty.

Priklad. Uvazujte mnozinu formuli 7 = {-p = r,=(q¢ Ar),p V =q}. Sestavte pravdivostni
tabulku mnoziny 7 a urcete

a) zda je T pravdiva v interpretaci I(p) = I(q) = I(r) = 0,
b) zda je T splnitelna; pripadné naleznéte néjaky jeji model,
c) zda plati logické vyplyvani T E p A =,

d) zda plati logické vyplyvani T F r = —q.

Pravdivostni tabulka mnoziny 7 vypada nasledujicim zpusobem.

L iplgq|r|-p=r —(gAr) pV-q|T |pA-r|r=-q
1101010 0 1 1 0 0 1
21001 1 1 1 1 0 1
310110 0 1 0 0 0 1
4 (0111 1 0 0 0 0 0
5 (17010 1 1 1 1 1 1
61|01 1 1 1 1 0 1
711]11]0 1 1 1 1 1 1
81111 1 0 1 0 0 0

a) Mnozina 7T neni pravdiva v interpretaci I, viz ¥. 1.

b) Mnozina T je splnitelna, nebot existuje interpretace, v niZ je mnozina pravdiva. Viz
napt. . 2 tabulky. Modelem mnoziny 7 je tedy napi. interpretace I(p) = I(q) = 0,
I(r)=1.

c) Vyplyvani neplati. Existuje interpretace, v niz je pravdivd mnozina T (pfedpoklad),
ale neplati zavér. Viz napt. T. 2.

d) Vyplyvani plati. Ve v8ech interpretacich, v nichz je pravdiva mnozina 7 (predpoklad),
je platny i zavér. Viz t. 2, 5, 6, 7.

Piiklad 5.4.1. Urcete splnitelnost nasledujicich mnozin formuli. Je-li mnozina splnitelna,
naleznéte néjaky jeji model. Vyhnéte se pouziti pravdivostnich tabulek.
a) k Ti={(p=q) Ar,gAr,r = s pA-s}

b) T2 ={(pVq) < rr-paq
Priklad 5.4.2. % Je mnozina formuli 7 = @ splnitelna? DokaZte.
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Priklad 5.4.3. Ukazte, Ze pro kazdou mnozinu formuli 7 existuje formule ¢, ktera je
pravdiva v téch interpretacich I, které jsou modelem 7T .

Piiklad 5.4.4. UvaZujte mnozinu formuli 7 = {r A =q,—~(—r A p),p = r}. Sestavte
pravdivostni tabulku mnoziny 7 a urcete

a) zda je T pravdiva v interpretaci I(p) = I(q) = I(r) =1,

b) zda je T splnitelna; pripadné naleznéte néjaky jeji model,

c) zda plati logické vyplyvani T FE r,

d) zda plati logické vyplyvani T F r A p.
Priklad 5.4.5. Uvazujte mnozinu formuli 7 = {(p = ¢) V -r, =p = s, =t VpV —q}.
Zadejte formuli ¢ tak, aby mnoZina 7 U {(} byla nesplnitelna.

Priiklad 5.4.6. Rozhodnéte, zda pro libovolnou neprazdnou mnozinu formuli 7 existuje
formule ¢ takova, Ze ¢ neni kontradikce a 7 U {®} je nesplnitelna. Své tvrzeni dokazte.
(Argumentujte formélné s vyuZitim pojmu interpretace, valuace atp.)

Priiklad 5.4.7. % Uvazujte mnozinu formuli vyrokové logiky 7 a formule ¢, 1». Rozhodnéte
o platnosti nasledujicich tvzeni:

a) Pokud TE@a T Ey, pak T E o V.
) Pokud T EpaT E, pak T E p A
) Pokud T E ¢ V4, pak T E ¢ nebo T E 1.
) Pokud TE @AY, pak TE@aTE.
) Pokud T E ¢, pak T E ¢ V9.
)
)

o o T

= D

Pokud T F ¢, pak T E o A 1.
Pokud T E ¢, pak T U{¢} E .
h) Pokud T U {9y} E ¢, pak T E ¢.
Piiklad 5.4.8. % Ukazte, ze logické vyplyvani T F ¢ plati, pravé kdyZz mnozina T U {—¢}
je nesplnitelna.

Pozndmka: Tato vlastnost odpovidd principu dikazu sporem. Znova ji uvidime v ¢dsti zabiyj-
vajict se rezoluct, kde ukazujeme vyplyjvani pomoci nesplnitelnosti mnoZiny formuli.

o

Piiklad 5.4.9. S vyuZitim véty o dedukei (a bez pouziti pravdivostnich tabulek) rozhodnéte,
zda je formule £ = p = (¢ = (—p = r)) tautologie, kontratikce, splnitelna formule.

5.5 Logické spojky

Se zakladnimi logickymi spojkami (V, A, =, =, ...) jsme se jiZ na intuitivni trovni setkali.

vvvvv

Definice 21: Sémantika n-drni logické spojky O je dana funkei fm : {0,1}" — {0,1}
nasledujicim zptsobem: Valuace formule v = (1, ..., ¢,) v interpretaci I je dana jako

I(YV) = foI(e1),---, I(pn)), kde I(¢1),...,I(p,) jsou valuace podformuli @1, ..., p, piis-
lusné interpretaci 1.
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Intuitivné, pro novou spojku mizeme zadat jeji sémantiku tabulkou (piedepisujici funkei fo)
a formule s touto spojkou pak odpovidajici zptisobem vyhodnocovat. Vsimnéte si rovnéz,
ze logické spojky nemusi byt nutné unarni (jako napf. —) nebo binarni (jako napf. V), ale
mohou mit libovolnou aritu.

Vyznam nové spojky ale mizeme definovat i ekvivalenci s jinou formuli. Lze tedy defino-

vat napf. nularni falsum (¢ili konstantni nepravdu) jako L &~ p A —p, ¢ implikaci jako
=1 = V.

Piiklad. Definujte nularni verum T (¢ili konstantni pravdu) ekvivalenci s jinou formuli.
Definujte disjunkci tabulkou.

Nularni verum: T :=pV —p.

Disjunkce:
Ll Y| pVy
11010 0
21011 1
31110 1
4111 1

Jesté zavedeme pojem uplného systému logickych spojek.

Definice 22: Mnozina logickych spojek tvoii uplny systém logickyjch spojek, pokud lze
formulemi obsahujicimi pouze spojky z dané mnoziny vyjadrit libovolnou logickou funkci
(vniméme-li formule jako funkce piifazujici zadané interpretaci svou valuaci).

Mnozina {—,V,A,=,<} tvori uplny systém logickych spojek (dikaz vynechavame). Ve
skutecnosti, jak dale uvidime, nam staci pouze spojky {—, =}. Zavést ostatni spojky pomoci
téchto dvou muiZze v mnoha piipadech usnadnit argumentaci o formulich (sta¢i uvazovat
o vlastnostech dvou spojek). V praxi (napf. pii tvorbé elektronickych obvodi) se jesté
pouzivaji tplné systémy logickych spojek {NAND} a {NOR}E], které si vystaci s jedinou
spojkou.

Priklad 5.5.1. % Kolik existuje riznych vzajemné neekvivalentnich n-arnich spojek?

Priklad 5.5.2. Uvazujte formule vyrokové logiky nad abecedou obsahujici pouze logické
spojky =, —. Zavedte spojky V, A, < jako syntaktické zkratky v tomto systému tak, aby
mély obvykly vyznam. (Tj. pro slova ¢ V¢, o A, p < 1), kde ¢, jsou spravné utvorené
formule, uved'te formule v uvazovaném systému, které jsou jimi reprezentovany.)

2pNAND® i~ —(p A1), PNORY = —(p V 1)
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Piiklad 5.5.3. Mé&jme formuli vyrokové logiky ¢ = —(p A (¢0r)) V (¢ = r). Urcete (napf.
tabulkou) sémantiku binarni logické spojky O tak, aby formule ¢ byla:

a) tautologie,

b) kontradikce,

c¢) ekvivalentni formuli p = ¢,
nebo konstatujte, ze formule nemiize danou podminku splnit. Odpovédi zduvodnéte.
Piiklad 5.5.4. Kolika zptisoby lze definovat sémantiku spojky O z bodu a) ptredchoziho
prikladu?
Priklad 5.5.5. Ukazte, Ze néasledujici mnoziny tvoii tplné systémy logickych spojek.
Vyjdéte z predpokladu, ze {=-, =} je uplny systém logickych spojek. (Tj. vyjadrete formule
v = 1 a =y pomoci formuli obsahujici pouze spojky z ptislusnych mnozin.)

a) % {NOR}

b) {NAND}
Priklad 5.5.6. Uvazujte ternarni logickou spojku A definovanou takto: A(p,,0) :~
(p = 1) A =60. Rozhodnéte, zda mnozina {A} tvoii aplny systém logickych spojek, a svou
odpovéd dokazte. MiZete vyjit z predpokladu, Ze {—, =} je aplny systém logickych spojek.
Priklad 5.5.7. Uvazujte spojku % definovanou takto: ¢ # 1 :~ =(p = 1). Rozhodnéte,
zda mnozina {#} tvoii uplny systém logickych spojek, a svou odpovéd dokazte. Muzete
vyjit z predpokladu, ze {—, =} je uplny systém logickych spojek.
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