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funkce Step counter

Funkce

1 jestlize program Py zastavi pro vstup y
Sc(x7 Y, Z) = béhem z kroku

0 jinak

je totalné vycislitelna.

Dukaz: interpreter z dikazu véty o numeraci rozsitfime o podcitani
instrukci [ |
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véta o parametrizaci

m funkci Ize definovat parametrizaci, tj. zafixovanim vybranych
argumentu jiné funkce

Véta 5.20 (véta o parametrizaci, s]' véta (Kleene))

Pro kazda m, n > 1 existuje totalné vycislitelna funkce
sM: N™1 N takova, Ze pro véechna e, y1, ..., Ym+n € N plati

(n) mn)

SOsrr7n(evy1a“-ayf‘n)('yrn—’_1 70 ’ym-‘rl’]) = (p(e y1 gooo 7Ym+n)-
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dikaz véty o parametrizaci

(p(s’,’;’)(e,y17,,,7ym)(ym+1, e 7mern) — gO(Sm—l-n)(

Dukaz: funkce s'(e, y1,...,ym) vraci index programu

begin
Xm+n = Xn;

Xm+1 = X1,
Xm = Ym;

X1 = Y1,
Pe
end
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vyuziti véty o parametrizaci

Lemma 5.21

Existuje totalné vyéislitelna funkce h : N°> — N takova, Ze pro
vsechna i,j, x € N plati

@n(i,j)(X) = (pi o p)(X).

Duiikaz:
m definujme funkei f : N® — N jako
f(iaj7 X) = (Qpi ° ij)(x) = @i(@j(X)) = (D(I, (D(j’ X))
m f je vyGislitelna a necht e je jeji index
m véta o parametrizaci fika, ze TVF s? splfiujici
Qosf(e,i,j)(x) = well,f, x) = f(i, ], X)
m klademe h(i,j) = s?(e, i,j) a tudiz h je totalné vycislitelnd
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translacni lemma

Dusledek 5.23 (translacni lemma)

Ke kazdé vydislitené funkci f : N> — N existuje totalné vydislitelnd
funkce r : N — N takova, Ze pro vsechna x, y € N plati

f(x,¥) = er(x)(¥)-

m nazyva se také neefektivni podoba véty o parametrizaci
m Ize zobecnit na vySSi poCty argumentd

Dukaz:
m necht e je index f
m véta o parametrizaci fika, Ze existuje TVF s! splfiujici
@s}(e,x)(y) = gpe(x,y) = f(X7y)
m klademe r(x) = sl (e, x) a tudiz r je totalné vycislitelna
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vyuziti translacniho lemmatu

m necht ¢ : N — S je (ne nutné totalni) numerace podmnoziny
unarnich vycislitelnych funkci S C P, ktera splnuje vétu o
numeraci, tj. existuje vycislitelna funkce ¢, : N2 — N takova, ze
pro vSechna x, y € N plati

Oy (X, y) = ¥x(y)

m dle translacniho lemmatu pak existuje totalné vycislitelna
funkce r splnujici

q’w(&)’) = SOr(x)(y) = wx(y)

m tedy r prevadi numeraci ) na standardni numeraci ¢
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programovaci systém/jazyk

m while-programy nejsou jedinym modelem algoritmu
B ukadZzeme nezavislost teorie na volbé formalismu

Definice (programovaci systém/jazyk)
Programovaci systém (Ci jazyk) pro PY) je dvojice L' = (T, ¢'), kde
T je mnoZina programti (syntaxe) a ¢ : T — PU) je sémantika
prifazujici kazdému programu j-arni vycislitelnou funkci.

m jazyk while-programu:
m muUzeme predpokladat, ze T = N
m programovaci jazyk by mél byt

m univerzalni — existuje univerzalni program
m efekiivni — programy Ize jednoduse skladat
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redukce a ekvivalence numeraci

Definice 6.1 (redukce a ekvivalence numeraci)

Numerace ¢ mnoZiny M se redukuje na numeraci )’ mnoziny M’
(piseme ) < '), pravé kdyz existuje totalné vycislitelna funkce
r: N — N takova, Ze pro vsechna i € dom(v)) plati

¢i = 7#;(/)-

Numerace 1, )’ jsou ekvivalentni (piseme 1 = 1)), prave kdyz
Y <yay’ <.

m jsou-li ¢, ¢’ dvé totaini numerace mnoziny PU), pak ¢ < ¢
znamena, ze systém (N, ) Ize efektivne prelozit do systému

(N,¢")
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vztahy numeraci

Véta 6.2

Necht pro kazdé j > 1 jsou v, ') totalni numerace mnoZiny PY).
Pokud ) splriuje vétu o numeraci a ' vetu o parametrizaci, pak
Y < ') pro kazdéj > 1.

Dikaz: proj=1
m (V) ma vygislitelnou univerzaini funkci

&y (1, x) = i(x)

m translaéni lemma pro ¢/’ fika, ze existuje totalni vycislitelna
funkce r takova, ze

Dy (i, X) = Yp((X)
m tedy ¢(1) < ¢’(1)
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vztahy ke standardni numeraci

Véta 6.2 (pokraCovani)

Necht pro kazdé j > 1 je /) totalni numeraci mnoziny PY) a oU) jeji
standardni numeraci. Pak v spinuje véty o numeracia
parametrizaci, pravé kdyZz pro kazdé j > 1 plati ) = 0.

Dukaz:
— plyne z pfedchozi véty
< ukazeme, Ze 1) spliuje vétu o numeraci '
m pro kazdé j > 1 je univerzalni funkce ¢, : N*1 — N pro 1
definovana vztahem
Oy (i X1, ) =P, x)

m z ) < o0 plyne existence totalng vy&islitelné funkce r : N — N
spifujici v = %)
Syl X1,...,X) =

m tedy ¢, je vyCislitelna
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vztahy ke standardni numeraci

< ukazeme, Ze v spliuje vétu o parametrizaci
m necht m,n>1
m z ) < p(mtn) plyne existence totalné vycislitelné funkce

r N —N SpanJICI M — <p£?,7)+”)
m z oM < () plyne eX|stence totélné vyCislitelné funkce

s : N — N splfiujici <p, ws(,

w(ern (y17 s ’ym+”) =

m jelikoz g(i, y1,...,¥m) = s(sP(r(i), ¥1,.-.,¥m)) je totélné
vycislitelna funkce, 1 spliuje vétu o parametrizaci ]
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pripustna numerace

Definice 6.3 (pfipustna numerace)

Totalni numerace vycislitelnych funkci je pripustna (efektivni), pokud
pro ni plati véty o numeraci a parametrizaci.

véty o numeraci a parametrizaci jsou nezavislé, tedy
m existuje numerace, pro kterou plati véta o numeraci, ale neplati
véta o parametrizaci
m existuje numerace, pro kterou neplati véta o numeraci, ale plati
véta o parametrizaci
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numerace totalne vycislitelnych funkci

Véta 6.5

Necht ) je totalni numerace vSech unarnich totalné vycislitelnych
funkci. Pak univerzaini funkce ®,, : N> — N definovana jako

&y (1, X) = ¥i(X)

neni vycislitelna.

Dukaz: diagonalizaci [

Dusledek 6.6

Neexistuje pfipustna totalni numerace vsech totalnich vycislitelnych
funkci.
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rekurzivni mnoziny

Definice 7.1 (rekurzivni mnozina)

Mnozina A C N¥ je rekurzivni, pokud existuje totalné vydislitelna
funkce f : N¥ — N takova, Ze

A=f1{1) ={(x,...,xk) e NC| f(xq,...,x) =1}

Funkce f se nazyva rozhodovaci funkce pro A.

m rekurzivni mnoziné se také fika rozhodnutelna &i resitelna
m priklady rekurzivnich mnozin:

IB107 Vygislitelnost a sloZitost: véta o parametrizaci, programovaci systémy™ ,, rekurzivni mnoziny 15/18



rekurzivni mnoziny

Tvrzeni

A C NX je rekurzivni, pravé kdy? je jeji charakteristicka funkce
xa : NK — N definovana vztahem

1 pokud(xq,...,Xx) € A
XA(X1,5 -y Xk) =

0 jinak

totalné vycislitelna.

Dukaz:
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vlastnosti rekurzivnich mnozin

Véta 7.4

Jestlize A C N¥ je konedna mnoZina nebo N¥ <. A je koneéna, pak A
Je rekurzivni.

Dilkaz:
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vlastnosti rekurzivnich mnozin

Lemma 7.5

Necht A, B C N¥ jsou rekurzivni mnoZiny. Pak i mnoZiny A, AU B a
AN B jsou rekurzivni.

Dukaz:
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