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respektovani funkci

Definice 9.2 (respektovani funkci)

Mnozina A C N respektuje funkce, jestlize plati

iecAagpi=pp = jeA

m A respektuje funkce, pravé kdy? A respektuje funkce
m)N

m konecna neprazdna mnozina A C N

m {/| p;je prosta}

m {i| W, ={42}}
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1. Riceova véta

Véta 9.1 (1. Riceova véta)

Neprazdna viastni podmnoZina N (tedy A splriujici ) # A C N), ktera
respektuje funkce, neni rekurzivni.

Diikaz: (sporem)
m predpokladejme, ze A je rekurzivni
m necht e je prazdna funkce (dom(e) =) a {i| pi=¢} C A
m necht 6 je néjaka vycislitelna funkce splnujici {i | ¢; =0} C A
m necht f(/) je totalné vycislitelna funkce vracejici kod programu

begin x, := &(i,); x; := 6(x;) end

m tedy f(i/) € A < i € K atudiz K je rekurzivni (spor) [ |
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pouziti 1. Riceovy véty

A = {i | pj je prosta} neni rekurzivni

Existuji nerekurzivni mnoziny, které nerespektuji funkce.
(Jejich nerekurzivita neni diisledkem 1. Riceovy véty.)
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dusledky 1. Riceovy veéty

Mnozina vSech indext programl s danym vstupné-vystupnim
chovanim, ktera neni rovna @ nebo N, neni rekurzivni.

Neni rozhodnutelné, zda ma funkce ¢; danou netrivialni
vlastnost, ktera neni zavisla na jejim indexu.

Neni rozhodnutelné, zda jsou dvé vycislitelné funkce identické
(nebo dva algoritmy/while-programy sémanticky ekvivalentni).
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1. Riceova véta pro relace

Definice 9.6 (respektovani funkci relacemi)

MnozZina R C NK respekiuje funkce, jestlize (ay,...,ax) € R a
Pa; = Pbys -- -5 Pa, = Pb, IMplikuje (b1, ..., bx) € R.

(,) | vi = ¢}

m {
m {7, k) [ i(3) + ¢(4) = »k(5)}

Véta 9.7 (1. Riceova véta pro relace)

Necht R C N¥ respektuje funkce. Pak R je rekurzivni, pravé kdyZ
R = () nebo R = Nk,

IB107 Vycislitelnost a slozitost: Riceovy véty, redukce 6/20



2. Riceova véta

Véta 9.9 (2. Riceova véta)
Necht A C N respektuje-funkee a necht existuji vycislitelné funkce
0,6 : N — N takove, Ze § < ¢ a dale:
m{i|lpi=0}CA
m{i|pi=0}CA
Pak A neni r.e.

Dukaz: [ 0() jeli pi(i) definovano
§0) = { 6(j)  jinak

m ¢ je vycislitelna (priklad 2.10 ze cviceni)

m existuje TVF f splnujici £(7, /) = ¢¢(;y(Jj) (translacni lemma)
mpak f()c A < icK,tedy K=F""(A)

m vzor r.e. mnoziny pfi TVF f je r.e. mnozina

m ov8em K neni r.e. a proto ani A neni r.e. |
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pouziti 2. Riceovy véty

B = {i | ¢; neni totalni} nenir.e.

Existuji mnoziny, které nejsou r.e. a nelze to dokazat 2. Riceovou
vétou. Napriklad {i | ¢i(x) = 1 pro vSechna x}.
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3. Riceova véta

Véta 9.11 (3. Riceova véta)
Necht A C N respektuje-funkee a necht existuje vycislitelna funkce
6 : N — N splnujici:
m{i|pj=0}CA
m {i| ¢; <0 adom(y;) je koneéna mnozina} C A
Pak A neni r.e.

Dukaz: L jestlize P; zastavi na i béhem j krokd

uiJ) :{ 0(j) jinak

m . je vyCislitelna

m existuje TVF f spinujici u(/, j) = ¢¢;y(J) (translacni lemma)
micK = (pf(,')za - f(I)EA

micK = dom(yyg;)jekoneCnaa pr;y <0 = f(i)cA
mcelkemic K < f(i)c A tedy K=F""1(A) ... u
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pouziti 3. Riceovy véty

C = {i | p; = f}, kde f je pevné zvolena totalné vycislitena funkce,
nenir.e.

Mnozina vSech indexd programu s danym nekonecnym
vstupné-vystupnim chovanim neni rekurzivné spocetna.

Existuji mnoziny, které nejsou r.e. a nelze to o nich dokazat
Riceovymi vétami.
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intuice pro redukci

A= {neN|nje délitelné 13}
B = {n e N| nje délitelné 26}
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intuice pro redukci

K = {i € N | (i) je definovano}
B = {n e N| nje délitelné 26}
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redukce

Definice 10.1 (m-redukce, m-ekvivalence)

Necht A, B C N. Rekneme, Ze A se m-redukuje na B, piseme
A <pm B, pravé kdyz existuje totalné vycislitelna funkce f : N — N
takova, Ze
xeA < f(x)eB.
Funkci f nazveme redukci A na B.
A a B jsou m-ekvivalentni, psano A =m, B, pokud A<, B a B <, A.

Plati A<p,Ba B<;n C = A<y C (1. <pje tranzitivni).
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priklad redukce

K ={i| ¢i(i) je definovano}
J ={ifpi(i) =1}

K<md:
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priklad redukce

K ={i| ¢i(i) je definovano}
J ={ifpi(i) =1}

J<np K:
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redukce a rozhodnutelnost

Véta 10.3

Necht A <, B.
B je rekurzivni = A je rekurzivni

B je rekurzivné spoCetna —> A je rekurzivné spocetna

Dukaz: A <, B, tedy existuje totalné vycislitelna funkce f splnujici
xceA <= f(x)eB
B je rekurzivni, tedy x g je totalné vycislitelna

Bjer.e., tedy B = dom(g) pro néjakou vycislitelnou funkci g
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redukce a rozhodnutelnost

Dusledek 10.4

Necht A <, B.
A neni rekurzivni = B neni rekurzivni
A neni rekurzivné spocetna — B neni rekurzivné spocetna

Dusledek

Necht A=, B.
A je rekurzivni <= B je rekurzivni

A je rekurzivné spoCetna < B je rekurzivné spocetna
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typické aplikace

m dikaz (¢aste€né) rozhodnutelnosti A

m dUkaz nerozhodnutelnosti B
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r.e. mnoziny a K

Véta 10.5

Je-li A C N rekurzivné spocetna, pak A <m, K.

Dukaz: Necht g je vycislitelna funkce splnujici A = dom(g).

begin
y = g(i);
Xy =1
end
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tézka a uplnd mnozina

Definice 10.6 (t€zka a Uplna mnozina)

Necht C je tfida podmnozin mnoZiny N a A C N. Rekneme, Ze A je
C-tezka, pravé kdyZ pro kazdou mnoZinu B € C plati B <, A. Je-li
navic A € C, pak A nazyvame C-Uplna nebo uplna ve tride C.

Véta 10.7

Mnozina K je dUplna ve tfide vSech rekurzivné spocetnych mnoZzin.
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