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Uvod
Tady bude tvod.

Luk&as Vokiinek

Sylabus prednasky

Tady bude sylabus.

iii



1. Problémy teorie cisel

1 Problémy teorie cisel

Prirozena a cela ¢isla jsou nejjednodussi matematickou strukturou, zkoumani jejich vlastnosti vsak
postavilo pred generace matematiku celou fadu velice obtiznych problému.

Casto jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat, piesto vsak dodnes nezndme jejich
reseni.

V nékolika pfednaskach se ted budeme zabyvat tilohami o celych éislech. Pievazné v nich ptjde
o délitelnost celych ¢isel, poptipadé o feseni rovnic v oboru celych nebo pfirozenych cisel.

God made integers, all else is the work of man. (L. Kronecker)

Priiklady problémi teorie cisel

e problém prvociselnyjch dvojéat — rozhodnout, zda existuje nekonetné mnoho prvocisel p ta-
kovych, ze i p + 2 je prvocislo;

e problém existence lichého dokonalého ¢isla — tj. ¢isla jehoz soucet délitelu je roven dvojnasobku
tohoto ¢isla;

e Goldbachova hypotéza (rozhodnout, zda kazdé sudé ¢islo vétsi nez 2 je mozno psat jako soucet
dvou prvocisel);

e velkd Fermatova véta (Fermat’s Last Theorem) — rozhodnout, zda existuji kladn4 celd ¢isla
n, x, y, z tak, ze n > 2 a plati ™ 4+ y™ = 2™; Pierre de Fermat jej formuloval cca 1637,
vytesil Andrew Wiles v roce 1995.

Diofantické rovnice

V kouzelném meésci médme neomezené mnozstvi dvoukorun a pétikorun. Jaké ¢dstky muzeme za-
platit tak, aby nebylo potifeba vracet?

Ptame se tedy, pro ktera prirozend ¢isla n existuji pfirozend k, £ tak, aby
2k 4+ 5¢ = n.

Asi se dé veelku snadno uvérit, ze libovolnou vyssi ¢astku takto zaplatime, po pravdé jakoukoliv
castku s vyjimkou 1 K¢ a 3 Ke.
S vracenim pak zvladneme zaplatit libovolnou ¢éastku, tj. kazdé n 1ze vyjadrit jako

2k +50=n

pro néjaka celd k, £.
Umime to pro jakékoliv hodnoty minci? Jak by to dopadlo tieba pro 7k + 11¢ = n? A jak pro
4k + 60 = n?

2 Daeélitelnost

Zakladni motivaci pro nds bude dukaz véty o rozkladu ¢éisla na soucin prvocisel a zejména jed-
noznacénost tohoto rozkladu, kterd nam napiiklad umozni snadno vypsat vSechny délitele daného
¢isla (vybereme z rozkladu libovolnou kolekei ¢initeltl). Vysvétlime nyni krétce, jak jednoznaénost
rozkladu souvisi s délitelnosti: Pro konkrétnost ukdzeme, pro¢ nemiize nastat rovnost 2-7 = 3-5;
pravé strana je totiz souc¢inem lichych ¢isel a je tedy lichd, zatimco leva strana obsahuje ¢initel
2 a je tedy sudd. Podobny argument bude fungovat i pro prvoéisla riuzna od 2, pokud dokazeme
ndsledujici: Soucin ¢isel, kterd nejsou délitelnd prvocislem p nemuze byt délitelny p (pfipadné
obmeénou, pokud je soucin ¢isel délitelny prvocislem p, pak musi byt délitelny p néktery z initela).



2. Delitelnost

Poznamenejme, ze v nékterych ¢iselnych oborech jednozna¢nost rozkladu neplati, napi. 2-3 =
(1 —v/=5) - (14 +/=5) jsou dva rizné rozklady ¢fsla 6 v éiselném oboru vech téch komplexnich
¢isel, kterd lze vyjadiit ve tvaru a + by/—5 (a opravdu se tam jedna o ,prvoéisla®). Budeme tedy
muset vyuzit néjaké netrividlni vlastnosti celych cisel.

Definice. Rekneme, 7ze celé ¢islo a déli celé éislo b (neboli ¢islo b je délitelné cislem a, té7 a je
delitel a neboli b je ndsobek a), prave kdyz existuje celé ¢islo ¢ tak, ze plati a - ¢ = b. PiSeme pak
a|b.

Snadno se vidi, ze délitelnost je usporddani na pfirozenych (tedy nezdpornych celych) éislech,
tj. splituje reflexivitu a | a, tranzitivitu a | b | ¢ = a | ¢ a antisymetriia | b|a = a =b. Je
vcelku uziteéné mit predstavu o Hasseho diagramu tohoto uspotfadéni:

| |

2

\V]

3

N
%

V oboru vsech celych ¢isel uz délitelnost antisymetricka neni, nebot —a | a. Pokud v Hasseho
diagramu nahradime kazdé nenulové ¢islo a dvojici +a, dostaneme velice dobrou predstavu o
deélitelnosti na vsech celych ¢&fslech. (Obecné relace < splitujici pouze reflexivitu a tranzitivitu se
nazyva predusporadani a a ~ b < a < b < a zadavé relaci ekvivalence, na jejimz rozkladu uz je
< usporadénim.)

Daéle nas budou zajimat algebraické vlastnosti délitelnosti, které za chvili o néco prehlednéji
prepiseme do vlastnosti kongruenci:

N

3

albANalec = alb+chal|b-c
a|lb<=ac|bc (c#0)

Priklad. Zjistéte, pro kterd piirozend &isla n je éislo n? + 1 délitelné éislem 3.
Resend. Uvidi se, ze zalezi pouze na zbytku n po délenf t¥emi.
Priklad. Zjistéte, pro kterd piirozend é&isla n je éislo n? + 1 délitelné ¢islem n + 1.

Déleni se zbytkem

7 v

Véta 1 (o déleni celych &isel se zbytkem). Pro libovolné zvolend celd ¢isla a, m > 0 existugi
jednoznacné uréend éisla g € Z, r € {0,1,...,m — 1} tak, Ze a = gqm +r.

Diikaz. Prvné dokdzeme pro a > 0 indukci: pro a < m zfejmé, pro a > m pak rekurzivné s
vyuzitim vysledku pro a — m (podil je potfeba zvétsit o 1, zbytek zustane stejny). Piipad a < 0
1ze snadno prevést na (—a — 1) > 0. O

Cislo q, resp. 7 z véty se nazyvé (netplny) podil, resp. zbytek pii déleni &isla a cislem m se
zbytkem. Vhodnost obou néazvu je ziejmé, piepiSseme-li rovnost a = mq + r do tvaru

a T " r
— =q+ —, plitom 0<— <1
m m m

Priklad. Dokazte, ze jsou-li zbytky po déleni ¢isel a,b € Z ¢islem m € N jedna, je jedna i zbytek
po déleni ¢isla ab ¢islem m.



3. Spolec¢ni délitelé a spolecné nasobky

3 Spolecni délitelé a spolecné nasobky

Nejvétsi spoleény délitel (ged)

Protoze jde, jak si ukdzeme, o relativné rychlou proceduru, je i v modernich algoritmech velmi
Casto vyuzivana.

Definice. Méjme pfirozend ¢isla a, b. Libovolné pfirozené ¢islo m takové, ze m | a, m | b se
nazyva spolecny délitel ¢isel a, b. Spolecny délitel ¢isel a, b, ktery je délitelny libovolnym spoleénym
deélitelem téchto ¢isel, se nazyva nejuétsi spolecny délitel ¢isel a, b a znadi se (a,b). (Jednd se o
infimum vzhledem k délitelnosti.)

Napiiklad (12,16) = 4: spolecni délitelé jsou 4, 2, 1, nejvétsi z nich (vzhledem k délitelnosti)
je 4.

4/12
\2

——N— ik —0— 5

/ N/

6\3
e

Pozndmka. Pfimo z definice plyne, Ze pro libovolné a,b € N plati (a,b) = (b,a), (a,1) = 1,
(a,0) = a.

Definici lze snadno rozsifit i na libovolnd celd ¢isla a, b. Budeme pozadovat, aby nevjétsi
spoleény délitel byl nejvétsi mezi nezdpornymi spoleénymi déliteli, tim bude jednoznaéné urceny.

Definice. Méjme pfirozend ¢isla a, b. Libovolné pfirozené ¢islo m takové, ze a | m, b | m se nazyva
spolecny ndsobek ¢isel a, b. Spoleény nésobek ¢isel a, b, ktery déli libovolny spoleény nasobek téchto
¢isel, se nazyva nejmensi spolecny ndsobek ¢isel a, b a znadf se [a, b).

Poznamka. Analogicky se definuje i nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény ndsobek vice nez
dvou celych ¢isel a snadno se nasledné dokaze, ze plati

(ala .- -,Cln) = ((ah v aan—l)aa'rb)a

[a1,...,an] = [la1, ..., an-1], an]-

Eukleidav algoritmus

Dosud jsme nijak nezduvodnili, zda pro kazdou dvojici a,b € Z &isla (a, b) a [a,b] vibec existuji.
To si lze hezky predstavit ptes rozklad na prvocinitele, ale ten je vypocetné velmi néro¢ny (RSA)
a navic k jeho odvozeni budeme existenci nejvétsitho spoleéného délitele vyuzivat.

Pokud vsak existuji, jsou urcena jednoznac¢né: Pro kazda dveé ¢isla mq, me € Ny totiz podle
definice plati, ze pokud m; | mg a zdroven my | my, je nutné m; = my. Dikaz existence ¢isla (a, b)
podéme (spolu s algoritmem jeho nalezen{) v nédsledujici véte.

Véta 2 (Euklidav algoritmus). Necht a; > ag jsou prirozend &isla. Pro kazdé n > 3, pro kieré
an_1 # 0, oznacme a, zbytek po délent ¢isla a,_o éislem an_1. Pak po koneéném poctu kroki
dostaneme a, =0 a plati a,—1 = (a1, az).

Dukaz. Jelikoz plati ag = a1 — qgag, dostdvame (a1, a2) = (as,a2) = (ag,a3) a nejvétsi spoleény
delitel tedy zustava stéle stejny, pricemz (a,—1,a,) = (a,-1,0) = ap_1. O

Algoritmus a dukaz jeho korektnosti demonstrujeme na piikladu:
Priklad. Urcete nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 10175 a 2277.
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Vlastnosti gcd

Pozndmka. Z definice, z piedchoziho tvrzeni a z toho, Ze pro libovolnd a,b € Z plat{ (a,b) =
(a,—b) = (—a,b) = (—a,—b), plyne, Ze existuje nejvétsi spoleény délitel libovolnych dvou celych
Cisel.

Véta 3 (Bezoutova). Pro libovolnd celd ¢isla a1, aq exzistuje jejich nejuétsi spolecny délitel (aq, as),
pritom existuji celd ¢isla ky, ko tak, Ze (a1,a2) = kiay + kaas.

Dukaz. Pii prvni z metod se nejvétsi spoleény délitel (a1, as) rekurzivné pocitd jako (ag,as) a je
vyjadien jako celo¢iselnd kombinace as, as pficemz se nasledné nahradi as = a1 — qas celociselnou
kombinaci aq, as.

Druhd metoda funguje z druhé strany a pfi poc¢itani a1, as,as, - .., a._1,a, = 0 zaroven pocita
i vyjadreni kazdého a,, jako celo¢iselné kombinace a1, as, viz ptiklad. O

Disledek. Pro libovolnd celd ¢isla ay,aq lze jako celoc¢iselné kombinace n = kiay + koas vyjddrit
pravé ndsobky nejuétsiho spolecného délitele (aq,as).

Priklad. Vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele pomoci Euklidova algoritmu je s vyuzitim vypocetni
techniky i pro relativné velkd ¢isla pomérné rychly. V nasem piikladu to vyzkousime na 2 ¢islech

A, B, z nichz kazdé je souc¢inem dvou 101-cifernych prvocisel. Vimnéme si, ze vypocet nejvétsiho

spole¢ného délitele i takto velkych ¢isel trval zanedbatelny cas.

p = next_prime (5x10°300)
q = next_prime (3x10°300)
r = next_prime (2x10°300)
A=p=x*xq; B=p xr
ged (A, B)

Piiklad v systému SAGE lze vyzkouSet na https://cocalc.com/|

Poznamka. Eukliduv algoritmus a Bezoutova véta jsou zdkladnimi vysledky elementarni teorie
Cisel a tvori jeden z pilifu algoritmu algebry a teorie Cisel.

Nesoudélnost

Definice. Cisla a,b € Z se nazyvaji nesoudélnd, jestlize plati (a,b) = 1. Cisla ay,as,...,a, € Z
se nazyvajl po dvou nesoudélnd, jestlize pro kazdé i # j plati (a;, a;) = 1.

Véta 4. Pro libovolnd prirozend éisla a, b a jejich nejvétsiho spolecného délitele (a,b) = d jsou
¢isla a/d, b/d nesoudélnd.

Driikaz. Dokézeme obecnéji pro libovolné d | (a,b) vztah (a/d,b/d) = (a,b)/d, tvrzeni je pak
specidlnim piipadem. Cislo k je spoleény délitel ¢isel a/d, b/d, prave kdyz

kla/d, k|b/d<=kd|a, kd|b< kd| (a,b) < k| (a,b)/d
a nejvetsi takové k je tedy (a,b)/d. O
Pozndamka. Diagramaticky lze predchozi dikaz zndzornit takto:
a b a/d b/d

N N

O/ e— (a,b)/d
4


https://cocalc.com/

4. Prvocisla

Véta 5. Pro libovolnd prirozend éisla a, b, ¢ plati: jestlize ¢ | ab, (¢,a) =1, pak ¢ | b.

Diikaz. Zjevné ¢ | ¢b a podle piedpokladu také ¢ | ab, musi tedy ¢ délit i jakoukoliv jejich
celo¢iselnou kombinaci; pritom podle Bezoutova lemmatu kc + la = 1, takze

c|(k-cb+1-ab) = (kc+la)b=0b. O

Nejmensi spoleény nasobek

Véta 6. Pro libovolnd prirozend &isla ay,as existuje jejich nejmensi spolecny ndsobek [aq,aq] a
plati (a1,as2) - [a1, az] = aras.

Drikaz. Nejlépe se vidi pres rozklad na soucin prvocisel. Jinak se vSe prvné pievede na pripad
(a1,a2) = 1 a pak ag | x implikuje ajag | a1z, symetricky a; | x implikuje ajas | asx a jejich
celociselnou kombinaci pak dostaneme ajas | (ka; + lag)r = z. Jinymi slovy kazdy spolecny
nasobek a1, as je nasobkem ajas a tento je tedy nejmensi spolecny nasobek. O

4 Prvocisla

vétou o jednozna¢ném rozkladu libovolného ptirozeného ¢isla na soucin prvocisel, ktera je silnym
a u¢innym nastrojem pii feSeni celé fady uloh z teorie Cisel.

Definice. Kazdé prirozené ¢islo n > 2 méa aspon dva kladné délitele: 1 a n. Pokud kromé téchto
dvou jiné kladné délitele nema, nazyva se prvocislo. V opa¢ném piipadé hovotime o sloZeném cisle.

V dal$im textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p. Nejmensi prvocisla jsou 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ... (zejména &islo 1 za prvocislo ani za ¢éislo slozené nepovazujeme,
je totiz invertibilni, neboli tzv. jednotkou okruhu celych éisel). Prvocisel je, jak brzy dokazeme,
nekoneéné mnoho, mame ovSem pomérné limitované vypocetni prostiedky na zjisténi, zda je dané
¢islo prvoéislem (nejvetsi znamé prvocislo 282589933 — 1 m4 pouze 24 862 048 cifer).

Zakladni véta aritmetiky

Uved'me nyni vétu, kterd udéava ekvivalentni podminku prvoéiselnosti a je zédkladni ingredienci pii
dukazu jednoznacnosti rozkladu na prvocisla.

Véta 7 (Euklidova o prvoéislech). Prirozené ¢islo p > 2 je prvocislo, prdavé kdyz plati: pro kazdd
celd éisla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

Diikaz. Jedna se o reformulaci Véty [5| pro ¢ = p prvoécislo s tim, ze podminka (p,a) = 1 je
ekvivalentni tomu, ze p t a (to lze vidét naopak tak, ze (p,a) = p je ekvivalentni p | a). O

Véta 8. Libovolné prirozené c¢islo n > 2 je mozné vyjadrit jako soucin prvocisel, pricemz je toto
vyjddrend jediné, nebereme-li v vahu poradi éiniteli. (Je-li n prvocislo, pak jde o ,,soucin® jednoho
prvodcisla.)

Diikaz. Existence se dokéze jednoduse metodou rozdél a panuj: Pokud n je prvoéislo, méme ho-
tovo, jinak jej rozdélime na soucin dvou mensich ¢isel, na obé aplikujeme indukci a souciny dame
dohromady.

q1 - -+ q- Protoze py déli soucin vlevo, musi délit i sou¢in vpravo a podle Eukleidovy véty néktery
z Cinitel g;; protoze se jednd o prvocisla, py = ¢;. Vydélenim timto prvocislem dostaneme éislo
mensi nez n a jeho dva rozklady, na néz muzeme pouzit indukei. O
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5. Kongruence

5 Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ackoliv je to pojem velice jednoduchy, jeho dulezitost a
uzite¢nost v teorii ¢isel je nedocenitelnd; projevuje se zejména ve struénych a prehlednych zapisech
nékterych i velmi komplikovanych dvah.

Definice. Jestlize dveé celd ¢isla a,b maji pii déleni pfirozenym ¢&islem m tyz zbytek, nazyvaji se
a, b kongruentni modulo m (téz kongruentnd podle modulu m), coz zapisujeme takto:

a=b (modm).
V opa¢ném piipadé fekneme, Ze a, b nejsou kongruentni modulo m, a piSeme
aZzb (modm).
Lemma. Pro libovolnd a,b € Z, m € N jsou ndsledujici podminky ekvivalentnsi:
1. a=b (mod m),
2. a=b+mt pro vhodnét e Z,
3. m|a—b.
Drikaz. Protoze se zbytky po déleni m periodicky opakuji s periodou m, dvé ¢isla ddvaji stejny

zbytek po déleni m, pravé kdyz se 1isi o nasobek m. O

Zakladni vlastnosti kongruenci

Kongruence modulo m je relace ekvivalence, jejiz t¥idy budeme nazyvat zbytkové tiidy modulo m;
jednd se o fadky v nasledujici tabulce:

-m 0 m
—-m+1 1 m—+1
-1 m—1 2m —1

Konkrétné tedy kongruence modulo m spliuje néasledujci vlastnosti:
e a =a (mod m), tj. kongruence podle modulu m je reflexivni,
e a =b (mod m) = b =a (mod m), tj. kongruence podle modulu m je symetrickd,

e a =0b(modm), b =c (modm) = a = ¢ (mod m), tj. kongruence podle modulu m je
tranzitivnd.

Nésledujici trividlni vlastnost se hod{ pfi poéitani s konkrétnimi ¢isly (zejména zdpornymi, kde
zbytek po déleni m neni tolik pouzivany a proto svadi k numerickym chybam, napt. 120 = —10 =3
(mod 13) prvné odectenim 130 a poté prictenim 13):

e K libovolné strané muzeme piicist libovolny nasobek modulu:

a=b (modm) = a=b+k-m (modm).

Nyni nasleduji algebraické vlastnosti, které dohromady fikaji, Zze v kongruenci muzeme v li-
bovolném polynomidlnim vyrazu vSechna vystupujici ¢isla nahradit ¢isly s nimi kongruentnimi
(zejména mensimi, aby se vyraz zjednodusil); to se ovSem netykd exponentu, kterymi se budeme
zabyvat pozdéji.



5. Kongruence

e Kongruence podle téhoz modulu muzeme scitat, tedy 1 vyndasobit tymz cislem:

a1 =b;  (mod m),

a4 = by (mod m) = a;+ay=b;+by (modm).

a=b (modm) = k-a=k-b (modm).

e Kongruence podle téhoz modulu muzeme ndsobit, tedy i umocnit na totéz éislo.

a; = by (mod m),

a5 =bs (mod m) = ay-as =b;-by (mod m).

a=b (modm) = da"=0b" (modm).

e Obeé strany kongruence muzeme vydélit ¢islem k, jestlize je nesoudélné s modulem.
k-a=k-b (modm), (k,m)=1 = a=b (modm).
Posledni sada vlastnosti se tyka vztaht mezi kongruencemi vzhledem k ruznym modulum,
vyuzijeme je az pozdéji, takze se na prvni ¢teni daji preskocit.

e Jestlize n | m, pak
a=b (modm) = a=b (modn).

Naopak pokud @ = b (mod n), dostdvdme m/n = k moznych feseni

a=b,a=b+n,...,neboa=b+ (k—1)n (mod m).

e Jestlize m = [my, ms] je nejmensi spoleény ndsobek, pak

a=b (modmi),a=b (modmy) & a=0b (modm).

e Obé strany kongruence a modul lze vynasobit nebo vydélit libovolnym ¢islem

a=b (modm) < k-a=k-b (modk-m).

Pozndmka. Nékteré vlastnosti kongruenci jsme jiz pouzivali, aniz bychom si toho povs§imli —
napiiklad priklad z minulého tydne lze pfeformulovat do tvaru

a=1 (modm),b=1 (modm) = ab=1 (mod m),

coz je specidlni pripad z predhoziho tvrzeni.

Nejde o ndhodu. Libovolné tvrzeni pouzivajici kongruence muzeme snadno piepsat pomoci
délitelnosti. Uzite¢nost kongruenci tedy netkvi v tom, ze bychom pomoci nich mohli fesit 1lohy,
které bez nich fesit nejsme schopni, ale v tom, Ze jde o velmi vhodny zpusob zépisu. Osvojime-li si
ho, vyrazné tim zjednodusime jak vyjadfovani, tak i nékteré uvahy. Je to typicky jev: v matematice
hraje vhodna symbolika velmi zavaznou 1lohu.

Priklad. Naleznéte zbytek po déleni éisla 52° &islem 26.

Priklad. Dokazte, ze pro libovolné prvocislo p a libovolné a,b € Z plati
a? + b’ =(a+b)? (mod p).

Priklad. Najdéte “inverzi” k ¢islu 39 modulo 47, tj. najdéte = takové, ze 39 -2 =1 (mod 47).
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Inverze modulo m
Véta 9. Je-li a nesoudélné s modulem m, tj. (a,m) =1, pak existuje Teseni
a-z=1 (mod m).

Toto Teseni znacime v = a~' a nazgvdme inverzi k a modulo m. Jakozto zbytkovd trida je toto
resent jediné.

Dukaz. Zobrazeni z (mod m) — a-x (mod m) na zbytkovych tiiddch je injektivn{ (to presné fika
vlastnost déleni: ax = ay = = = y); protoze je zbytkovych tiid na obou strandch stejné, totiz m,
jednd se o bijekci a jednicka 1 (mod m) md jediny vzor. O

Véta 10. Nechtf m € N, a,b € Z. Pokud (a,m) = 1, md kongruence
a-xr=0b (modm)

pravé jedno teseni x (mod m).
V obecném pripadé oznaéme d = (a, m). Pak md tato kongruence fesent pravé tehdy, kdyz d | b;
reSenim je pak prdvé d zbytkovych trid x (mod m).

1

Diikaz. Podle predchozi véty inverze a~' (mod m) existuje a vyndsobenim rovnice

a-x=b (mod m)

touto inverz{ dostaneme (jediné) feseni

r=a"'-b (modm).

V obecném piipadé d | m | (b — ax); protoze také d | a, dostdvdme opravdu d | b. Naopak,
pokud d | b, vydélime obé strany i modul nejvétsim spoleénym délitelem d a dostaneme pii oznaceni
a =a/d, b =b/d, m" = m/d ekvivalentn{ rovnici

a-z=b (modm')
kde jiz (a/,m’) = 1 podle Véty [4] Podle prvni &ésti dostaneme jediné feseni = (mod m'), kterému

odpovida pravé d feseni z (mod m). O

Algoritmus
Zacneme s ekvivalentni soustavou dvou kongruenci

m-x=0 (modm)
a-r=b

(mod m)

a vzdy prvni rovnici systému nahradime rovnici vzniklou ode¢tenim vhodného nésobku druhé
rovnice (tak abychom koeficient m nahradili jeho zbytkem po délen{ ¢islem a), dokud nedostaneme
koeficienty d a 0:

d-z=c (mod m)
0-z=k (modm)
Mame dvé moznosti:

e k& =0 a soustava, a tedy i puvodni rovnice, ma treSeni vzniklé z prvni rovnice vydélenim d,
totiz: = ¢/d (mod m/d)ﬂ

17Zde tvrdime, ze v pifpadé k = 0 uz bude automaticky d | ¢, coz je sice pravda, ale dokazovat to nebudeme; v
kazdém ptikladu to tak vyjde a neni potfeba to tedy v rdmci vypoctu pouzivat.
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e k£ # 0 a soustava, a tedy i puvodni rovnice, nemd feSeni.

Priklad. Reste 39z = 41 (mod 47)

Pozndmka. Teoreticky, i kdyz ne piili§ prakticky postup, pro jednoduchost v piipadé (a,m) = 1:
z Bezoutovy véty dostaneme ka + Im = 1, pouzijeme

a-x=b=(ka+Im)b=kab (mod m)

a vydélime a, takze x = kb (mod m). (Zbytecéné pocitdme koeficient I.)

Wilsonova véta

Pomoci véty o fesitelnosti linearnich kongruenci lze dokazat mj. vyznamnou Wilsonovu vétu
uddvajici nutnou (i postacujici) podminku prvoéiselnosti. Takové podminky jsou velmi vyznamné
ve vypocetni teorii ¢isel, kdy je tfeba efektivné poznat, je-li dané velké ¢islo prvocislem. Bohuzel
dosud neni zndamo, jak rychle vypocitat modularni faktorial velkého ¢isla, proto neni v praxi Wil-
sonova véta k tomuto tcelu pouzivana.

Véta 11 (Wilsonova). Prirozené ¢islo n > 1 je prvocislo, prdvé kdyz
(n—1)!'=-1 (mod n)

Dukaz. Pokud n nenf prvocislo, je nékteré z ¢isel 1,...,n—1 v soucinu (n— 1)! soudélné s n, proto
také cely souéin, a nemuze tedy byt kongruentni s —1.
Naopak, pokud napt. n = 7, pak

6!l=1-(2-4)-(3-5)-6=1-1-1-(-1)=-1 (mod 7),

kde do zdvorek jsme vzdy spdrovali ¢islo se svou inverzi (naopak je pak puvodni é&islo inverzi
k tomu sparovanému), takze sou¢in kazdé zavorky je 1. Jedind &isla, kterd nejsou spdrovéna s
z4dnym dalsfm jsou ta, co jsou sparovdna sama se sebou, tj. z7! = z neboli z? = 1. Véta
kterou bychom mohli dokézat bez problému nyni, #ika, ze to jsou pravé 1 a —1, proto soucin vzdy
vyjde=1-1---1-(-1) = —1. O

6 Soustavy linearnich kongruenci o jedné neznamé

Soustavy linearnich kongruenci

Mame-li soustavu linedrnich kongruenci o téze neznamé, muzeme podle predchozi véty rozhodnout
o Tesitelnosti kazdé z nich. V piipadé, kdy aspon jedna z kongruenci nemé feseni, nemé feseni
ani celd soustava. Naopak, jestlize kazda z kongruenci feSeni mé, upravime ji do tvaru = = ¢;
(mod m;). Dostaneme tak soustavu kongruenci

x=c; (mod my)

x=c¢p (mod my)
Ziejmé staci vytesit pripad k = 2, feSeni soustavy vice kongruenci snadno obdrzime opako-
vanym FeSenim soustav dvou kongruenci.
Cinska zbytkova véta (CRT)

Ve ¢tvrtém stoleti se ¢insky matematik Sun Ze (Sun Tsu) ptal na éislo, které pti déleni tfemi ddva
zbytek 2, pii déleni péti zbytek 3 a pfi déleni sedmi je zbytek opét 2.
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Véta 12 (Cinské zbytkovd véta). Necht my,...,my € N jsou po dvou nesoudélnd, cy, ..., c € Z.
Pak plati: soustava

x=c1 (mod my)

x=cp (mod my)
md jediné Teseni modulo my - mo - - - M.

Uvédomme si, ze jde o docela silné tvrzeni (které ve skutecnosti plati v podstatné obecnéjsich
algebraickych strukturdch), umoznujic{ ndm pfi pfedepséni libovolnych zbytka podle zvolenych
(po dvou nesoudélnych) modulu garantovat, Ze existuje ¢islo s témito predpsanymi zbytky.

Diikaz. Budeme se zabyvat pouze soustavou dvou kongruenci. Uvazujme zobrazeni
z (mod mimsg) — (z (mod my),z (mod ms)),

které zbytkové tiidé modulo mimsy pfitadi dvojici odpovidajicich zbytkovych tfid modulo m4
a modulo ma. Toto zobrazeni je injektivn{ (viz vlastnosti kongruenci: x = y (mod mq), ¢ = y
(mod my) = x = y (mod mims)). Na obou strandch pfitom mdme stejny pocet prvka mimeo,
jednd se tedy o bijekci a dvojice (¢1,c2) mé jediny vzor — tim je zbytkova tiida ¢ (mod mims)
takovd, ze ¢ = ¢; (mod mq), ¢ = ¢z (mod ms), tedy FeSeni soustavy. O

Obecny pripad

s

Véta 13. Necht ¢y, ca jsou celd éisla, my, ma prirozend. Oznacéme d = (my,mz) a m = [mq,ma].
Soustava dvou kongruenci

v pripadé c1 # co (mod d) nemd refent. Jestlize naopak ¢y = ca (mod d), pak existuje celé éislo ¢
tak, zZe x € Z vyhovuje soustavé, pravé kdyz vyhovuje kongruenci

z=c (modm).

Diikaz. M&-li soustava néjaké feSeni x € Z, plati nutné x = ¢; (mod d), © = ¢z (mod d), a tedy i
¢1 = ¢z (mod d). Odtud plyne, Ze v pripadé ¢; # co (mod d) soustava nemuze mit FeSeni.
Uvazujme opét zobrazeni

¢ (mod m)— (¢ (mod mq),c (mod ms)),

které zbytkové tfidé modulo m pfifadi dvojici odpovidajicich zbytkovych tiid modulo mq, mo.
Toto zobrazen{ je opét injektivni. Pocitejme dvojice tiid ze zadani, tj. takové, ze ¢; = co (mod d).
Libovolné ¢; (mod my) uréuje c2 (mod d) a to odpovidd pravé ms/d tfiddm cg (mod mg). Do-
hromady tak je téchto dvojic my - (ma/d) = [m1, ma] = m a zobrazeni je opét bijekce (jen jsme
potiebovali zmensit mnozinu napravo ze vSech dvojic na ty “kompatibilni”). Zbytek dukazu je
stejny. O

Algoritmus

Prvné obména na algoritmus pro jednu rovnici: soustavu

x=c (modmy)

z=cy (mod ms)

10
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pfepiseme na ekvivalentni

me-x =mg-c; (mod mims)

my-x=my-ce (mod mims)

a vytresime podobné jako predtim postupnym odéitanim.
O néco lepsi byva prevedeni prvni rovnice na “parametricky” tvar x = m; -t + c¢1, dosazeni do
druhé rovnice
my-t+c1 =co (mod ma),
vyfeSeni vzhledem k t, dosazeni do x = mq - t + ¢; a pfevedeni na “implicitni” tvar.

Priklad. Reste systém kongruenci

z= 1 (mod 10)
z= 5 (mod 18)
x=-4 (mod 25).

Resend. Vysledkem je 2 = 221 (mod 450).
Cinskou zbytkovou vétu muzeme pouzit také ,,v opaéném sméru®.
Priklad. Reste kongruenci 23941z = 915 (mod 3564).

Resend. Vime, ze x € 7Z je feSenim dané kongruence, pravé kdyz je feSenim soustavy

23941z = 915 (mod 2?)
23941z = 915 (mod 3%)
23941z =915 (mod 11).

Vyfesime-li postupné kazdou z kongruenci soustavy (coz lze paralelné, viz nize), dostaneme
ekvivalentni soustavu

3 (mod 4)
=—3 (mod 81)
z=-4 (mod 11),

odkud snadno postupem pro feseni soustav kongruenci dostaneme x = —1137 (mod 3564), coz je
také feseni zadané kongruence.

Modularni reprezentace cisel
Pii pocitani s velkymi ¢isly je nékdy vyhodnéjsi nez s dekadickym ¢i bindrnim zapisem ¢isel
pracovat s tzv. moduldrni reprezentaci (téz residue number system), kterd umoznuje snadnou pa-
ralelizaci nékterych vypoctu s velkymi ¢isly (algebraickych, nefunguje napf. porovndvani ¢isel;
navic je potfeba hlidat pteteceni). Takovy systém je urcen k-tici modulu (obvykle po dvou ne-
soudélnych) a kazdé ¢islo mensi nez jejich soucin je pak jednoznaéné reprezentovano k-tici zbytku
(jejichz hodnoty neptevysuji prislusné moduly) — viz napt. http://goo.gl/oM25m.
Priklad. Pétice modulu 3,5,7,11,13 ndm umozni jednozna¢né reprezentovat ¢isla mensi nez 15015
a efektivné provadeét (v piipadé potfeby distribuované) bézné aritmetické operace. Vypoctéme
napf. soucin ¢isel 1234 a 5678, v této moduldrn{ soustavé reprezentovanych péticemi [1,4,2,2,12]
a [2,3,1,2,10].

Soucin provedeme po slozkach a dostaneme [2,2,2,4, 3], coz na zadvér pomoci CRT pievedeme
zpét na 9662, coz je modulo 15015 totéz jako 1234 - 5678.
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7 Prvocisla

PRIMES is in P

Poznamka. Jiz jsme se zminili, ze je slozité o velkych ¢islech s jistotou rozhodnout, jde-li o prvocislo
(na druhou stranu je o naprosté vétsiné slozenych ¢isel snadné prokdzat, ze jsou skutecné slozend).

Pfesto se v roce 2002 podafilo indickym matematikum (Agrawal, Saxena, Kayal: http://www.cse.

iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf) dokdzat, ze problém prvociselnosti
je mozné rozhodnout algoritmem s ¢asovou slozitosti polynomialné zdvislou na poctu cifer vstupniho
¢isla. Nic podobného se zatim nepodafilo v otdzce rozkladu ¢éisla na prvocisla (tfebaze se obecné
nevéri, ze je to mozné, exaktn{ dikaz zatim nebyl podén).

Is FACTOR in P?

Nic podobného se zat{im nepodatilo v otdzce rozkladu ¢isla na prvoéisla (tfebaze se obecné neveéri, ze
je to mozné, exaktni dukaz zatim nebyl podan). Nejrychlejsi obecné pouzitelny faktoriza¢ni algorit-

, L P . 1 Lo e . 1/3 2/3
mus, tzv. sito v ¢iselném téles a je sub-exponencialni ¢asové slozitosti O(el'g(log N)*/(loglog N) ).

Pozndmka. Peter Shor v roce 1994 vymyslel algoritmus, ktery faktorizuje v kubickém case (tj.
O((log N)?)) na kvantovém poéitaci. Je k tomu nicméné tieba sestrojit pocitace s dostate¢nym
poctem qubits — jak je to obtizné, lze vysledovat z toho, ze v roce 2001 se IBM podafilo pomoci
kvantového pocitace rozlozit ¢islo 15 a v roce 2012 byl dosazen dalsi faktorizacni rekord rozkladem
cisla 21.

RSA Challenge

Pozndmka. Ze je problém rozkladu piirozeného ¢isla na prvocisla vypocetné slozity, o tom svedél
i (jiz neplatnd) vyzva uc¢inénd v roce 1991 firmou RSA Security (viz http://www.rsasecurity.
com/rsalabs/node.asp?id=2093)). Pokud se komukoliv podafilo rozlozit ¢isla oznacend podle
poctu cifer jako RSA-100, ..., RSA-704, RSA-768, ..., RSA-2048, mohl obdrzet 1 000,..., 30000,
50 000, ..., resp. 200 000 dolaru (&islo RSA-100 rozlozil v témze roce Arjen Lenstra, ¢islo RSA-704
bylo rozlozeno v roce 2012, nékterd dosud rozlozena nebyla).

Délitelé znovu

Diky jednoznacnosti rozkladu na prvocisla jsme schopni (se znalost{ tohoto rozkladu) snadno
odpovédét i na otdzky ohledné poctu ¢i souctu délitelu konkrétniho ¢isla. Stejné snadno dostaneme
i (z diivéjska intuitivné zndmy) postup na vypocet nejvétsiho spolecného délitele dvou ¢isel ze
znalosti jejich rozkladu na prvocisla.

Dausledek. o Kazdy kladny délitel ¢isla a = pi*-----pi* je tvarupy™ - --pp™*, kdemy,...,my €
No ami <ni, ma <na, ..., mp < ng.
e Cislo a md tedy prdvé 7(a) = (ny +1)(ng +1)----- (ng + 1) kladngch déliteli, jejichz soucet
je
ni+1 1 ne+1 -1
o(a) = & L
p1—1 pr—1
o Jsou-li p1,...,px navzdjem ruznd prvocisla a ny, ..., ng, my, ..., mi € Ny a oznacime-li
r; = min{n;, m; }, s; = max{n;, m;} pro kazdé i =1,2,...,k, plati
(p’i’/]‘ ..... pzk’pTl ..... pzlk) = p;l ..... p;k’
[p?l ..... pzk7p71n1.....pzlk]:p‘191.....pzk.

2Pro podrobnosti navstivte M8190 Algoritmy teorie &isel
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Mersenneho prvocisla a dokonala ¢isla

S pojmem soucet véech kladnich délitelu ¢isla a souvisi pojem tzv. dokonalého ¢isla a, které spliuje
podminku o(a) = 2a, resp. slovné: soucet vSech kladnych délitelu cisla a mengich neZ a samotné
je roven cislu a.

Takovymi ¢isly jsou napt. 6 =1+2+3,28 =1+2+4+ 7+ 14, 496 a 8128 (jde o vSechna
dokonald ¢isla mensi nez 10000).

Pozndmka. Lze ukazat, ze suda dokonald ¢isla jsou v tzkém vztahu s tzv. Mersenneho prvocisly.
Plat{ totiz: a je sudé dokonalé ¢islo, pravé kdyz je tvaru a = 2P~1- (2P — 1), kde 2P — 1 je prvocislo.
(Na cvicenich se dokazuje, ze pak p musi byt samo prvocislem.)

Diikaz. Necht a = 2P~ - [ je sudé dokonalé &islo, tedy p > 2 a [ je liché. Pak
2. l=2a=0(a)=(27—-1)-0(])

(posledni rovnost je specidlnim piipadem multiplikativity funkce o, viz nize). Protoze 2P — 1 délf
levou stranu a je nesoudélné s 2P, musi 2P —1 | [, feknéme | = (2P —1)-m a rovnici znovu prepiseme:

2.2 -1)-m=2a=o0(a)=(2"—-1)-0((2° = 1) - m),

tedy 27 -m = o((2P —1)-m). Protoze (27 —1)-m m4 zjevné nésledujici dva délitele m < (2 —1)-m,
jejichz soucet uz je 2P - m, musi to byt pravé vsichni délitelé a tedy m = 1 a 2P — 1 musi byt
prvocislo. O

Na druhou stranu popsat lichd dokonald ¢isla se dodnes nepodafilo, resp. dodnes se nevi,
jestli viibec néjaké liché dokonalé ¢islo existuje.

Hledani velkych prvocisel

Mersenneho prvocisla jsou pravé prvocisla tvaru 2P — 1. Bez zajimavosti neni ani to, ze praveé
Mersenneho prvocisla jsou mezi vSemi prvocisly nejlépe ,vidét“ — pro Mersenneho ¢isla existuje
pomérné jednoduchy a rychly postup, jak ovétit, ze jde o prvocisla.

Test (Lucas-Lehmeruv test). Definujme posloupnost ()22, rekurzivné predpisem so = 4, Sp+1 =
2
sy — 2.
Pak je cislo M, = 2P — 1 prvocislo, pravé tehdy, kdyz M, déli s,_s.

Proto nenf ndhodou, Ze nejvéts{ zndmé prvocisla jsou obvykle tvaru 2P — 1 (viz napf. http:
//www.utm.edu/research/primes/largest.html).

Jakkoliv muze byt hledéni nejvétsiho zndmého prvocisla chdpano jako pochybnd zibava bez
valného praktického uZitkLﬂ jednak posunuje hranice matematického poznani a zdokonaluje pouzité
metody (a Casto i hardware), jednak muZze pfinést benefit i samotnym objevitelum (Electronic
Frontier Foundation vypsala odmény EFF Cooperative Computing Awards za nalezeni prvocisla
majiciho alesponi 109,107,108 a 109 ¢islic — odmeény 50, resp. 100 tisic $ za prvni dvé kategorie
byly vyplaceny v letech 2000, resp. 2009 — v obou piipadech projektu GIMPS — na dalsi odmény
si jeSté zfejmeé néjaky ¢as pockame).

Rozlozeni prvocisel
Nyni se budeme snazit zodpovédét nasledujici otézky:
1. Je prvocisel nekoneéné mnoho?

2. Je prvocisel nekonectné mnoho v kazdé (nebo aspon nékteré) aritmetické posloupnosti?

3. Jak jsou prvocisla rozlozena mezi pfirozenymi ¢isly?

3Viz napf. titulek iDnes z 6.Gnora 2013: Nejuéts? zndmé prvocislo na svété md 17 miliond &islic a je k nicemu
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There are two facts about the distribution of prime numbers. The first is that, [they
are] the most arbitrary and ornery objects studied by mathematicians: they grow like
weeds among the natural numbers, seeming to obey no other law than that of chance,
and nobody can predict where the next one will sprout. The second fact is even more
astonishing, for it states just the opposite: that the prime numbers exhibit stunning
regularity, that there are laws governing their behavior, and that they obey these laws
with almost military precision.

Don Zagier

Prvocisel je nekoneéné mnoho

Véta 14 (Eukleidés). Mezi prirozengmi éisly existuje nekoneéné mnoho prvocisel.

Diikaz. Piedpokladejme, ze prvocisel je koneéné mnoho a oznacéme je py,po, ..., pn. Polozme N =
P1-P2...pn + 1. Toto &islo je bud samo prvoéislem nebo je délitelné néjakym prvoéislem riiznym
od p1,...,pn (Cisla p1,...,p, totiz déli ¢éislo N — 1), coz je spor. O

Pozndmka. Existuje mnoho variant dukazu nekonecnosti prvocisel z ruznych oblasti matematiky,
uvedme jesté alespoii nékterd tvrzeni, z nichZ zaroven ziskdme alespoii ¢asteénou informaci o
rozlozeni prvocisel mezi prirozenymi ¢isly.

Prvocisel je vcelku hodné

Priklad. Pro celé n > 2 existuje mezi ¢isly n a n! alesponi jedno prvoéislo.

Regeni. Oznac¢me p libovolné prvocislo délici &fslo n! — 1 (takové existuje podle Zékladni véty

aritmetiky, protoze n! —1 > 1). Kdyby p < n, muselo by p délit ¢islo n! a nedélilo by n! — 1. Je

tedy n < p. Protoze p | (n! — 1), plati p < n! — 1, tedy p < n!l. Prvocislo p spliuje podminky

tlohy. O
7 této véty rovnéz vyplyva nekoneCnost prvocisel, jeji tvrzeni je ale velice slabé. Nasledujici

tvrzeni, uvedené bez dukazu, je podstatné silnéjsi.

Véta 15 (Cebyéevova, Bertranduv postuldt). Pro libovolné ¢islo n > 1 existuje alespon jedno
prvocislo p splnujici n < p < 2n.

Prvocéisel je vcelku malo

Priklad. Dokazte, ze pro libovolné prirozené ¢islo n existuje n po sobé jdoucich ptirozenych éisel,
z nichz zadné neni prvocislo.

Resend. Zkoumejme &isla (n 4+ 1)1 42, (n+ 1!+ 3,..., (n+ 1) 4+ (n + 1). Mezi témito n po sobé
jdoucimi ¢isly nenf zaddné prvocislo, protoze pro libovolné k € {2,3,... ,n+ 1} plati k | (n+ 1)!, a
tedy k| (n+ 1)! 4+ k, a proto (n + 1)! + k nemtze byt prvocislo.

Prvocisla jsou relativné rovnomeérné rozlozena v tom smyslu, ze v libovolné ,rozumné“ arit-
metické posloupnosti je jich nekoneéné mnoho. Naptiklad zbytek 1 po déleni ¢tyfmi, stejné jako
zbytek 3 po déleni ¢tyimi dd vzdy nekone¢né mnoho prvoéisel (zbytek 0 nedd samoziejmeé zadné a
zbytek 2 pouze jediné). Obdobn4 situace je pak pii uvazovéni zbytku po déleni libovolnym jinym
prirozenym ¢islem, jak uvadi nasledujici véta, jejiz dukaz je ovSsem velmi obtizny.

Véta 16 (Dirichletova o prvoéislech v aritmetické posloupnosti). Jsou-li a, m nesoudélnd prirozend
¢isla, existuje nekoneéné mnoho prirozenych céisel k tak, Ze mk+a je prvocislo. Jinymi slovy, mezi
cislyl-m+a,2-m+a,3-m+a,... existuje nekoneéné mnoho prvocisel.

Uved'me proto alespon diikaz ve specidlnim piipadé.
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8. Aritmetické funkce

Prvocisel tvaru 3k + 2 je nekonec¢né mnoho

Priklad. Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel tvaru 3k + 2, kde k € Ng.

Regeni. Predpoklddejme naopak, Ze existuje pouze koneéné mnoho prvoéisel tohoto tvaru a oznaéme
jep1=2,p2=5,p3 =11, ..., p,. Polozme N = 3py - p3 - - - - pp, + 2. Rozlozime-li N na soucin
prvoéisel, musi v tomto rozkladu vystupovat aspoii jedno prvoéislo p tvaru 3k-+2, nebot v opaéném
piipadé by bylo N sou¢inem prvoéisel tvaru 3k + 1 (uvazte, ze N neni délitelné tfemi), a tedy

VVVVVV

byt zadné z prvocisel p1,ps, ..., pn, jak plyne z tvaru ¢isla N, a to je spor.

Asymptotické chovani prvocisel

7 tvrzeni uvedenych v této kapitole je mozné si udélat hrubou predstavu o tom, jak ,husté“ se
mezi piirozenymi ¢isla prvocisla vyskytuji. Presnéji (i kdyz ,pouze“ asymptoticky) to popisuje
velmi dulezita tzv. ,Prime Number Theorem*:

Véta 17 (Prime Number Theorem, véta o hustoté prvoéisel). Necht 7(xz) uddvd pocet prvoéisel
mendsich nebo rovnych c¢islu x € R. Pak
x

71'(.’,C) ~ m7

tj. poddl funkci w(x) a x/Inx se pro x — oo limitné bliZi k 1.

Priklad. O tom, jak odpovidd asymptoticky odhad 7w(z) ~ x/ln(x), v nékterych konkrétnich
ptikladech vypovidéd nasledujici tabulka:

x m(x) | x/In(x) | relativni chyba
100 25 21.71 0.13
1000 168 144.76 0.13
10000 1229 | 1085.73 0.11
100000 | 9592 | 8685.88 0.09
1000000 | 78498 | 72382.41 0.08

8 Aritmetické funkce

Aritmetické funkce

Aritmetickou funkci zde rozumime funkci, jejimz definicnim oborem je mnozina kladnych celych
cisel.

Definice. Multiplikativni funkci pfirozenych ¢isel rozumime takovou aritmetickou funkci, ktera
spliiuje, ze pro vSechny dvojice nesoudélnych ¢cisel a,b € N plati

fla-b) = f(a)- f(b).

Priklad. Multiplikativnimi funkcemi jsou napf. funkce f(n) = o(n), f(n) = 7(n) nebo, jak brzy
dokédzeme i tzv. Eulerova funkce f(n) = ¢(n).

V podstaté piimo z definice plyne, ze multiplikativni funkce je jednozna¢né urcéena svymi
hodnotami na mocninach prvocisel:

f(n) = fi"-pp*) = f7") - f(pe*)
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9. Mala Fermatova véta, Eulerova véta

Eulerova funkce

Definice. Necht n € N. Definujme Eulerovu funkci ¢ piedpisem
d(n)=1{aeN|0<a<n, (a,n) =1}

(Iépe pocet zbytkovych tiid nesoudélnych s n nebo také téch, které maji modulo n inverzi).

Priklad. ¢(1) = 1,¢(5) =4, ¢(6) = 2, je-li p prvocislo, je ziejmé ¢(p) =p — 1.

Nyni dokazeme nékolik dulezitych tvrzeni o funkci ¢:

Lemma. Plati ¢(p®) = p* — p*~t =p*~L(p—1) =p*(1 — %)

Diikaz. Mezi &isly {1,...,p*} jsou soudélnd s p® prévé ndsobky p, tedy

a—1

Lp2-p,....p" " -p
a téch je p®~!. Nesoudélnych je proto p* — p®~1. O

Véta 18. FEulerova funkce ¢ je multiplikativni.
Necht n € N, jehoz rozklad je tvaru n = p{* --- pp*. Pak

6(n) = (B =P o (R — ) = - (1 - 1) (1 _ 1) .

D1 Pk

Diikaz. Necht a, b jsou nesoudélnd. P¥ipomeiime bijekci
z (mod a-b)— (x (mod a),z (mod b))

Stac¢i proto ukézat, ze x (mod a - b) m4 inverzi, pravé kdyz obé slozky obrazu maji inverzi —
takovych dvojic je totiz piesné ¢(a) - ¢(b). To plyne z Cinské zbytkové véty — inverze modulo
a - b je inverzi modulo a i modulo b, naopak k inverzim modulo a¢ a modulo b Ize najit jedinou
reprezentujici zbytkovou tiidu modulo « - b; ta je pak inverzi modulo a i modulo b, tedy modulo
a-b. O

Priklad. Vypoctéte ¢(72).
Reseni. 72 =12%.3% = ¢(72) =72+ (1— 1) (1 — %) = 24, alternativné ¢(72) = ¢(8) - ¢(9)

oo

4.6 =24.
Priklad. Dokazte, 7e Vn € N: ¢(4n + 2) = ¢(2n + 1).
Resent. ¢p(4n+2) = ¢(2- (2n+ 1)) = 4(2) - ¢(2n + 1) = ¢(2n + 1). O

9 Mala Fermatova véta, Eulerova véta

Upln4 a redukovana soustava zbytku

Definice. Uplnd soustava zbytku modulo m je libovolnd m-tice ¢isel po dvou nekongruentnich
modulo m (nejcastéji 0,1,...,m — 1).

Redukovand soustava zbytku modulo m je libovolnd ¢(m)-tice ¢isel nesoudélnych s m a po dvou
nekongruentnich modulo m.

Lemma. Nechf z1, o, ... s Tp(m) tvori redukovanou soustavu 2bytki modulo m. Je-lia € Z, (a,m) =
1 pak i éisla a-1,...,a - Tg(y) tvord redukovanou soustavu 2bytki modulo m.

Diikaz. Protoze (a,m) = 1 a (z;,m) = 1, plat{ (a - z;,m) = 1 (bud pres rozklad na prvocisla
nebo pies invertibilnost modulo m — plati (a-z;)~! = z; ' - a~'). Kdyby pro néjaké i, j platilo
a-z; =a-x; (mod m), po vydéleni obou stran kongruence ¢islem @ nesoudélnym s m dostaneme
z; = x; (mod m). O
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9. Mala Fermatova véta, Eulerova véta

Eulerova véta

Véta 19 (Eulerova). Nechf a € Z, m € N, (a,m) = 1. Pak

a®™ =1 (mod m).

Diikaz. Bud 1,20, ... , Tp(m) libovolnd redukovana soustava zbytkit modulo m. Podle pfedchoziho
lemmatu jeia-zi,...,a- zymm) redukovand soustava zbytkit modulo m. Plat{ tedy, ze pro kazdé i
existuje j (4,7 € {1,2,...,¢(m)}) tak, ze a-x; = x; (mod m). Vyndsobenim dostavame (a - ) -

(a-x2) - (a-Ty(m)) =T1 -T2+ Ty(m) (mod m). Po tiprave
a®™ gy g “Tp(m) = T1-To - Te(m) (mod m)
vydélen{ ¢islem x1 - 2 - - Ty(m) dostaneme pozadované. O

Specidlnim piipadem pro prvociselny modul je pak tzv. Fermatova véta.

Véta 20 (Fermatova, Mala Fermatova). Nechf a € Z, p prvocislo, p{ a. Pak
a®”'=1 (mod p).
V tomto piipadé se d& véta pieformulovat bez predpokladu p 1 a:

Disledek. Nechf a € Z, p prvocislo. Pak

a’ =a (mod p).
R4d éisla
S Eulerovou funkei a Eulerovou vétou izce souvisi dulezity pojem 7dd c¢isla modulo m:
Definice. Nechf a € Z, m € N (a,m) = 1. Rddem ¢isla a modulo m rozumime nejmensi kladné
celé ¢islo n splnujict

a®=1 (modm).
Poznamka. To, ze je Tad definovén, plyne z Eulerovy véty — pro kazdé ¢islo nesoudélné s modulem
je totiz jisté jeho fad nejvyse roven ¢(m). Jak pozdéji uvidime, velmi dulezitd jsou praveé ta cisla,
jejichz ¥ad je roven pravé ¢(m) — tato ¢isla nazyvame primitivnimi kofeny modulo m.

Priklad. Pro libovolné m € N m4 &fslo 1 modulo m 4d 1. Cislo —1 m4 rad
e 1 prom=1nebom =2
e 2prom > 2

Priklad. Urcete 74d ¢isla 2 modulo 7.

Regent.
2! =2#1 (mod7)
22=4#1 (mod7)
22 =8=1 (mod 7)
RAd éfsla 2 modulo 7 je tedy roven 3. O

Véta 21. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacéme r ¥dd ¢isla a modulo m. Pak pro libovolnd
t,s € N plati

a'=a®* (modm) <= t=s (modr).
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10. Primitivni koreny

Diikaz. Diky tomu, Ze a® = a® - a” = a®t" (mod m), opakuji se hodnoty mocnin a® s periodou

r, coz ddva implikaci “«<”. Zbyva ukazat, ze zbytkové t¥idy a (mod m),...,a"~! (mod m) jsou
viechny rtizné. P¥itom pokud pro 0 < t < s < r — 1 plati a® = a’ (mod m), pak vydélenim a
dostaneme a*~! =1 (mod m) a vzhledem k tomu, Ze s —t < r, musi byt s — ¢t =0, tj. s=+¢. [

Ziejmym dusledkem predchozi véty a Eulerovy véty je nédsledujici tvrzeni
Dusledek. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacéme r 7dd ¢isla a modulo m. Pak platir | ¢(m).

Nasim dalsim cilem bude dukaz existence primitivniho kofene modulo prvoéislo p. Budeme tedy
chtit z prvku ruznych fada vyrabét prvky novych fadua, k ¢emuz nam poslouzi nékolik nasledujicich
tvrzeni, pak se vrhneme na samotny dukaz existence primitivniho kofene.

Véta 22. Nechf m € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li #dd éisla a modulo m rovenr € N a k | r, je 7dd
¢isla a* modulo m roven r/k.

Diikaz. Podle piedchozi véty je (a¥)™ =1 (mod m), pravé kdyz kn = 0 (mod 7). Vydélenim obou
stran i modulu ¢islem k dostaneme ekvivalentni podminku n = 0 (mod r/k) a nejmensi takové
kladné n pak je prave r/k. O

Pozndmka. Predchozi lemma a jeho dukaz lze snadno rozsitit i na pripad obecného k, které nemusi
nutné délit r. Oznaéme d = (k,r) jejich nejvétsi spoleény délitel. Opét dostaneme kn =0 (mod 7),
nyni vSak muzeme délit celou kongruenci i s modulem pouze d a dostaneme tak ekvivalentni
kongruenci (k/d)n = 0 (mod r/d); protoze uz jsou k/d a r/d nesoudélné, muzeme vydélit obé
strany k/d a dostaneme ekvivalentni kongruenci n =0 (mod r/d). Ve vysledku je tedy fad roven
r/d.

Posledni z této fady tvrzeni dava do souvislosti fady dvou ¢isel a fad jejich soucinu:

Lemma. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlize a je Fddu s a b je rddu t modulo m,
kde (s,t) =1, pak ¢éislo a - b je Fddu s -t modulo m.

Diikaz. Ozna¢me r 7ad ¢isla a - b. Ziejmé plati (ab)** = 1 (mod m), proto r | st. Naopak podle
definice fadu (ab)” = 1 (mod m) a umocnénim obou stran kongruence dostaneme a”*b™ = 1
(mod m). Protoze je s fddem ¢&isla a, je a® = 1 (mod m), tj. b = 1 (mod m), a proto ¢ | rs.
Z nesoudélnosti t a s plyne ¢ | r. Analogicky dostanemei s | r, a tedy (opét s vyuzitim nesoudélnosti
s,t) s-t | r. Celkem tedy r = st. O

Disledek. Necht m € N a r je nejmensi spoleény ndsobek viech Fddii modulo m. Pak existuje
¢islo Tddu r modulo m.

Diikaz. Staci pro a fddu s, b fadu ¢ najit prvek fadu [s,t]. Necht d = (s,t). Definujme k jako
soucin téch prvociselnych mocnin p® z rozkladu a, které se v b vyskytuji ve stejné nebo vyssi
mocniné (tj. p® | b) a polozme d = k - . Potom a* je fddu s/k a b’ je fddu t/I a snadno se vidi,
ze (s/k,t/l) = 1 (kazdé prvocislo z rozkladu d se vyskytuje pouze v s/k nebo ¢/l ale ne v obou) a
také s/k - t/l = [s, ], takze podle piedchoziho lemmatu a” - b' ma t4d [s, ], jak jsme chtéli. O

10 Primitivni koreny

Podle predchoziho dusledku existuje zbytkova tiida maxim&lniho mozného tadu r a fady vSech
ostatnich zbytkovych tiid jsou déliteli r. Pak vSechna (a,m) = 1 spliuji a” =1 (mod m), tj. jsou
to FeSeni kongruence

z"=1 (mod m).
Jednd se tedy o polynomiélni kongruenci stupné r majici ¢(m) kofent. V dalsim nés tedy bude
zajimat vztah mezi stupném polynomu a poctu jeho kofent modulo m. Z oboru redlnych ¢isel

jsme zvykli, ze polynomidlni rovnice stupné » mé maximéalné r korent. Pro zbytkové tiidy modulo
m tomu tak obecné byt nemusi, v ptipadé prvociselného modulu to ale bude opét platit.
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10. Primitivni koreny

Primitivni kofeny modulo soucin
Priklad. Necht m = 35 a necht (a,m) = 1. Pak podle Eulerovy véty
a*=1 (mod5), a®=1 (mod 7)
a?=1 (mod5),a?=1 (mod7) = a'?=1 (mod 35).

Je tedy kazdé ¢islo rddu 12 (pripadné mensiho).
Tedy kongruence r'? =1 (mod 35) stupné 12 ma ¢(35) = 4 - 6 = 24 Fesend.

Véta 23. Pokud je m délitelné asport dvéma lichymi prvocisly, primitivnd koten modulo m nee-
zistuje.

Diikaz. Hlavni myslenka je stejné jako vyse. Rozlozme m = k- [ na sou¢in dvou nesoudélnych &isel
vétsich nez 2, napf. k muze byt nejvyssi mozna mocnina jednoho z lichych prvocisel z predpokladu.
Oznacime-li n = [¢(k), #(1)] nejmensi spolecny ndsobek, plati

a®® =1 (modk) = a"=1 (modk)

a podobné a™ = 1 (mod 1); protoze m = k - [ a €initelé jsou nesoudélni, dostaneme dohromady
a™ =1 (mod m) a kazdy prvek mé fdd maximélné n = [¢p(k), #(1)] < ¢(k)p(l) = é(m), protoze
hodnoty ¢(k), ¢(1) jsou obé sudé a tudiz soudélné. O

Podobné, pokud je m délitelné ¢tyimi a aspon jednim lichym prvoéislem, primitivni koten
modulo m neexistuje.

Polynomialni kongruence modulo prvocislo
Vydélme polynom f(z) se zbytkem kofenovym ¢initelem (xz — a):
fl@)=(x—a)-glx)+r = r=f(a)
Pokud je a kofenem kongruence f(z) =0 (mod p), dostaneme
f(x) = (z—a) g(x) (mod p).

Protoze je p prvocislo, jsou kofeny f(x) préavé kofen a linedrniho ¢initele z —a a kofeny g(x), ktery
je stupné o jedna mensiho. Protoze konstantni polynomy nemaji kofeny, mé f(z) maximélné tolik
kofent, kolik je jeho stupen (bacha na f(z) = 0).

Véta 24. 22 =1 (mod p) md koreny prdvé +1.

Primitivni kofen modulo prvocislo

Véta 25. Necht p € N je prvocislo. Pak existuje primitivni kofen modulo p.

Diikaz. Nechf r je maximéln{ t4d, podle Eulerovy véty r | p — 1. Pak viech p — 1 nenulovych
zbytkovych tiid jsou koreny
z' =1 (mod p)

a podle predchoziho p — 1 <. O
Véta 26. Necht p € N je prvocislo. Pak existuje primitivni koten modulo p*.

Diikaz. Plati ¢(p¥) = p*=1 - (p — 1) a tito ¢initelé jsou nesoudélni.

Necht g (mod p) je primitivni kofen, tj. prvek fddu p — 1. Pak idd g (mod p*) bude ndsobkem
p—1.

Staci najit prvek fadu p*~!. Ukdzeme, zZe je jim 1 + p; konkrétné nize ukazeme:

(1+pP "=14p" 1 #1 (mod p*)

instance pro k+1 d& (1+p)1’k_1 = 14+p* (mod p**1) apo redukei modulo p* pak vyjde (1+p)pk =
1+p" =1 (mod p*). O
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11. Kvadratické zbytky a nezbytky

Lemma. a = b (mod p*) = a? = b (mod pFtl).

Diikaz. Plati a? — b = (a —b)(aP?~* +--- +a"b' +--- + b7~ 1), kde prvni élen je délitelny p* podle
predpokladu, zatimco druhy ¢len je modulo p kongruentni

AP d P =P 4 4 @P L =p P =0 (mod p),

p clenu

tedy je délitelny p a souéin je délitelny pF+1. O
Diisledek. (14 p)?" ~ =1+ pF~! (mod p¥).

Dikaz. Indukéni krok (v druhé kongruenci aplikujeme predchozi lemma na indukéni predpoklad):

e = (@ =t =1 () ()0

(mod p*T1). O

Hledani primitivniho korene

Sofistikovana metoda se zatim neznd. Zkousenim po néjaké dobé uspéjeme: Kolik je primitivnich
kofentt modulo prvocislo? Jsou to pravé g* (mod p), kde (a, ¢(p)) = 1, tedy jich je ¢(é(p)). Pritom
plati

p/é(9(p)) € O(loglogp),

takze pravdépodobnost, ze nahodné ¢islo bude primitivnim kofenem je zhruba

1/loglogp

a pocet pokusu potiebnych k nalezeni primitivniho kofene s predem danou pravdépodobnosti
je umerny log log p, tedy logaritmicky vzhledem k délce vstupu (ovéreni toho, zda se vskutku jednd
o primitivni kofen trvé déle, viz priste).

Diskrétni logaritmus

Definice. Necht m > 0. Celé ¢islo g € Z, (g,m) = 1 nazveme primitivnim korenem modulo m,
pokud je jeho fd4d modulo m roven ¢(m).

Lemma. Je-li g primitivnd koten modulo m, pak pro kazdé cislo a € Z, (a,m) = 1 existuje je-
diné a € Z,0 < a < ¢(m) s vlastnosti g* = a (mod m). Oznacujeme o = log, a a nazjvime
diskrétnim logaritmem, prip. indexem cisla a (vzhledem k danému m a zafixovanému primi-
tivnimu koreni g) a je bijekci mezi mnozinamsi
{a€Z;(a,m)=1,0<a<m}a{reZ;0<z<¢p(m)}.

Diikaz. Zobrazeni a (mod ¢(m)) — g* (mod m) je dobfe definované a injektivni podle valstnosti
fadu. ProtoZze maji mnoziny stejny pocet prvku (vpravo bereme pouze invertibilni zbytkové t¥idy),
jedna se o bijekci. O

11 Kvadratické zbytky a nezbytky

Kvadratické kongruence modulo prvocislo

Véta 27. Necht p je liché prvocislo a (a,p) = 1. Kongruence z*

kdyz a5 =1 (mod p).

= a (mod p) md Tesent, prdvé
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11. Kvadratické zbytky a nezbytky

2

Diikaz. Pouzijeme primitivni koten g a vyjadiime 22 = a (mod p) pomoci néj: necht =z = g%,

a = g, pak kongruence je ekvivalentni
(°)*=9¢* (modp) < 26=a (modp-—1).
Protoze je p — 1 sudé, feseni existuje, praveé kdyz « je sudé:

a=0 (mod2) < 221.4=0 (modp-—1).

Legendretiv symbol

1 a kvadraticky zbytek modulo p
Definice. Definujeme (%) = ¢ —1 a kvadraticky nezbytek modulo p.

0 a soudélné s p

Jednoduchym dusledkem véty dostdvdme () = a'T (mod p): protoze (apTA)2 =a’ ! =1,
je a"% rovno £1.
Dusledek. (%) = +1, resp. —1, pokud p =1 (mod 4), resp. p=3 (mod 4).
Tedy kongruence x?> = —1 (mod p) md rFesend, prdvé kdy? p ddvd po déleni ctyrmi zbytek 1.
Pocitani Legendreova symbolu je jednoduché s nésledujicimi pravidly:
. (2) = (2)(b),
— ay _ (b
e a=b (mod p) = (2) = (),
2 p?-1
. (2)= ()5
c (D= CnTT
Diikaz. Prvni dvé polozky plynou velice snadno z vyjadien{ (%) == (mod p). Druhé dva
poznatky jsou znac¢né hlubsi, ukdzeme hlavni ideu jejich dukazu, ktera spocivé v ,,geometrické“
interpretaci Legendreova symbolu (%) = a5 (mod p). Pii interpretaci Legendreova symbolu
vyjdeme z dukazu Eulerovy véty, ilustrujeme na piikladu (1—71) = 7% (mod 11). Pisme tentokrat
zbytky jako +1,..., 45 a uvazme opét ndsobeni sedmi:
7 4 7 3
1=-4 d 11 1-—=1—-— 2-— =1+ —
’ (mod 11) 11 11 n
7 3 7 6
‘2= d 11 2-— =14+ — 4. — =2+ —
7-2=+3 (mod 1) TT [TRRET
7 1 7 9
3=-1 d11 R, B NI .
7-3 (mo ) 3 11 11 6 11 3+11
7 ) 7 1
4 =— d 11 4. —=3—- — = —
7 5 (mo ) 11 3 11 8 11 5—1—11
7 2 7 4
7-5=+2 d 11 95— =34+ — 10- —=6+—
+2 (mod 11) TRRRT) TRRRT)

a vynasobenfm dostaneme 7° - 5! = 45! (mod 11), takze vysledné znaménko je presné Legendretiv
symbol 7% (mod 11). Uvazime-li namfsto zbytki po déleni jedendcti pifslusné zlomky se jmeno-
vatelem 11 jako v prostfednim sloupci, budou kladné zbytky odpovidat ,,oznaménkové desetinné
Casti“ mensi nez 1/2, zatimco zdporné zbytky oznaménkové desetinné ¢dsti vetsi nez 1/2. Jeste
jinak, po vyndsobeni zlomku dvéma jako v pravém sloupci budou kladné zbytky odpovidat sudé
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11. Kvadratické zbytky a nezbytky

celé ¢asti (standardni — desetinng ¢dst bez znamének), zatimco zdporné zbytky liché celé casti.
Dostavame tak

<7> (1) B EIHO A 0]
11

Podstatna je tedy parita exponentu, pficemz exponent je ,zjevné“ pocet ¢erné zvyraznénych
mi{zovych bodu v nésledujicim obrazku (sudé sloupce, pod diagondlou):

o (@) [ ]

(@) [ ]

©) [ ] [ ]

(@) [ ] . [ ] [ ]

{ ©) [ ] [ ] [ ]

L O { ©) [ ] [ ] [ ]

Protoze je v kazdém sloupecku dohromady sudy pocet (Sest) miizovych bodu, je parita Cerné
zvyraznénych bodu v pravé poloviné stejnd jako pocet Sedé zvyraznénych bodu (komplement v
kazdém sloupecku) a diky stfedové symetrii je pak tento pocet stejny jako pocet bile zvyraznénych

bodu. Dohromady dostavame, ze (f) je rovno —1 na pocet miizovych bodu pod diagonalou v levé
¢asti. Symetricky dostaneme, ze (=) je rovno —1 na pocet miizovych bodi vlevo od diagonély

ve spodni ¢asti. Vyndsobenim pak (1—71) . (1—71) je rovno —1 na pocet miizovych bodu v levé spodni
Casti; téch je zjevné 5 - 3. Obecné pak

(0) ()

V dukazu jsme nepouzili, Ze 7 je prvocislo, ale jen, zZe je liché (protoze jsme potiebovali v kazdém
sloupecku sudy pocet miizovych bodu). Proto muzeme pocitat (smérnice této diagondly je pfiblizné
1 a pocty mifzovych bodu v jednotlivych sloupeécich budou narustat o jedna pfesné do poloviny):

Ukézeme nyni, jak spocitat druhé odmocniny z kvadratického zbytku a (mod p) modulo prvoéislo
spliujici p =3 (mod 4). V takovém piipadé

a odmocninu lze snadno spocitat jako LotV piipadé, ze a neni kvadraticky zbytek, tj. (%) = -1,
dostaneme takto druhé odmocniny z —a, jak 1ze snadno z postupu vidét.

Jacobiho symbol

Definice. a libovolné, n = p; - - - p liché ¢islo vyjadiené jako soucin ne nutné ruznych prvocisel;

=G ()
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12. Vypocetni aspekty teorie cisel

Pocitani Jacobiho symbolu je jednoduché s nésledujicimi pravidly:

m—1n—1

o (M)=(2)-(=1)"= "= prom, n lichd.

Diikaz. Toto plyne z vlastnosti Legendreova symbolu pomérné piimocarym piekladem (vyuzivajici
identity typu (m? — 1) + (n?> — 1) = (mn)? — 1 (mod 16) pro m, n lichd). O

Priklad. Spoctéte (33).

Priklad. Spoctéte (%) pro prvocislo p, tj. rozhodnéte, kdy je 3 kvadraticky zbytek modulo prvoéislo
.

Testovani prvociselnosti

Test (test). Je-li p prvocislo, pak a?~1 =1 (mod p) (pro a ndhodné nesoudélné s p).

sp).

12 Vypocetni aspekty teorie cisel

Zakladni dlohy vypocetni teorie cisel

V mnoha praktickych tlohach vyuzivajicich vysledky teorie ¢isel je zapotiebi umét rychle provést
jeden ¢i vice z nésledujicich vypoctu:

1. bézné aritmetické operace (soucet, soucin, délenf se zbytkem) na celych ¢islech,
2. zbytek mocniny celého ¢isla a na prirozené ¢islo n po déleni danym m.

inverzi celého ¢isla @ modulo m € N,

-~ W

nejvétsi spoleény délitel dvou celych &isel (a pripadné koeficienty do Bezoutovy rovnosti),
5. rozhodnout o daném ¢isle, je-li prvocislo nebo slozené,

6. v piipadé slozenosti rozlozit dané ¢islo na soucin prvocisel.

Zakladni aritmetické operace

Zakladni aritmetické operace se i na velkych ¢islech obvykle provadéji obdobné jako jsme se to uéili
na zakladni a stfedni Skole, kdy umime sé¢itat v linedrnim, nasobit a délit se zbytkem v kvadratickém
case. Pro nasobeni, které je zdkladem mnoha dalsich operaci, existuji asymptoticky rychlejsi al-
goritmy (typu rozdél a panuj) - napi. prvni takovy Karatsubiv (1960) ¢asové narocnosti ©(n'o823)
nebo algoritmus Schonhage-Strassentv (1971) ¢asové narocnosti ©(nlognloglogn), ktery vyuziva
tzv. Fast Fourier Transform. Ten je ale pfes svou asymptotickou pfevahu vyhodny az pro nasobeni
¢isel majicich alespon desitky tisic cifer (a pouziva se tak napt. v . GIMPS).

Pékny prehled je napf. na http://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_
of _mathematical_operations
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12. Vypocetni aspekty teorie cisel

GCD a modularni inverze

Jak uz jsme ukazovali difve, vypocet feseni kongruence a-x = 1 (mod m) s nezndmou z lze snadno
(diky Bezoutové vété) prevést na vypocet nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a a m a na hleddni
koeficientu k,! do Bezoutovy rovnosti k- a+1-m = 1 (nalezené k je pak onou hledanou inverzi a
modulo m).

function extended_gcd(a, m)

if m=20
return (1, 0)
else
(q, v) := divide (a, m)

(k, 1) := extended_gcd (m, r)
return (1, k — q % 1)

Podrobn4 analyza (viz napf. [Knuth] nebo [Wikil) ukazuje, Ze tento algoritmus je kvadra-
tické casové slozitosti.

Modularni umocnovani

Modularni umocnovani je, jak jsme jiz vidéli diive, velmi vyuzivand operace mj. pri ovérovani,
zda je dané ¢islo prvocislo nebo ¢islo slozené. Jednim z efektivnich algoritmi je tzv. modularni
umocnovani zprava doleva:

function modular_pow (base, exponent, modulus)
result 1
while exponent > 0
if (exponent mod 2 = 1):
result := (result * base) mod modulus
exponent := exponent >> 1
base = (base % base) mod modulus
return result

Algoritmus modularnfho umociiovani je zaloZzen na myslence, Ze napi. pti poéitdn{ 264 (mod 1000)

e neni tieba nejprve poéitat 264 a poté jej vydélit se zbytkem ¢islem 1000, ale 1épe je postupné
nasobit ,dvojky* a kdykoliv je vysledek vétsi nez 1000, provést redukci modulo 1000,

e ale zejména, Ze neni tfeba provadét takové mnozstvi ndsobeni (v tomto piipadé 63 naivnich
ndsobeni je mozné nahradit pouze sesti umocnénimi na druhou, nebot

2% = ((((2*)*)*)*)*)*.

Pfiklad (Ukézka pribéhu algoritmu). Vypoétéme 2550 (mod 561). Protoze 560 = (1000110000)s,
dostaneme uvedenym algoritmem

exponent | base | result | exp’s last digit
560 2 1 0
280 4 1 0
140 16 1 0
70 256 1 0
35 460 1 1
17 103 460 1
8 511 256 0
4 256 256 0
2 460 256 0
1 103 256 1
0 511 1 0
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13. Diofantické rovnice

A tedy 2°° =1 (mod 561).

Efektivita modularniho umocnovani

V prubéhu algoritmu se pro kazdou binarni ¢islici exponentu provede umocnéni zékladu na druhou
modulo n (coz je operace proveditelnd v nejhutre kvadratickém ¢ase), a pro kazdou ,jednicku*
v bindrnim zapisu navic provede jedno nasobeni. Celkové jsme tedy schopni provést moduldrni
umocnovani nejhure v kubickém case.

13

Diofantické rovnice

Priklad. Vyteste diofantickou rovnici

72x + 100y = 16.

Priklad. Vyteste diofantickou rovnici

14

722 + 100y + 45z = 1.

Kryptografie s verejnym klicem

Kryptografie s vefejnym klicem (PKC)

Dva hlavni tkoly pro PKC jsou zajistit

Sifrovani, kdy zpravu zasifrovanou verejnym klicem piijemce neni schopen rozsifrovat nikdo
kromeé néj (resp. drzitele jeho soukromého klice)

podepisovani, kdy integrita zpravy podepsané soukromym klicem odesilatele muze byt
ovérena kymkoliv s ptistupem k vefejnému kli¢i odesilatele

Nejcastéji pouzivané systémy PKC:

RSA (sifrovén{) a odvozeny systém pro podepisovani zprav

Digital signature algorithm (DSA) a varianta zaloZend na eliptickych kiivkdch (ECDSA)
Rabinuv kryptosystém (a podepisovani)

ElGamal kryptosystém (a podepisovéni)

Kryptografie eliptickych kiivek (ECC)

Diffie-Hellmanuv protokol na vyménu klicu (DH)

RSA
Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks, GCHQ — 1973)

kazdy ucastnik A potiebuje dvojici klica — vefejny V4 a soukromy S 4

generovan{ klict: zvoli se dvé velkd prvocisla p, ¢, vypocte se n = pq, ¢(n) = (p — 1)(g — 1),
déle se zvoli e a oveéii, ze (e, ¢(n)) = 1, napi. pomoci Euklidova algoritmu se spocita d tak,
aby e-d =1 (mod ¢(n))

VA = (n,e)7 SA = d
zagifrovan{ numerického kddu zpravy M: C = V4 (M) = M€ (mod n)
desifrovani sifry C: M = S4(C) = C? (mod n)
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14. Kryptografie s verejnym klicem

Rabiniv kryptosystém

Prvnim vefejnym kryptosystémem, k jehoz prolomeni je prokazatelné potteba faktorizovat modul,
je Rabinuv kryptosystém, ktery si uvedeme ve zjednodusené verzi:

e kazdy ucastnik A potiebuje dvojici klict — vefejny V4 a soukromy S4

e generovani klica: A zvoli dvé podobné velkd prvoéisla p,q = 3 (mod 4), vypocte n = pq.

Va=mn,Ss= (pa Q)
zaifrovani numerického kddu zpravy M: C = Va(M) = M? (mod n)

desifrovani sifry C: vypoctou se (¢tyii) odmocniny z C modulo n a snadno se otestuje, kterd
z nich byla puvodni zpravou.

Pozndmka. Vypocet druhé odmocniny z C modulo n = pq, kde p = ¢ = 3 (mod 4)

e vypoéti odmocniny modulo p a modulo g, konkrétné r = £2C®+D/4 (mod p) a s = £C@ /4
(mod q)

e pomoci Cinské zbytkové véty spoéti pro kazdou kombinaci odmocnin modulo p a modulo ¢
odpovidajici odmocninu modulo n = pq

Priklad. V Rabinové kryptosystému Alice zvolila za svuj soukromy kli¢c p = 23, g = 31, vefejnym
klicem je pak n = pg = 713. ZaSifrujte zpravu M = 327 pro Alici a ukazte, jak bude Alice tuto
zpravu desifrovat.

Resend. C' = 692, kandidati pivodni zpravy jsou 138 + 248 (mod 713).

Princip digitalniho podpisu
Pozndmka. Podepisovani
1. Vygeneruje se otisk (hash) Hjys zpréavy pevné stanovené délky (napi. 160 nebo 256 bita).

2. Podpis zpréavy Sa(Hp) je vytvofen (pomoci desifrovani) z tohoto hashe s nutnosti znalosti
soukromého klice podepisujiciho.

3. Zpréva M (piipadné zasifrovand vefejnym klicem pifjemce) je spolu s podpisem odesldna.
Pozndmka. Ovéieni podpisu
1. K pfijaté zpravé M se (po jejim pfipadném desifrovan{) vygeneruje otisk H),

2. S pomoci vefejného klice (deklarovaného) odesilatele zpravy se rekonstruuje puvodni otisk
zpravy Va(Sa(Hyr)) = Hy.

3. Oba otisky se porovnaji Hy = Hj,?.

Diffie-Hellman key exchange

Whitfield Diffie, Martin Hellman (1976; M. Williamson, GCHQ - 1974)
Vymeéna kli¢t pro symetrickou kryptografii bez predchoziho kontaktu (tj. ndhrada jednordzovych
klict, kuryru s kuftiky, ...).

e Dohoda stran na prvoéisle p a primitivnim kofenu g modulo p (vefejné)

Alice vybere ndhodné a a posle g® (mod p)

Bob vybere ndhodné b a posle g” (mod p)

e Spoleénym klitem pro komunikaci je g?* (mod p).
Pozndmka. e Problém diskrétniho logaritmu (DLP)

e Nezbytna autentizace (man in the middle attack)
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15. (n, k)-kody

Kryptosystém ElGamal

Z protokolu DH na vyménu kli¢u odvozen Sifrovaci algoritmus ElGamal:
e Alice zvoli prvocislo p spolu s primitivnim kofenem g
e Alice zvoli a a spoc¢itd h = g* (mod p)
e Vy=(p,g,h),Sa=a

e Sifrovani zpravy M: Bob zvoli ndhodné b a vypocte C; = g® (mod p) a Co = M -h® (mod p)
a posle C = (C1,Cs)

e desifrovani zpravy: M = Co/CY (mod p)
Pozndmka. Analogicky jako v pfipadé RSA lze odvodit podepisovéni.

Eliptické krivky

Eliptické kiivky jsou rovinné kiivky o rovnici tvaru y? = 23 + ax + b a zajimavé jsou tim, Ze na
jejich bodech lze definovat operace tak, ze vyslednou strukturou bude komutativni grupa.
Pfitom uvedené operace lze efektivné provadét a navic se ukazuje, ze maji (nejen) pro kry-
prografii zajimavé vlastnosti — srovnatelné bezpecnosti jako RSA 1ze dosdhnout jiz s podstatné
kratsimi kli¢i. Vyhodou je rovnéz velké mnozstvi pouzitelnych eliptickych kiivek (a tedy grup
ruzné struktury) podle volby parametru a,b .
Protokoly:

e ECDH - pifm4 varianta DH na eliptické kifvce (jen misto generdtoru se vybere vhodny bod
na kiivce)

e ECDSA - digitalni podpis pomoci eliptickych kiivek.

Pozndmka. Problém diskrétniho logaritmu (ECDLP).
Navic se ukazuje, ze eliptické kfivky jsou velmi dobie pouzitelné pii faktorizaci prvocisel.

15 (n, k)—kédy

Pti pfenosu informace zpravidla dochézi k jeji deformaci. Budeme pro jednoduchost pracovat s
modelem, kdy jednotlivé éastecky informace jsou bud’ nuly nebo jednicky a budeme je interpretovat
jako prvky Zs, tj. jako zbytkové tiidy modulo 2, pfi¢emz podstatné pro nas bude, Zze s nimi
muZzeme provadét algebraické manipulace: s¢itat a ndsobit. Prvky Zs budeme pro jednoduchost
znacit pomoci reprezentati, tj. 0 a 1 namisto pfesnéjsiho [0] a [1]. Protoze operace spliuji axiomy
Ltélesa®, muzeme uvazovat vektorové prostory se skaldry v Zs, budeme vsak vyuzivat pouze dva
pifklady: standardni (sloupcové) vektory jsou prvky kartézské mocniny (Z,)* a polynomy jsou
prvky Zs[x]. Sloupcové vektory sé¢itdme po slozkéch, pFicemz je dobré mit na paméti, ze v Zy plati
141 = 0. To stejné plati pro polynomy — pfi jejich séitani s¢itame odpovidajici si koeficienty
a opét vyuzivame 1 4+ 1 = 0. Jesté jedna ekvivalentni interpretace tohoto pravidla se ndm bude
hodit: —v = v. (Ndsobeni skaldry neni moc zajimavé, protoze ndsobeni 0 i ndsobeni 1 je vynucené
axiomy vektorového prostoru.)

Ptenésime slova o k bitech. Protoze pfenosové chyby chceme rozpoznavat a idealné i opravovat,
priddvame za tim ucelem dodateénych n — k bitu informace pro pevné zvolené n > k. Mluvime
pak o (n, k)-kddu.

Vsech slov o k bitech je 2¥ a kazdé z nich ma jednoznaéné urcovat jedno kddové slovo z 2"
moznych. Mame tedy jesté

on — ok — gk(gn—k _ 1)

slov, které jsou chybové. Lze tedy tusit, ze pro veliké & nam i maly pocet pridanych bitu déva
hodné redundantni informace.
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16. Linedrni kédy

Uplné jednoduchym piikladem je kod kontrolujici paritu. Kédové slovo o k41 bitech je urcené
tak, aby pfidanim prvniho bitu byl zarucen sudy pocet jednicek ve sloveé.

Pokud pfii prenosu dojde k lichému poétu chyb, pfijdeme na to. Dvé ruzna kédova slova se pii
tomto kédu vzdy lisi alespoini ve dvou pozicich, chybové slovo se ale od dvou ruznych kédovych
slov lisi pouze v pozici jedné. Nemuzeme proto umeét chyby opravovat ani kdybychom védéli, ze
doslo k prave jedné.

Navic neumime detekovat tak obvyklé chyby, jako je zaména dvou sousednich hodnot ve slové.

Definice. Hammingova vzddlenost dvou slov je rovna poc¢tu bitu, ve kterych se lisi.

Véta 28. 1. Kod odhaluje v a méné chyb prave, kdyz je minimdlni Hammingova vzddlenost
kodovych slov prdavé r + 1.

2. Kod opravuje r a méneé chyb prdvé, kdyz je minimdlni Hammingova vzddlenost kédovich slov
prdave 2r + 1.

16 Linearni kody

Definice. Linedrni kéd je injektivni linedrni zobrazeni g : (Zs)¥ — (Z2)™. Matice G typu n/k
reprezentujici toto zobrazeni v standardnich bazich se nazyva generujici matice kdédu.

Pro kazdé slovo u je
v=G-u

piislusné kédové slovo. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze kod pridavé dodateénou infor-
maci a pro konkrétnost tedy, ze v ma blokovy tvar v = (%), kde Pu je ona dodateénd informace
a u je puvodni vektor. Proto matice G bude mit blokovy tvar

()

Véta 29. Je-li g : (Zo)* — (Zo)™ linedrni kéd s matici jako vyse, potom zobrazeni h : (Zg)™ —
(Zo)" % s matici
H= (I,—x P)

md ndsledugici vlastnost: slovo v je kodové, prdvé kdyz H - v = 0.

Diikaz. Slovo v = () je kédové, prave kdyz v = Gy = (Izy), protoze v takovém piipadé jsme

schopni puvodni slovo y dekédovat z informaénich bitu. Slovo v je tedy kédové, pravé kdyz x = Py,
coz je piesné podminka H () = 0. O

Matici H z véty se ikd matice kontroly parity piflusného (n,k)-kédu, sou¢inu Hv fkdme
syndrom slova v. Nyni vysvétlime vyznam syndromu i v pfipadé, ze je nenulovy. Pokud neplati
Hv = 0, chceme ptictenim co nejmensiho chybového vektoru k v dosdhnout toho, aby podminka
Hv = 0 platila. Pfitom pfi¢teni jednicky na i-tém misté zpusobi zménu hodnoty pfesné o i-ty
sloupec kontrolni matice H. Chceme tedy hodnotu Hv vynulovat co nejmensim poc¢tem sloupcu
matice H, pficemz v levé submatici mame pravé sloupce s jednou jednickou a v pravé praveé
kontroln{ bity sloupcti matice kédu. Kdybychom vyuzivali pouze levou submatici (opravovali pouze
kontrolni bity), potfebujeme opravit pfesné tolik bitl, kolik obsahuje Hv jednicek (navic pfesné
na stejnych pozicich), syndrom tedy udava ptesné tu jedinou moznou chybu, ke které mohlo dojit
Cisté na kontrolnich bitech. Pti pouziti informaé¢nich biti muzeme pocet chyb snizit, je tedy sice
Hwv jista mira chybovosti, ale ne minimalni.

Naopak, necht h je linedrni zobrazeni, jehoZz matice H je tvaru jako ve vété. Pak muzeme
sestrojit linedrni kéd s matici G jako pred znénim véty a podle véty pak H bude matice kontroly
parity. Jsme tedy schopni linedrni kéd zadat jeho (linedrni) kontrolou parity. Jednoduse to lze
ilustrovat na klasické kontrole parity, kde h(zo,...,zx) = To + - - - + x je zjevné linedrn{ s matici

H=(1 1 - 1),
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17. Polynomialni kédy

kyzeného tvaru. Nemusime tedy specifikovat matici kédu, tu lze z matice kontroly parity odvodit.
V dalsf ¢ésti uvedeme konstrukei polynomidlnich kédu skrze jejich matici kontroly parity.

Pozndmka. Jak jsme vidéli, pfenos zpravy Gu s chybou e dava vysledek
v=Gu+e,

kde ale nezndme u, e a hleddme takovy “rozklad”, kde e obsahuje co nejméné jednicek (oprava
chyby za predpokladu co nejmensiho poctu chyb).
Je-liv = (§), pak jednou z moznosti na odeslanou zpravu je Gy = (©¥) (ne nutné optimalnf),

()-(7)+ ()

kde s = 2 + Py = (In-x P)(y) = Hv je pravé syndrom slova v a jednd se tedy o chybu za
predpokladu, ze k ni doslo pouze na kontrolnich bitech (z informaénich bitu lze proto precist
puvodnf slovo).

Protoze kédova slova jsou pravé soucty sloupcu matice G, lze vSechny dalsi moznosti obdrzet
priéitanim sloupct g; ke kédovému slovu i chybé, bud pii¢itanim jednoho sloupce:

(0-(()») (7))

ptipadné dvou sloupcu, atd.

Pritom pri¢teni kazdého sloupce vyrobi jednu jednicku v informaénich bitech chyby, snazime
se jejich pocet kompenzovat snizenim poctu jednicek v kontrolnich bitech. Toto budeme zkouset
pouze pro maly pocet chyb, viz cviceni.

17 Polynomialni kédy

Jak konstruovat kédova slova, abychom je snadno rozpoznali? Kontrolu parity jsme uz vidéli, dalsi
trividln{ moznost je prosté opakovéni biti — napf. (3, 1)-kdd bere jednotlivé bity a posild je t¥ikrat
po sobé.

Docela systematickou cestou je vyuziti délitelnosti polynomu. Zpréava bgby ...by_1 je reprezen-
tovana jako polynom m(z) = by + bix + - - + bp_12F 71 € Zoa].

Definice. Necht p(z) = ag+---+a, 2" % € Zy[x] je polynom s ag = 1, a,,_ = 1. Polynomidlni
kéd generovany polynomem p(x) je linedrni (n, k)—kdd, jehoz slova jsou polynomy stupné mensiho
nez n delitelné p(x) a jehoz kontrola parity je linedrni zobrazeni h posilajici polynom na jeho
zbytek po déleni p(z).

Zobrazeni h je opravdu linedrni (zbytek souctu je soucet zbytkiu). Polynomy stupné menstho
nez n — k jsou automaticky zbytkem po déleni p(x), takze je na nich h identita a matice H je tedy
tvaru

H=(l_ P).

jak je potieba.

Nastinime nyni, jak matici P sestavit. Jeji prvni sloupec je zbytek 2"~ % a sestdva se tedy z
koeficientti p(z) stupné menstho nez n— k. Dalsi sloupec je zbytkem 2"~ *+1 = z.2"~* a ziskdme jej
tedy z predchoziho sloupce vynasobenim z, pficemz pifpadny vyskyt »* nahradime jeho zbyt-
kem, tedy prvnim sloupcem P. Konkrétné tedy sloupec posuneme dolu a piipadné jednicka se pii
preteceni nahradi pfictenim prvniho sloupce. Takto postupujeme i pro dalsi sloupce — posouvame
predchozi, pi pieteceni pri¢itdme prvni!

Priklad. 1. Polynom p(z) = 1 + = generuje (n,n — 1)-kéd kontroly parity pro vSechna n > 3.

2. Polynom p(z) = 1+ x + 22 generuje (3,1)-kdd opakovani bitii.
Prvni tvrzeni plyne z toho, ze 1 + x déli polynom v(x) tehdy a jen tehdy, kdyz v(1) = 0 a to
nastane tehdy, kdyz je ve v(z) sudy pocet nenulovych koeficientti. Druhé je ziejmé.
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18. Kombinatorika — motivace

Matice pifslusnd k polynomu p(z) = 1+ + 2% a jim uréenému (7,4)-kédu je

1 01 1
1110
0 1 1 1
G=1]1 0 0 O
0 1 0 O
0 010
0 0 0 1

Pienos slova v € Zs[x] dopadne pii{jmem polynomu
u(z) = v(z) + e(x)

kde e(x) je tzv. chybovy polynom reprezentujici vektor chyby pienosu.

Chyba je rozpoznatelnd pouze, kdyz generdtor kédu p(x) nedéli e(x). Mdme proto zdjem o
polynomy, které nevystupuji jako délitelé zbytecné casto. Pfipomenme, ze matice kontroly parity
obsahuje ve sloupcich zbytky po délenf z¢ polynomem p(x). Pokud chceme, aby kéd rozpoznal jed-
noduché chyby, nesmi matice kontroly parity obsahovat zadny nulovy sloupec — to totiz odpovida
p(z) | 2°. Pokud chceme, aby kéd rozpoznal dvojité chyby, nesmi matice kontroly parity obsahovat
7adny sloupec dvakrat — to totiz odpovida p(x) | x* + 27. Pii poétu fadkt m = n — k, tak muze
P obsahovat maximéalné 2™ — 1 sloupcu.

Definice. Ireducibilni polynom p(x) € Zy[x] stupné m se nazyva primitivni, jestlize p(z) { (1+x%)
pro £ < 2™ — 1, a teprve p(z) | (1 + %) pro £ =2m — 1.

Véta 30. Je-li p(x) primitivnd polynom stupné m, pak pro viechnan < 2™—1 rozpozndvd prislusny
(n, k)-kdd vsechny jednoduché a dvojité chyby. O

Dausledek. Je-li g(x) primitivni polynom stupné m, pak pro vSechna n < 2™ — 1 rozpozndvd
(n,k)-kod generovany polynomem p(x) = q(z)(1 4+ ) vsechny dvojité chyby a vSechna slova s
lichym poctem chyb. O

Tabulka dava informace o vysledcich predchozich dvou vét pro nékolik polynomu:

primitivni polynom kontrolni bity délka slova

142+ 22 2 3
14+2+23 3 7

1+x+ 2t 4 15

1+ a2 +2b 5 31

14+ 2+ 6 63
1+a23+27 7 127

1+ a2+ 22+ 2t +28 8 255
14+ 2%+ 29 9 511

1+ 23 4 210 10 1023

Nastroje pro konstrukei primitivnich polynomu déva teorie koneénych poli. Souvisi s tzv. pri-
mitivnimi prvky v Galoisovych polich G(2™).

Ze stejné teorie lze také dovodit piijemnou realizaci déleni se zbytkem, tj. ovéfovani, zda je
piijaté slovo kédové, pomoci zpozd ovacich registrii. Jde o jednoduchy obvod s tolika prvky, kolik
je stupen polynomu.

18 Kombinatorika — motivace

Kombinatorika = uméni pocitat

Casto potfebujeme umét spocitat, kolika moznymi zptisoby se néco miize stat!

30



18. Kombinatorika — motivace

Nebyvé to jednoduché a nasim cilem nyni bude vybudovat zakladni prostiedky pro feSeni tiloh
obdobnych témto:

Analyza algoritmui: Napf. chceme zjistit ocekdvany pocet porovnani béhem algoritmu Quicksort.

Odvozeni Cayleyho formule: Chceme znat pocet riznych stromu na danych n vrcholech.

Quicksort — analyza pramérného pripadu

Ukézka implementace (divide and conquer):

if L = []: return []

return gsort ([x for x in L[1:] if x < L[0]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x >= L[0]])

1. Pocet porovndani pii rozdéleni (divide): n — 1.
2. (Pfedpoklad ndhodnosti): Pravdépodobnost toho, ze prvek L[0] je k-ty nejvétsi, je %
3. Velikost tiidénych poli ve fazi conquer: k —1 an — k.

Pro stfedni hodnotu poc¢tu porovnani tak dostavame rekurentni vztah:

"1
Cn:n_1+kz_ﬁ(ck,1+cn,k).

ZjednodusSeni rekurence

L |
Cn=n +;n<ck1+on k), Co=0

2 n
C,=n—1+— Z CrL_1 symetrie obou sum
n
k=1
nCp,=n(n—1)+2 Z Cr-1 vyndsob n
k=1
n—1
(n=1)Chr_1=(Mn-1)(n—2)+2 Z Cr—1 tentyz vygraz pro Cp_1
k=1
nCp,=mn+1)Ch_1+2(n—1) odeéteno a upraveno

VyieSeni rekurence
nCp=Mn+1)Cp_1+2(n—1)

Ptestoze jsme jiz rekurenci vyrazné zjednodusili, takze je mozné jednoduse iterativné hodnoty
C,, dopocitat, je casto zddouci tyto hodnoty konkrétné (nebo alespon piiblizné) vyjadfit explicitné
jako funkci n.

Nejprve si pomuzeme drobnym trikem, kdy vydélime obé strany vyrazem n(n + 1) :

Cn o Cn—l + Z(n—l)
n+1 n nn+1)
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19. Elementarni kombinatorické metody

Nyni tento vztah ,rozbalime* (telescope, piip. si pomuzeme substituci B,, = C,,/n + 1):

Ch _2(71—1) 2(77‘_2)_’__;'_2_1'_&
n+1 nn+1) (n—1n 2:3 2

Odkud )
C, — k

—_— 2 —_—

n+1 ;(k+1)(k+2)

Vyraz seCteme napi. pomoci rozkladu na parcidlni zlomky Wk(kﬁ) = kLJrQ - T}H a dostaneme

Ch 1
=2(Hypy—2+—),
n+1 ( + +n+1)

odkud
Cpn=2n+1)Hpi1 —4(n+1)+2

(Hp = > 1 % je soucet prvnich n ¢lenu harmonické fady). Pfitom je mozné odhadnout H,, ~

fnd—qu’y:lnnJrfy, odkud

1 =z

Cp~2(n+1)(In(n+1)+~v—2)+2.

19 Elementarni kombinatorické metody

Pravidlo souc¢tu a souc¢inu

Vyluéujici se moznosti s¢itame, vzajemné nezavislé a soucasné se vyskytujici pripady se nasobi.
Na dané konetné mnoziné S s n prvky je pravé n! riznych potadi.
Pocet kombinaci k-tého stupné z n prvka je (k < n)

c(n,k):(Z):n(”_l)---(n—k+l) nl

Pro pocet variaci plati

k(k—1)...1 (n— k)

vin,k)=nn—1)---(n—k+1)
pro vsechny 0 < k <n (a nula jinak).
Priklad. Urcete, kolika zptsoby lze z 15 poslancu vybrat ¢tyiélennou komisi, neni-li mozné, aby
jisti 2 poslanci pracovali spolu.
Resend. Vysledek je (') — (7)) = 1287.

Kombinace a variace s opakovanim

Necht je mezi n danymi prvky p; prvka prvntho druhu, p, prvka druhého druhu, ..., pi prvka k-
tého druhu, p;+pa+- - -+pr = n, potom pro pocet poradi téchto prvki s opakovanim, P(py, ..., k),
plati

n!
pil--opil
Pro variace k-tého stupné s opakovanim z n prvku plati

P(pla"'apk’) =

V(n, k) =nk.
Pro kombinace s opakovdnim, C(n, k), plati

Véta 31. Pocet kombinaci s opakovanim k-té tridy z n prvki je pro vsechna 0 <k a 0 <n

Cln, k) = <”+:1).

32



20. Vytvorujici funkce

Princip inkluze a exkluze

Pozndmka. Uvazujme obecnou koneé¢nou mnozinu M a jeji podmnoziny Aq, ..., Ai. Budeme psat
| M| pro pocet prvku mnoziny M, tj. pro mohutnost mnoziny M.

k
MG =M () T Maneenag)i)

1<y < <i; <k

Priklady kombinatorickych rovnosti

Dokézeme (pokud mozno kombinatorickou tivahou):

Aritmetickd fada Z k= M — (n + 1)

= 2 2
n n+1
T -1
G trickd fad k —
eometricks rada ’;)x pro
" /n
Bi ickd vét n _ k, n—k
inomickd véta (x+y) Z (k)x y
k=0
"k n+1
Horni binomické fada Z ( ) = )
o \m m—+1

Vandermondova konvoluce mn = m n
r P k)\r—k

Odkazovaci strategie

Ve vézeni je 100 véziu s Cisly jedna az sto. V uzaviené mistnosti je 100 krabicek s &isly jedna

az sto a v kazdé z nich ndhodné rozdélené papirky s ¢isly také 1 az sto. Do mistnosti budou po

jednom postupné vchazet vézni a kazdy smi oteviit 50 krabic, vézni pfitom spolu nekomunikuji.

Jestlize kazdy z nich najde svoje ¢islo, vSechny pusti, v opatném piipadé vSechny popravi.
Doporucte néjakou rozumnou strategii pro vézné ...

20 Vytvorujici funkce

Motivace

Motto: spojité a diskrétni modely se vzdjemné potrebuji a doplriug.

Priklad. Mame v penézence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3 pétikorunové. Z auto-
matu, ktery nevraci, chceme mineralku za 22 K¢é. Kolika zptsoby to umime, aniz bychom ztratili
preplatek?

Hledame zjevné ¢isla ¢, j a k takova, ze ¢ + j + k = 22 a zaroven
i€{0,1,2,3,4}, j € {0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.
Uvazme soucin polynomu (tfeba nad redlnymi ¢isly)
(@ + 2! + 2% + 2% + 2N (@0 + 22 + 2% + 25 + 28 + 210) (20 + 2 + 210 + 21).

Meéelo by byt ziejmé, ze hledany pocet fesen{ je diky (Cauchyovskému) zpusobu ndsobeni polynomi
prave koeficient u 222 ve vysledném polynomu.

Skutecné tak dostdvdme €tyFi moznosti 3x5+3x2+1x1, 3x5+2x243x1, 2x54+5x242x1
a2xd+4x2+4x1.
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20. Vytvorujici funkce

Ptedchozi piiklad asi vypadal spi$ jako slozity zapis jednoduchych ,backtrackingovych tvah.
Nésledujici priklad ukazuje, ze tento postup lze ale s vyhodou zobecnit.

Necht I,J jsou koneéné mnoziny nezédpornych celych &sel. Potom je pro dané r € N pocet
feseni (i,7) rovnice ¢ + j = r spliujicich ¢ € I,j € J roven koeficientu u z" v polynomu
(X ier xz)(ZjeJ z7).

Priklad. Kolika zpusoby muzeme pomoci mincf (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K¢) zaplatit platbu 100 Ké?

Hleddame pfirozena ¢isla ay,as, as, a1, a20 a aso takova, ze a; je nasobkem ¢ pro vSechna i €
{1,2,5,10,20,50} a zdroven a; + as + a5 + a19 + a0 + aso = 100.

Podobné jako vyse je vidét, ze pozadovany pocet lze ziskat jako koeficient u 20 v

A4+ +. . )A+22 +2r+. )1+ +20+..)
A4z 4220+ ) +220 + 2%+ A+ 204+ 210 4 )
Drobny rozdil je v tom, Ze se nyni nejednd o polynom, ale nekone¢nou tradu; pfitom ale neni

problém vsechny vypoéty konéit u 19, ¢fmz se opét dostaneme k polynomtim (nicméné nekoneéna
geometrickd fada mé jednodussi vzorec pro soucet!).

Priklad. 'V krabici je 5 ¢ervenych, 10 modrych a 15 bilych micka, micky stejné barvy pfitom nelze
rozeznat. Kolika zpusoby je mozné vybrat soubor 7 micku k vyzkouSeni? A o kolik mini to bude,
kdyz chceme aspon 1 ¢erveny, aspon 2 modré a aspon 3 bilé?

7

Resend. Hledany pocet je roven koeficientu u x” v sou¢inu

(I+az+2®+-+2)Q+a+2>+ - +2' A +z 42+ +2").
Kdyz mame predepsany néjaky pocet jako nejmensi mozny, prosté zacneme az od prislusnych
mocnin.

Kombinatorické vztahy

Vyuzitim operaci s polynomy lze velmi snadno odvodit také nékteré kombinatorické vztahy, které

vvvvv

Véta 32 (binomickd). Pron € N ar € R plati

n n
> (3)e = v
k=0

Na pravou stranu se muzeme divat jako na souc¢in n polynomu, levd je zdpisem polynomu
vzniklého jejich roznasobenim. Dosazenim ¢isel x = 1, resp. © = —1 dostavame znamé vzorce:

Diisledek. o >, (}) =2,
o Yio(-DF(p) =0

Podivdme se ted na obé strany v binomické vété ,spojityma oc¢ima® a s vyuZitim vlastnost{
derivaci odvodime dalsi vztah mezi kombina¢nimi ¢&isly.

Dausledek. Plati N
Z k(:) =n2" 1
k=0

Drikaz. Na obé strany binomické véty se podivame jako na polynomialni funkce. Derivaci pravé
strany dostaneme n(1+z)"~!, derivaci levé strany (¢len po élenu) pak > ;' _; k(})z*~!. Dosazenim

r = 1 dostaneme tvrzeni.
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21. (Formélni) mocninné rady

21 (Formadlni) mocninné fady

(Forma&lni) mocninné fady

Definice. Bud ddna nekoneénd posloupnost a = (ag, a1, as, . ..). Jeji vytvorujici funkcef rozumime
(forméln{) mocninnou fadu tvaru

o0
E akxk=a0+a1x+a2x2+---.
k=0

Pozndmka. O formalni mocninné fadé hovofime proto, ze se zatim na tuto fadu divame cisté
formalné jako na jiny zapis dané posloupnosti a nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu
to ale znamend, Ze formdlni mocninnd fada neni funkce a nemuzeme do ni dosazovat. To ovsem
vzapéti napravime, kdyz s vyuzitim znalosti z analyzy nekoneénych fad prejdeme od formélnich
mocninnnych fad k piislusnym funkcim.

Priklad. Posloupnosti samych jedni¢ek odpovid4 formalni mocninnd fada 1 + 2 + 22 4+ 23 +---.
Z analyzy vime, Ze stejné zapsand mocninnd fada konverguje pro x € (—1,1) a jeji soucet je
roven funkei 1/(1 — z). Stejné tak obrdcené, rozvineme-li tuto funkci do Taylorovy fady v bodé
0, dostaneme ziejmé puvodni fadu. Takovéto ,zakédovani* posloupnosti ¢isel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvorujicich funkci.

Jak jsme jiz zminili, tento obrat lze ale pouzit pouze tehdy, pokud vime, ze fada alespon
v néjakém okoli 0 konverguje. Casto ale ,diskrétni“ matematici pouzivaji nésledujici ,podvod*:

e pomoci formdlnich mocninnych fad odvod{ néjaky vztah (formuli, rekurenci,...) bez toho,
aby se zajimali o konvergenci

e jinymi prostiedky (Casto matematickou indukei) tento vztah dokdzou
Vytvotujici funkce v praxi vyuzivame:
e k nalezeni explicitni formule pro k-ty clen posloupnosti;

e cCasto vytvorujici funkce vychézeji z rekurentnich vztahu, obc¢as ale diky nim odvodime re-
kurentni vztahy nové;

e vypocet pruméru ¢i jinych statistickych zdvislosti (napf. prumérnd slozitost algoritmu);

e dukaz ruznych identit;

e casto je nalezeni pfesného vztahu piilis obtizné, ale mnohdy staci vztah piiblizny nebo

alespon asymptotické chovani.
Soucet formalni mocninné rady
Nasledujici vétu znate z matematické analyzy z lonského semestru:
Véta 33. Bud (ag,a1,as,...) posloupnost redlnijch éisel. Plati-li pro néjaké R € R, Ze pro viechna
k>0 je |lax| < R*, pak 7ada
a(z) = Z apx®
k>0

konverguje pro kaZdé x € (f%, %) Soucet této tady tedy definuje funkci na uvedeném intervalu,
tuto funkci oznacujeme rovnéz a(x).

Hodnotami funkce a(z) na libovolném okoli 0 je jednoznacéné uréena piivodni posloupnost, nebot
md a(z) v 0 deriace viech Tddi a plati

a(k)(o)
K

ap =
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22. Operace s vytvorujicimi funkcemi

Pirehled mocninnych rad

1 1 xk
n = —_—,
11—z kZIk
k
v T
€ => 7

Poznamka. e Posledni vzorec
(1+a)

> ()

je tzv. zobecnéna binomicka véta, kde pro r € R je binomicky koeficient definovan
vztahem

T rir—1D(r—-2)---(r—k+1)

k) k! '
Specidlné klademe (8) =1.

e Pron € N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

o ()

k>0

(—:) — (~1)k- <k;;f; 1>,

e Jesté o néco obecnéji muzeme substituci ax za x obdrZet obecnéjsi vzorec, vhodny pro
pocitani konkrétnich piikladu

1 B E+n—1\ ., &
(l—ax)”z< n—1 )a v

k>0

To plyne ze vztahu

ktery odvodite na cviceni.

22 Operace s vytvorujicimi funkcemi

Neékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji jednoduché operace nad mocninnymi
fadami:

e Scitédni (a; + b;) posloupnosti ¢len po ¢lenu odpovidd soucet a(z) + b(x) piislusnych vy-
tvotujicich funkci.

e Vyndsobeni («-a;) vSech ¢lent posloupnosti stejnym skaldrem « odpovidéd vynésobeni a-a(z)
prislusné vytvorujici funkce.

e Vynésobeni vytvoiujici funkce a(z) monomem z* odpovidd posunuti posloupnosti doprava
o k mist a jeji doplnéni nulami.
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22. Operace s vytvorujicimi funkcemi

e Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechdni prvnich k£ mist posloupnosti) nej-
prve od a(x) ode¢teme polynom by(x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ar-1,0,...) a poté
podélime vytvoiujici funkci 2*.

Dalsimi dulezitymi operacemi, které se pti préaci s vytvorujicimi funkcemi ¢asto objevuji, jsou:

e Derivovani podle z: funkce o'(z) je vytvorujici fukel posloupnosti (ai,2as,3as,...), ¢len
s indexem k je (k + 1)agt1 (tj. mocninnou fadu derivujeme ¢len po ¢lenu).

e Integrovani: funkce fow a(t) dt je vytvorujici fukei posloupnosti (0, ag, %al, %a% iag, ...), pro
k > 1 je ¢len s indexem k roven %ak,l (zfejmeé je derivaci pfislusné mocninné rady ¢len po
¢lenu puvodni funkee a(z)).

e Niésobeni fad: souc¢in a(z)b(z) je vytvorujici funkei posloupnosti (cg, ¢1, ¢, ... ), kde

o = aobg + arb_1 + - +arbo = Y aiby,
it+j=k

tj. cleny v soucinu az po ¢y jsou stejné jako v soucinu (ag+ayx+azx®+- - - +apa®)(bo+biz+
box? + - - - bpa®). Posloupnost (c) byvé také nazyvéana konvoluci posloupnosti (az), (b).

V dalsim bude vyhodné polozit a_1 = 0, a_2 = 0, atd. (pak muzeme scitat pies vSechna
k), jenom bacha na konkrétni soucty typu >, k= ﬁ, pro ty je potieba scitat pouze pies
nezapornd k. Operace s vytvorujicimi funkcemi prepiSeme:

o Yapzh + Y bpa* = (ay + by)z".
o oY aprt = (aay)zt.
o 2" Y apzh =Y ap_nat.

o O arx®) - (X bpat) = cpa®, kde
Cr = Z aibj.

i+j=k
Ukazme si dulezity piiklad vyuzivajici konvoluci posloupnosti:
Priklad. ﬁa(m) je v.ip. (ap,a0 +a1,a0 + a1 + asg,...).
Odtud napft. dostavame, ze

1 1
In —— je v.f.p. harmonickych ¢isel H.
l—-z 1-z

Priklad. Protoze 11~ =Y, 2", dostdvame konvoluci posloupnosti (1,1,...) se sebou vztahy

1 1 k+2
et - ()

k>0 k>0

coz mame dokazano z diivéjska jako dusledek zobecnéné binomické véty.
Priklad. V krabici je 30 cervenych, 40 modrych a 50 bilych mi¢ku, micky stejné barvy pritom
nelze rozeznat. Kolika zpusoby je mozné vybrat soubor 70 micka?

70

Reseni. Hledany pocet je roven koeficientu u 2 v soucinu

A+z+2®+-+230+z+22+- +20Q +z+ 22+ +25).

Tento souéin upravime na tvar (1 —z)~3(1 — 231)(1 — 2*)(1 — 2°!), odkud pomoci zobecnéné

binomické véty dostaneme

(<§)+(§>x+(3)x2+...)(1—x31—x41_x51+$72+m)

70+2—31) _ (70+2—41) _ (70-&-3—51) — 1061.

a tedy koeficientem u z° je zfejmé (70;'2) — ( 5 5
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22. Operace s vytvorujicimi funkcemi

Priklad. Zkusme pomoci vytvofujicich funkef najit explicitni vzorecek pro 142+ - -+ 2. Protoze
je ﬁ vytvorujici funkce posloupnosti (2%), je vytvorujici funkei pro posloupnost (1424 - -+ 2F)
funkce
1.1 9. 1 1
=412z T 1-z-
Proto je zpétné tato posloupnost rovna (2 - 2% — 1).

Rozklad na parcidlni zlomky!

Rozklad na parcialni zlomky — pripomenuti

Rozklad na parcialni zlomky jsme jiz vidéli diive pfi integraci raciondlnich lomenych funkci, presto
pfipomeneme:

e Predpokldddme, ze P(z)/Q(x) je podil polynomu, kde deg P < deg@ (jinak vydélime se
zbytkem) a P(x), Q(z) nemaji spoletné koreny.

e Polynom Q(z) rozlozime na kofenové Cinitele.

e Jsou-li vSechny kofeny aq,...,ay jednoduché, pak
P(x) o A1 Ag
Q) r—oo T—oy

e Ma-li kofen «; nasobnost k;, pak se piislusny parcidlni zlomek nahradi soué¢tem parcialnich

zlomku tvaru
Ain n Ao T Ak,
(x — ;)  (x— ;)2 (. — ay)ki”

e V piipadé dvojice komplexné sdruzenych kofenu nahrazujeme s¢itanec A/(x — «) séitancem
(Ax + B)/(2% + px + q) véetné pifslusnych mocnin jmenovatele.

e Neznamé dopoéitdme roznisobenim a bud porovndnim koeficienti u jednotlivych mocnin z
nebo dosazenim jednotlivych kofenu.

e Vyrazy A/(z—a)* pievedeme na vyrazy tvaru B/(1— 3z)* vydélenim ¢itatele i jmenovatele
vyrazem (—a)k . Tento vyraz jiz umime rozvinout do mocninné rady.

Rozklad na parcialni zlomky — vychytavka

Protoze preferujeme 1 — Sz, bude lepsi jmenovatel rozlozit rovnou na soucin takovychto ¢initelu,
napr.
1 -5z + 622 = (1 —2z)(1 — 3z),

ktery obecné ziskdme “otocenim” polynomu — provedeme substituci x = % a vyndsobme t2:

1-51+6%=(1-21)(1-37)
t2 =5t +6=(t —2)(t —3)

Pritom posledni tvar je jiz klasicky rozklad na kofenové cinitele, ve kterém muzeme pouzit
napi. zndmé vzorecky pro kofeny kvadratického polynomu.
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23. Reseni rekurenci

23 Reseni rekurenci

Fibonacciho ¢isla a zlaty tez

Pripomenme, ze Fibonacciho ¢&isla jsou dana rekurentnim predpisem
Fo=0,Fy=1,F,=Fy_1+ Fr_2prok >2.

Jiz diive jste si uvadéli vSemozné vyskyty této posloupnosti v prirodé, v matematice nebo
v teoretické informatice (podrobné viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nasim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti.

Pozndmka. (Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji autoti Concrete mathematics velmi
vhodné oznaceni [logicky predikdt] — vyraz je roven 1 v piipadé splnéni predikatu, jinak
0., napt. [k = 1],[2|k] apod. Pro vyjadieni koeficientu u z* ve vytvorujici funkci F(z) se pak ¢asto
pouziva zapis [#F]F(z).

Uvazme vytvorujici funkci F'(z) Fibonacciho posloupnosti. Pfi podminkdch Fy =0, F; =1 je
to F(z) —xF(z) — 22F(z) = x, a tedy

x
Flz)= ——.
() 1—x—2?

Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro k-ty ¢len posloupnosti.

Vyuzijeme k tomu rozklad na parcialni zlomky a dostaneme

T A B

1—95—;62_1—)\:10_'_1—#937

kde A, u jsou kofeny t2 —t —1 a A, B vhodné konstanty odvozené z pocatecnich podminek. Odtud

VVVVV

S vyuzitim pocateénich podminek dostavame

k k
g L1 V5 1-V5
VB 2 2
Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iraciondlnich ¢isel je vzdy celociselny.
Uvézime-li navic, ze (1 —+/5)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna pfirozen4 ¢isla lze Fy, snadno
L( 1+\/5)k
VEL 2 )

Navic je vidét, ze limg o0 Fit1/Fr = A = 1.618, coz je pomér zndmy jako zlaty fez — objevuje
se jiz od antiky v architekture, vytvarném umeéni i hudbeé.

spocitat zaokrouhlenim ¢isla

ResSeni rekurenci

Mocninné fady jsou velmi silnym ndstrojem pro feseni rekurenci (a to nejen linedrnich!). Tim je
minéno vyjadfeni Clenu ay jako funkci k. Casto se s pomoci fad podaii vyresit na prvni pohled
velmi slozité rekurence.
Obvykly (takika mechanicky) postup pro feseni rekurenci se sklddd ze 4 kroku:
1. ZapiSeme jedinou rovnici zavislost ay na ostatnich ¢lenech posloupnosti. Tento vztah musi
platit pro vSechna k € Ny (predpokladajice a_1 = a_o =--- =0).
2. Obé strany rovnice vynasobime z* a setteme pies viechna k € Ny. Na jedné strané tak
dostaneme >, arpz®, coz je vytvoiujici funkce A(z). Pravou stranu vztahu je pak teba
upravit na vyraz rovnéz obsahujici A(x).

3. Zjisténd rovnice se vytesi vzhledem k A(x).
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23. Reseni rekurenci

4. Vysledné A(z) se rozvine do mocninné fady, pticemz koeficient u z* udavd ay, tj. ar =
2] Az) -

Priklad. Reste rekurenci

ap :0,611 =1

ap = 5ai_1 — 6ag_o

Resend. e Krok 1: ap, = bag_1 — 6ag_2 + [k = 1].
e Krok 2: A(x) = 5zA(x) — 622 A(z) + .

o Krok 3: 1 1
X
Alz) = - _ .
@) =5 6~ 1 s 1-22

e Krok 4: aj, = 3% — 2%,

Quicksort — analyza pramérného pripadu

Ukédzka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni optimélni):

if L = []: return []

return gsort ([x for x in L[1:] if x<L[0]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x>=L[0]])

1. Pocet porovnani pii rozdéleni (divide): k — 1.
2. (Predpoklad néhodnosti): Pravdépodobnost toho, ze prvek L[0] je i-ty nejvétsi, je +.
3. Velikost tfidénych poli ve fazi conquer: i — 1 a k — i.

Pro stfedni hodnotu poc¢tu porovnani tak dostavame rekurentni vztah:

k
1
Co=k—1+) +(Cio1+Cii).
i=1

Analyza Quicksortu pomoci vytvoiujicich funkci

Vyfesme nyni rekurenci

k
kCrp = k(k—1)+2) Ci1,Co=C1 =0

i=1
pomoci uvedeného postupu.
k
* Zkzo kCrah = Zkzo k(k —1)a* 42 Zkzo Diet Ci_qa”

o 2C'(z) = (12_”“;3 +2$1C_(i)

o Vyiesime tuto linedrni diferencidlni rovnici prvnfho fadu ((1 — z)2C (x))/ = £ a tedy

2 1
- 1 _
C(x) (1—x)2<nl—m m),
odkud konetné Cj, = 2(k + 1)(Hgy1 — 1) — 2k.
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24. Binarni stromy a Catalanova ¢isla

24 Binarni stromy a Catalanova cisla

S vyuzitim standardnich vytvotujicich funkef uréime formuli pro pocet b, tzv. péstovanych binarnich
stromtu na n vrcholech, které je pro nase ucely mozné definovat jako kofen s usporadanou dvojici
[levg bindrnd podstrom, pravy bindrni podstrom).

Prozkoumanim piipada pro mald n vidime, ze

bp =1,bp = 1,bs = 2,b3 = 5.
Délenim problému na levy a pravy strom dostaneme pro n > 1
bp = bobp_1 + b1by_2 + -+ by_1bo.

Vidime, ze jde vlastné o konvoluci posloupnosti. Vztah upravime, aby platil pro vSechna n € Njy:

b= Y biby g1+ [n=0]

0<k<n

Tim médme hotov krok 1 (obecného postupu z minula).
V kroku 2 vyndsobime obé strany z" a secteme. Je-li B(z) odpovidajici vytvorujici funkce,
pak:

B(x) =) bpa" =Y bgbp 12"+ » [n=0]a" =
n n,k n,k

:Z ba® (Z bn—k—lmnk> +1=
k n

:Zbkxk(xB(x)) +1=DB(z) - zB(z) + 1.
k

Pravé strana rekurence na prvnim fddku je koeficientem u 2~ *

u 2" v aB(z)%
Je tedy xB(z)? vytvoiujici po tutéz posloupnost jako B(x) s vyjimkou prvniho élenu u z°.
V kroku 3 fesfme kvadratickou rovnici B(x) = 2B(x)? 4+ 1 pro B(z) :

RN
o 2z '

v soucinu B(z) - B(z), tj. clenem

B(x)

Znaménko + ale nepfichdz{ v dvahu, protoze pak by pro z — 04 B(x) méla limitu oo, zatimco
vytvorujici funkce pro nasi posloupnost musi mit v 0 hodnotu by = 1. Naopak pro znaménko — to
tak dostaneme.

Pro vytvorujici funkei B(z) tedy plati

1—+v1—-4x

Blw) = 2z

Zbyvé uz pouze krok 4, tedy rozvinout B(z) do mocninné fady.
Rozvoj ziskdme pomoci zobecnéné binomické véty

(1—42)12 = 3 (122)(—433)’“ —1q ;1 ~ (;f) (— )t

k>0

a po vydéleni 1 — /1 — 4z vyrazem 2z dostaneme

Ba)=Y+ (k 1/ f)wx)m _
() ()

n>0
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25. Caleyho vztah pro pocet stromiu

Catalanova c¢isla

Dokazali jsme, Ze pocet bindrnich péstovanych stromit na n vrcholech je roven b, = - (*").

n+l\n
Tato vyznamnd posloupnost se nazyva posloupnost Catalanovijch cisel.
Kromé toho, ze Catalanova c¢isla vyjadiuji pocCet bindrnich péstovanych stromt, vystupuji
rovnéz jako:
e pocet monotdnnich cest z [0,0] do [n,n| podél stran jednotkovych ¢tvercu, které nepiekroci
diagonélu

e pocet slov délky 2n obsahujicich n znakia X a Y takovych, ze zaddny prefix slova neobsahuje
vice Y nez X

e podobné takové fronty u pokladny (n lidi ma 5korunu a m 10korunu, listek stoji 5 K¢.), ze
nezasobend pokladna muze vzdy vratit

e pocet korektné ozdvorkovanych vyrazu slozenych z levych a pravych zavorek

e pocet ruznych triangulaci konvexniho (n + 2)-thelniku.

25 Caleyho vztah pro pocet stromu

Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie grafa, ktery uddva, ze pocet stromu (tj. grafu,
v nich jsou libovolné dva vrcholy spojené pravé jednou cestou) na n vrcholech je k(K ) = n"~2.
Dokézeme tento vysledek pomoci exponencidlnich vytvorujicich funkei.

Ozna¢me pro jednoduchost ¢, = k(K,,). Lze snadno spocitat, ze t; = to = 1,t3 = 3,14 = 16.
(Napf. vime, ze v pripadé stromu na 4 vrcholech musime z (g) = 20 potencidlnich graft s préavé 3
hranami odebrat ty moznosti, kde tyto hrany tvoii trojihelnik. Téch je ale pravée (;) =4).

Rekurentni vztah ziskdme tak, Ze zafixujeme jeden vrchol vy a mozné piipady rozdélime podle
poctu komponent v grafu, ktery dostaneme z koster K, tak, ze odstranime vrchol v a hrany s nim
incidentni.

Kvuli jednoduchosti argumentu budeme rekurzivné vyjadiovat pocet tzv. kofenovych stromu,
tj. stromu s vybranym vrcholem, kterému fikdme koten. Jejich pocet je zjevné u,, = nt,,. Uvazme
kofenovy strom na n vrcholech s kofenem vg. Odstranénim tohoto vrcholu dostaneme disjunktni
sjednocen{ nékolika stromu (tzv. les), pficemz kazdy strom, tj. kazd4 z komponent, ma vybrany
kofen v;, konkrétné soused vy v puvodnim stromu. Naopak, pokud zvolime vrchol vg, rozlozime
mnozinu zbylych vrcholu na nékolik neprazdnych disjunktnich ¢édsti — ozna¢me jejich pocet —
a na kazdé vybereme strukturu kofenového stromu s kofenem wv;, dostaneme pfidanim hran
VU1, - - - , VoUp, Kofenovy strom. Proto pro n > 1 plati

1 n!
“":Zﬁ > Wyl - foy 1 7 ke

m>0 " 1+kit+-thkn=n me

(mnozinu vsech vrcholi obarvime barvami nésledovné: jeden vrchol vy barvou 0, ddle k; vrchola
barvou i, pro kazdé i; faktor % zaruci, ze nezalezi na potfadi barev 1,...,m, takze se vskutku
jednd o rozklad; v komponenté kazdé barvy zvolime kofenovy strom).
Vydélenim n! pak rekurenci vyrazné zjednodusime, zejména pii substituci u, = %4:
Up 1 Uk, U,
n! Z m/! Z kq! k!

m>0 " ki+-thkn=n—1

=1 v m-té mocniné fady ﬁ(I) =2 “n%

] Y )™

n!
m>0

a je vidét, ze vnitini sumu dostaneme jako koeficient u x
Proto je
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25. Caleyho vztah pro pocet stromiu

a tedy

Ulz) = zeV®).
Véta 34. Pokud vytvorujici funkce g(x) =3, 5, gna™ spliuje vztah
x = f(g(x)),

Drikaz. Nebudeme se pokouset o rigorézni dukaz, uvedeme jen, pro¢ by vubec néjaky vztah mezi
koeficienty f a g mél existovat a jak lze pro mald n odvodit: Oznacime-li f(u) = Y, apu® a
g(z) = >",5, biz!, pak dosazenim do sebe dostaneme vztah

kde f(0) =0, f'(0) # 0, pak

z = f(g(x)) = ar(brz + boa® + bgz® +...)
+ay(brz +ba2” + ... )% +ag(biz+ ... )% + ...
= a1y @ + (arbs + agb?)a? + (arbs + az(bibs + boby) + aszh?)a® + ...

ze kterého lze induktivné pocitat (prvni koeficient a1b; = 1, dalsi jsou nulové):

1 —as 202 — a1a
2 143
blzf,bgzis,bng,... O
aq ay a3

Resime ﬁ(x) = zel@), tj. (7(;10) spliiuje vztah x = f(fj(:r)), kde f(u) = 2. Odtud z Lagran-
geovy formule

0 = 100 (7 )
1 n—17 jun 1 nn—l nn—l
=R = T T e

Protoze %4 = [2"]U (z), dostavéme odtud

Dalsi aplikace Lagrangeovy inverzni formule
Vratme se jesté kratce ke Catalanovym &sliim. Chtéli jsme vyFegit rovnici
B(z) =xB(z)* +1
a vyslednou funkei B(z) pak rozvést do mocninné fady. Substituci B(x) = C(z) + 1 rovnici
pievedeme na C(z) = z(C(z) + 1)? neboli
Clz)  _

(Clx)+1)?
Oznacime-1i nyni f(u) = uLHQ, je hledand funkce C(z) k této funkei inverzni a podle Lagrangeovy
formule jeji koeficienty jsou

1,4 U 1 ... 9
n = =" ()" = = [u" 1)2)"
e = ) = e 1))
1, .1 9 1/ 2n
= — n 1 n = —
s = ()
coz lze vskutku ekvivalentné prepsat jako n%_l (2:)

Ukazeme jesté jeden zpusob dikazu vyuzivajici exponencidlni vytvorujici funkce.
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26. Rekurzivné propojené posloupnosti

Exponencialni vytvorujici funkce

Kromé vyse zminénych vytvofujicich funkci se v praxi rovnéz casto objevuji jejich tzv. exrpo-
nencidlni Variantylﬂ

g(z) = Zgn%?-

n>0

Pozndmka. Jméno vychdzi z toho, Ze exponencidlni funkce e je (exponencidlni) vytvorujici funkei
pro zdkladni posloupnost (1,1,1,1,...).

V zapéti v dikazu Cayleyho véty uvidime, ze je pouziti exponencialnich vytvofujicich funkei
vyhodné.

Opét standardnim operacim s posloupnostmi odpovidaji jednoduché operace nad mocninnymi
fadami (coby exponencidlnimi vytvorujicimi funkcemi):

e Scitédni (a; + b;) posloupnosti ¢len po ¢lenu odpovidd soucet a(z) + b(x) piislusnych vy-
tvotujicich funkci.

e Vyndsobeni («a-a;) vSech ¢lent posloupnosti stejnym skaldrem « odpovidd vyndsobeni a-a(z)
prislusné vytvorujici funkce.
e Derivovéani podle z: funkce a’(z) vytvoruje posloupnost (aj,as,as,...), tj. derivovén{ od-

povida posuvu doleva o jedno misto .

e Integrovani foz a(t)dt vytvofuje posloupnost (0,ag, a1, az,as,...), tj. odpovidd posuvu do-
prava o jedno misto.

e Soucin vytvorujicich funkci vytvoruje posloupnost se ¢leny

Alternativni zavér vypoctu

Pro dokonceni vypoctu budeme potiebovat tvrzeni, které uvedeme bez dukazu.

Definice. Zobecnénou exponencialni mocninnou fadou & (x) nazyvame radu

)= (th+ 1)’“1%]:.

k>0

Snadno je vidét, ze & = e, ddle oznacujeme E(x) = & (x).

Fakt: In &, (z) = z - &(x), tj. spec. E(x) = ™€)

Srovnénim tohoto vztahu s vyse uvedenym U(z) = zeU®) vidime, ze U(z) = z&(x).
Proto " nl

ty = — = —[2"]U(z) = (n = D![z" )€ @) = n" 2.

26 Rekurzivné propojené posloupnosti

Neékdy dokazeme snadno vyjadrit hledany pocet jen pomoci vice vzajemné provazanych posloup-
nosti.

Priklad. Kolika zpusoby muzeme pokryt (nerozlisenymi) kostkami domina obdélnik 3 x n?

4Pouzivajf se i dalsi typy vytvorujicich funkci (napf. v teorii ¢isel se pouzivaji Dirichletovy vytvoiujici funkce,
kde roli faktoru ™ hraje n~%), ale témi se zde zabyvat nebudeme.
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26. Rekurzivné propojené posloupnosti

Resend. Snadno zjistime, 7e ¢; = 0, ¢y = 3, ¢ = 0, déle klademe ¢y = 1 (nejde jen o konvenci, mé
to svou logiku).

Najdeme rekurzivni vztah — diskusi chovani ,na kraji“ zjistime, ze ¢, = 2rp,_1 + Cn—2, Th =
Cn—1 + Tp—2, 790 = 0,71 = 1, kde r, je pocet pokryti obdélniku 3 x n, ze kterého jsme odstranili
levy horni roh.

Hodnoty ¢, a r, pro nékolik malych n jsou:

n|0 1 2 3 4 5 6 7
c, |1 0 3 0 11 0 41 O
™m |0 1 0 4 0 15 0 56

Krok 1: ¢, =2rp— 1+ o+ [n=0], 7, =cp_1+rn_2.

Krok 2: C(z) = 2zR(z) + 2°C(x) + 1, R(z) = 2C(z) + 2*R(z).

Krok 3:

2 T

Clz) T 1 —4x2 4t

T 142242V R(z)
Krok 4: Vidime, ze funkce C(z) je funkce x?, usetifme si prdci tim, ze uvazime funkci
D(z) = 1/(1—4z+22), pak totiz C(x) = (1—22)D(z?), tj. [z*"]C(z) = [z*"](1—-2?)D(2?) =
[xn}(l - 'T)D(x)v a tedy Con = dn - dn71~

Kofeny 1 — 4z + 22 jsou 2+ v/3 a 2 — /3 a jiz standardnfm zptisobem obdrzime

I CERE ek
33 343

Podobné jako u Fibonacciho posloupnosti je druhy sc¢itanec pro velkd n zanedbatelny a pro

vSechna n lezi mezi 0 a 1, proto
{(2 + ﬁ)nJ
Con = |———7=|-

3-v3
Napf. co9 = 413403.

Jesté jeden priklad
Priklad. Vyteste rekurenci

agp = ap = 1
Ap = Qp_1 + 2an—2 + (*1)”‘

Resend. Tato rekurence je opét jiného typu nez dosud studované. Jako vzdy neuskodi vypsani
prvnich nékolika ¢lenti posloupnosti (ted ale ani moc nepomtiiZe, snad jen pro kontrolu sprévnosti
vysledku) [

e Krok 1: ap = an—1 +2an_o+ (—1)"[n>0]+ [n=1].

o Krok 2: A(z) = zA(z) + 222 A(x) + 15 + 2.

o Krok 3:
1+ +2?

A@) = Tomar e

o Krok 4: a, = $2" + (3n+ 2) (-1)™

5Narozdil od tvrzeni v Concrete mathematics je jiz mozné tuto posloupnost nalézt v The On-Line Encyclopedia
of Integer Sequences.
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