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4. Prvoč́ısla 5

5. Kongruence 6
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Úvod

Tady bude úvod.

Lukáš Vokř́ınek

Sylabus přednášky

Tady bude sylabus.
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1. Problémy teorie č́ısel

1 Problémy teorie č́ısel

Přirozená a celá č́ısla jsou nejjednodušš́ı matematickou strukturou, zkoumáńı jejich vlastnost́ı však
postavilo před generace matematik̊u celou řadu velice obt́ıžných problémů.

Často jsou to problémy, které je možno snadno formulovat, přesto však dodnes neznáme jejich
řešeńı.

V několika přednáškách se ted’ budeme zabývat úlohami o celých č́ıslech. Převážně v nich p̊ujde
o dělitelnost celých č́ısel, popř́ıpadě o řešeńı rovnic v oboru celých nebo přirozených č́ısel.

God made integers, all else is the work of man. (L. Kronecker)

Př́ıklady problémů teorie č́ısel

� problém prvoč́ıselných dvojčat – rozhodnout, zda existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel p ta-
kových, že i p+ 2 je prvoč́ıslo;

� problém existence lichého dokonalého č́ısla – tj. č́ısla jehož součet dělitel̊u je roven dvojnásobku
tohoto č́ısla;

� Goldbachova hypotéza (rozhodnout, zda každé sudé č́ıslo větš́ı než 2 je možno psát jako součet
dvou prvoč́ısel);

� velká Fermatova věta (Fermat’s Last Theorem) – rozhodnout, zda existuj́ı kladná celá č́ısla
n, x, y, z tak, že n > 2 a plat́ı xn + yn = zn; Pierre de Fermat jej formuloval cca 1637,
vyřešil Andrew Wiles v roce 1995.

Diofantické rovnice

V kouzelném měšci máme neomezené množstv́ı dvoukorun a pětikorun. Jaké částky můžeme za-
platit tak, aby nebylo potřeba vracet?

Ptáme se tedy, pro která přirozená č́ısla n existuj́ı přirozená k, ℓ tak, aby

2k + 5ℓ = n.

Asi se dá vcelku snadno uvěřit, že libovolnou vyšš́ı částku takto zaplat́ıme, po pravdě jakoukoliv
častku s výjimkou 1Kč a 3Kč.

S vraceńım pak zvládneme zaplatit libovolnou částku, tj. každé n lze vyjádřit jako

2k + 5ℓ = n

pro nějaká celá k, ℓ.
Umı́me to pro jakékoliv hodnoty minćı? Jak by to dopadlo třeba pro 7k + 11ℓ = n? A jak pro

4k + 6ℓ = n?

2 Dělitelnost

Základńı motivaćı pro nás bude d̊ukaz věty o rozkladu č́ısla na součin prvoč́ısel a zejména jed-
noznačnost tohoto rozkladu, která nám např́ıklad umožńı snadno vypsat všechny dělitele daného
č́ısla (vybereme z rozkladu libovolnou kolekci činitel̊u). Vysvětĺıme nyńı krátce, jak jednoznačnost
rozkladu souviśı s dělitelnost́ı: Pro konkrétnost ukážeme, proč nemůže nastat rovnost 2 · 7 = 3 · 5;
pravá strana je totiž součinem lichých č́ısel a je tedy lichá, zat́ımco levá strana obsahuje činitel
2 a je tedy sudá. Podobný argument bude fungovat i pro prvoč́ısla r̊uzná od 2, pokud dokážeme
následuj́ıćı: Součin č́ısel, která nejsou dělitelná prvoč́ıslem p nemůže být dělitelný p (př́ıpadně
obměnou, pokud je součin č́ısel dělitelný prvoč́ıslem p, pak muśı být dělitelný p některý z činitel̊u).
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2. Dělitelnost

Poznamenejme, že v některých č́ıselných oborech jednoznačnost rozkladu neplat́ı, např. 2 · 3 =
(1 −

√
−5) · (1 +

√
−5) jsou dva r̊uzné rozklady č́ısla 6 v č́ıselném oboru všech těch komplexńıch

č́ısel, která lze vyjádřit ve tvaru a+ b
√
−5 (a opravdu se tam jedná o

”
prvoč́ısla“). Budeme tedy

muset využ́ıt nějaké netriviálńı vlastnosti celých č́ısel.

Definice. Řekneme, že celé č́ıslo a děĺı celé č́ıslo b (neboli č́ıslo b je dělitelné č́ıslem a, též a je
dělitel a neboli b je násobek a), právě když existuje celé č́ıslo c tak, že plat́ı a · c = b. Ṕı̌seme pak
a | b.

Snadno se vid́ı, že dělitelnost je uspořádáńı na přirozených (tedy nezáporných celých) č́ıslech,
tj. splňuje reflexivitu a | a, tranzitivitu a | b | c =⇒ a | c a antisymetrii a | b | a =⇒ a = b. Je
vcelku užitečné mı́t představu o Hasseho diagramu tohoto uspořádáńı:

0

2 · 2 2 · 3 . . .

2 3 . . .

1

V oboru všech celých č́ısel už dělitelnost antisymetrická neńı, nebot’ −a | a. Pokud v Hasseho
diagramu nahrad́ıme každé nenulové č́ıslo a dvojićı ±a, dostaneme velice dobrou představu o
dělitelnosti na všech celých č́ıslech. (Obecně relace ≤ splňuj́ıćı pouze reflexivitu a tranzitivitu se
nazývá předuspořádáńı a a ∼ b ⇔ a ≤ b ≤ a zadává relaci ekvivalence, na jej́ımž rozkladu už je
≤ uspořádáńım.)

Dále nás budou zaj́ımat algebraické vlastnosti dělitelnosti, které za chv́ıli o něco přehledněji
přeṕı̌seme do vlastnost́ı kongruenćı:

a | b ∧ a | c =⇒ a | b+ c ∧ a | b− c

a | b ⇐⇒ ac | bc (c ̸= 0)

Př́ıklad. Zjistěte, pro která přirozená č́ısla n je č́ıslo n2 + 1 dělitelné č́ıslem 3.

Řešeńı. Uvid́ı se, že zálež́ı pouze na zbytku n po děleńı třemi.

Př́ıklad. Zjistěte, pro která přirozená č́ısla n je č́ıslo n2 + 1 dělitelné č́ıslem n+ 1.

Děleńı se zbytkem

Věta 1 (o děleńı celých č́ısel se zbytkem). Pro libovolně zvolená celá č́ısla a, m > 0 existuj́ı
jednoznačně určená č́ısla q ∈ Z, r ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} tak, že a = qm+ r.

D̊ukaz. Prvně dokážeme pro a ≥ 0 indukćı: pro a < m zřejmé, pro a ≥ m pak rekurzivně s
využit́ım výsledku pro a −m (pod́ıl je potřeba zvětšit o 1, zbytek z̊ustane stejný). Př́ıpad a < 0
lze snadno převést na (−a− 1) ≥ 0.

Č́ıslo q, resp. r z věty se nazývá (neúplný) pod́ıl , resp. zbytek při děleńı č́ısla a č́ıslem m se
zbytkem. Vhodnost obou názv̊u je zřejmá, přeṕı̌seme-li rovnost a = mq + r do tvaru

a

m
= q +

r

m
, přitom 0 ≤ r

m
< 1.

Př́ıklad. Dokažte, že jsou-li zbytky po děleńı č́ısel a, b ∈ Z č́ıslem m ∈ N jedna, je jedna i zbytek
po děleńı č́ısla ab č́ıslem m.
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3. Společńı dělitelé a společné násobky

3 Společńı dělitelé a společné násobky

Největš́ı společný dělitel (gcd)

Jedńım z nejd̊uležitěǰśıch nástroj̊u výpočetńı teorie č́ısel je výpočet největš́ıho společného dělitele.
Protože jde, jak si ukážeme, o relativně rychlou proceduru, je i v moderńıch algoritmech velmi
často využ́ıvána.

Definice. Mějme přirozená č́ısla a, b. Libovolné přirozené č́ıslo m takové, že m | a, m | b se
nazývá společný dělitel č́ısel a, b. Společný dělitel č́ısel a, b, který je dělitelný libovolným společným
dělitelem těchto č́ısel, se nazývá nejvěťśı společný dělitel č́ısel a, b a znač́ı se (a, b). (Jedná se o
infimum vzhledem k dělitelnosti.)

Např́ıklad (12, 16) = 4: společńı dělitelé jsou 4, 2, 1, největš́ı z nich (vzhledem k dělitelnosti)
je 4.

16

12 8

4 6 4

2 3 2

1 1

Poznámka. Př́ımo z definice plyne, že pro libovolné a, b ∈ N plat́ı (a, b) = (b, a), (a, 1) = 1,
(a, 0) = a.

Definici lze snadno rozš́ı̌rit i na libovolná celá č́ısla a, b. Budeme požadovat, aby nevjětš́ı
společný dělitel byl největš́ı mezi nezápornými společnými děliteli, t́ım bude jednoznačně určený.

Definice. Mějme přirozená č́ısla a, b. Libovolné přirozené č́ıslo m takové, že a | m, b | m se nazývá
společný násobek č́ısel a, b. Společný násobek č́ısel a, b, který děĺı libovolný společný násobek těchto
č́ısel, se nazývá nejmenš́ı společný násobek č́ısel a, b a znač́ı se [a, b].

Poznámka. Analogicky se definuje i největš́ı společný dělitel a nejmenš́ı společný násobek v́ıce než
dvou celých č́ısel a snadno se následně dokáže, že plat́ı

(a1, . . . , an) = ((a1, . . . , an−1), an),

[a1, . . . , an] = [[a1, . . . , an−1], an].

Eukleid̊uv algoritmus

Dosud jsme nijak nezd̊uvodnili, zda pro každou dvojici a, b ∈ Z č́ısla (a, b) a [a, b] v̊ubec existuj́ı.
To si lze hezky představit přes rozklad na prvočinitele, ale ten je výpočetně velmi náročný (RSA)
a nav́ıc k jeho odvozeńı budeme existenci největš́ıho společného dělitele využ́ıvat.

Pokud však existuj́ı, jsou určena jednoznačně: Pro každá dvě č́ısla m1,m2 ∈ N0 totiž podle
definice plat́ı, že pokud m1 | m2 a zároveň m2 | m1, je nutně m1 = m2. Důkaz existence č́ısla (a, b)
podáme (spolu s algoritmem jeho nalezeńı) v následuj́ıćı větě.

Věta 2 (Euklid̊uv algoritmus). Necht’ a1 ≥ a2 jsou přirozená č́ısla. Pro každé n ≥ 3, pro které
an−1 ̸= 0, označme an zbytek po děleńı č́ısla an−2 č́ıslem an−1. Pak po konečném počtu krok̊u
dostaneme ar = 0 a plat́ı ar−1 = (a1, a2).

D̊ukaz. Jelikož plat́ı a3 = a1 − qa2, dostáváme (a1, a2) = (a3, a2) = (a2, a3) a největš́ı společný
dělitel tedy z̊ustává stále stejný, přičemž (ar−1, ar) = (ar−1, 0) = ar−1.

Algoritmus a d̊ukaz jeho korektnosti demonstrujeme na př́ıkladu:

Př́ıklad. Určete největš́ıho společného dělitele č́ısel 10175 a 2277.
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3. Společńı dělitelé a společné násobky

Vlastnosti gcd

Poznámka. Z definice, z předchoźıho tvrzeńı a z toho, že pro libovolná a, b ∈ Z plat́ı (a, b) =
(a,−b) = (−a, b) = (−a,−b), plyne, že existuje největš́ı společný dělitel libovolných dvou celých
č́ısel.

Věta 3 (Bezoutova). Pro libovolná celá č́ısla a1, a2 existuje jejich nejvěťśı společný dělitel (a1, a2),
přitom existuj́ı celá č́ısla k1, k2 tak, že (a1, a2) = k1a1 + k2a2.

D̊ukaz. Při prvńı z metod se největš́ı společný dělitel (a1, a2) rekurzivně poč́ıtá jako (a2, a3) a je
vyjadřen jako celoč́ıselná kombinace a2, a3 přičemž se následně nahrad́ı a3 = a1− qa2 celoč́ıselnou
kombinaćı a1, a2.

Druhá metoda funguje z druhé strany a při poč́ıtáńı a1, a2, a3, . . . , ar−1, ar = 0 zároveň poč́ıtá
i vyjádřeńı každého an jako celoč́ıselné kombinace a1, a2, viz př́ıklad.

Důsledek. Pro libovolná celá č́ısla a1, a2 lze jako celoč́ıselné kombinace n = k1a1 + k2a2 vyjádřit
právě násobky nejvěťśıho společného dělitele (a1, a2).

Př́ıklad. Výpočet největš́ıho společného dělitele pomoćı Euklidova algoritmu je s využit́ım výpočetńı
techniky i pro relativně velká č́ısla poměrně rychlý. V našem př́ıkladu to vyzkouš́ıme na 2 č́ıslech
A, B, z nichž každé je součinem dvou 101-ciferných prvoč́ısel. Všimněme si, že výpočet největš́ıho
společného dělitele i takto velkých č́ısel trval zanedbatelný čas.

p = next pr ime (5*10ˆ300)
q = next pr ime (3*10ˆ300)
r = next pr ime (2*10ˆ300)
A = p * q ; B = p * r
gcd (A, B)

Př́ıklad v systému SAGE lze vyzkoušet na https://cocalc.com/.

Poznámka. Euklid̊uv algoritmus a Bezoutova věta jsou základńımi výsledky elementárńı teorie
č́ısel a tvoř́ı jeden z piĺı̌r̊u algoritmů algebry a teorie č́ısel.

Nesoudělnost

Definice. Č́ısla a, b ∈ Z se nazývaj́ı nesoudělná, jestliže plat́ı (a, b) = 1. Č́ısla a1, a2, . . . , an ∈ Z
se nazývaj́ı po dvou nesoudělná, jestliže pro každé i ̸= j plat́ı (ai, aj) = 1.

Věta 4. Pro libovolná přirozená č́ısla a, b a jejich nejvěťśıho společného dělitele (a, b) = d jsou
č́ısla a/d, b/d nesoudělná.

D̊ukaz. Dokážeme obecněji pro libovolné d | (a, b) vztah (a/d, b/d) = (a, b)/d, tvrzeńı je pak
speciálńım př́ıpadem. Č́ıslo k je společný dělitel č́ısel a/d, b/d, právě když

k | a/d, k | b/d ⇔ kd | a, kd | b ⇔ kd | (a, b) ⇔ k | (a, b)/d

a největš́ı takové k je tedy (a, b)/d.

Poznámka. Diagramaticky lze předchoźı d̊ukaz znázornit takto:

a b a/d b/d

(a, b)
/d

//

·d
oo (a, b)/d

kd k

4
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4. Prvoč́ısla

Věta 5. Pro libovolná přirozená č́ısla a, b, c plat́ı: jestlǐze c | ab, (c, a) = 1, pak c | b.

D̊ukaz. Zjevně c | cb a podle předpokladu také c | ab, muśı tedy c dělit i jakoukoliv jejich
celoč́ıselnou kombinaci; přitom podle Bezoutova lemmatu kc+ la = 1, takže

c | (k · cb+ l · ab) = (kc+ la)b = b.

Nejmenš́ı společný násobek

Věta 6. Pro libovolná přirozená č́ısla a1, a2 existuje jejich nejmenš́ı společný násobek [a1, a2] a
plat́ı (a1, a2) · [a1, a2] = a1a2.

D̊ukaz. Nejlépe se vid́ı přes rozklad na součin prvoč́ısel. Jinak se vše prvně převede na př́ıpad
(a1, a2) = 1 a pak a2 | x implikuje a1a2 | a1x, symetricky a1 | x implikuje a1a2 | a2x a jejich
celoč́ıselnou kombinaćı pak dostaneme a1a2 | (ka1 + la2)x = x. Jinými slovy každý společný
násobek a1, a2 je násobkem a1a2 a tento je tedy nejmenš́ı společný násobek.

4 Prvoč́ısla

Prvoč́ıslo je jeden z nejd̊uležitěǰśıch pojmů elementárńı teorie č́ısel. Jeho d̊uležitost je dána předevš́ım
větou o jednoznačném rozkladu libovolného přirozeného č́ısla na součin prvoč́ısel, která je silným
a účinným nástrojem při řešeńı celé řady úloh z teorie č́ısel.

Definice. Každé přirozené č́ıslo n ≥ 2 má aspoň dva kladné dělitele: 1 a n. Pokud kromě těchto
dvou jiné kladné dělitele nemá, nazývá se prvoč́ıslo. V opačném př́ıpadě hovoř́ıme o složeném č́ısle.

V daľśım textu budeme zpravidla prvoč́ıslo značit ṕısmenem p. Nejmenš́ı prvoč́ısla jsou 2, 3, 5,
7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, . . . (zejména č́ıslo 1 za prvoč́ıslo ani za č́ıslo složené nepovažujeme,
je totiž invertibilńı, neboli tzv. jednotkou okruhu celých č́ısel). Prvoč́ısel je, jak brzy dokážeme,
nekonečně mnoho, máme ovšem poměrně limitované výpočetńı prostředky na zjǐstěńı, zda je dané
č́ıslo prvoč́ıslem (největš́ı známé prvoč́ıslo 282 589 933 − 1 má pouze 24 862 048 cifer).

Základńı věta aritmetiky

Uved’me nyńı větu, která udává ekvivalentńı podmı́nku prvoč́ıselnosti a je základńı ingredienćı při
d̊ukazu jednoznačnosti rozkladu na prvoč́ısla.

Věta 7 (Euklidova o prvoč́ıslech). Přirozené č́ıslo p ≥ 2 je prvoč́ıslo, právě když plat́ı: pro každá
celá č́ısla a, b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

D̊ukaz. Jedná se o reformulaci Věty 5 pro c = p prvoč́ıslo s t́ım, že podmı́nka (p, a) = 1 je
ekvivalentńı tomu, že p ∤ a (to lze vidět naopak tak, že (p, a) = p je ekvivalentńı p | a).

Věta 8. Libovolné přirozené č́ıslo n ≥ 2 je možné vyjádřit jako součin prvoč́ısel, přičemž je toto
vyjádřeńı jediné, nebereme-li v úvahu pořad́ı činitel̊u. (Je-li n prvoč́ıslo, pak jde o

”
součin“ jednoho

prvoč́ısla.)

D̊ukaz. Existence se dokáže jednoduše metodou rozděl a panuj: Pokud n je prvoč́ıslo, máme ho-
tovo, jinak jej rozděĺıme na součin dvou menš́ıch č́ısel, na obě aplikujeme indukci a součiny dáme
dohromady.

Jednoznačnost je složitěǰśı v tom, že využ́ıvá Eukleidovu větu. Předpokládejme p1 · · · pk = n =
q1 · · · ql. Protože pk děĺı součin vlevo, muśı dělit i součin vpravo a podle Eukleidovy věty některý
z činitel̊u qj ; protože se jedná o prvoč́ısla, pk = qj . Vyděleńım t́ımto prvoč́ıslem dostaneme č́ıslo
menš́ı než n a jeho dva rozklady, na něž můžeme použ́ıt indukci.

5
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5. Kongruence

5 Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ačkoliv je to pojem velice jednoduchý, jeho d̊uležitost a
užitečnost v teorii č́ısel je nedocenitelná; projevuje se zejména ve stručných a přehledných zápisech
některých i velmi komplikovaných úvah.

Definice. Jestliže dvě celá č́ısla a, b maj́ı při děleńı přirozeným č́ıslem m týž zbytek, nazývaj́ı se
a, b kongruentńı modulo m (též kongruentńı podle modulu m), což zapisujeme takto:

a ≡ b (mod m).

V opačném př́ıpadě řekneme, že a, b nejsou kongruentńı modulo m, a ṕı̌seme

a ̸≡ b (mod m).

Lemma. Pro libovolná a, b ∈ Z, m ∈ N jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

1. a ≡ b (mod m),

2. a = b+mt pro vhodné t ∈ Z,

3. m | a− b.

D̊ukaz. Protože se zbytky po děleńı m periodicky opakuj́ı s periodou m, dvě č́ısla dávaj́ı stejný
zbytek po děleńı m, právě když se lǐśı o násobek m.

Základńı vlastnosti kongruenćı

Kongruence modulo m je relace ekvivalence, jej́ıž tř́ıdy budeme nazývat zbytkové tř́ıdy modulo m;
jedná se o řádky v následuj́ıćı tabulce:

· · · −m 0 m · · ·
· · · −m+ 1 1 m+ 1 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · −1 m− 1 2m− 1 · · ·

Konkrétně tedy kongruence modulo m splňuje následujćı vlastnosti:

� a ≡ a (mod m), tj. kongruence podle modulu m je reflexivńı,

� a ≡ b (mod m) ⇒ b ≡ a (mod m), tj. kongruence podle modulu m je symetrická,

� a ≡ b (mod m), b ≡ c (mod m) ⇒ a ≡ c (mod m), tj. kongruence podle modulu m je
tranzitivńı.

Následuj́ıćı triviálńı vlastnost se hod́ı při poč́ıtáńı s konkrétńımi č́ısly (zejména zápornými, kde
zbytek po děleńı m neńı tolik použ́ıvaný a proto svád́ı k numerickým chybám, např. 120 ≡ −10 ≡ 3
(mod 13) prvně odečteńım 130 a poté přičteńım 13):

� K libovolné straně můžeme přič́ıst libovolný násobek modulu:

a ≡ b (mod m) ⇒ a ≡ b+ k ·m (mod m).

Nyńı následuj́ı algebraické vlastnosti, které dohromady ř́ıkaj́ı, že v kongruenci můžeme v li-
bovolném polynomiálńım výrazu všechna vystupuj́ıćı č́ısla nahradit č́ısly s nimi kongruentńımi
(zejména menš́ımi, aby se výraz zjednodušil); to se ovšem netýká exponent̊u, kterými se budeme
zabývat později.
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� Kongruence podle téhož modulu můžeme sč́ıtat, tedy i vynásobit týmž č́ıslem:

a1 ≡ b1 (mod m),
a2 ≡ b2 (mod m)

⇒ a1 + a2 ≡ b1 + b2 (mod m).

a ≡ b (mod m) ⇒ k · a ≡ k · b (mod m).

� Kongruence podle téhož modulu můžeme násobit, tedy i umocnit na totéž č́ıslo.

a1 ≡ b1 (mod m),
a2 ≡ b2 (mod m)

⇒ a1 · a2 ≡ b1 · b2 (mod m).

a ≡ b (mod m) ⇒ ak ≡ bk (mod m).

� Obě strany kongruence můžeme vydělit č́ıslem k, jestliže je nesoudělné s modulem.

k · a ≡ k · b (mod m), (k,m) = 1 ⇒ a ≡ b (mod m).

Posledńı sada vlastnost́ı se týká vztah̊u mezi kongruencemi vzhledem k r̊uzným modul̊um,
využijeme je až později, takže se na prvńı čteńı daj́ı přeskočit.

� Jestliže n | m, pak
a ≡ b (mod m) ⇒ a ≡ b (mod n).

Naopak pokud a ≡ b (mod n), dostáváme m/n = k možných řešeńı

a ≡ b, a ≡ b+ n, . . . , nebo a ≡ b+ (k − 1)n (mod m).

� Jestliže m = [m1,m2] je nejmenš́ı společný násobek, pak

a ≡ b (mod m1), a ≡ b (mod m2) ⇔ a ≡ b (mod m).

� Obě strany kongruence a modul lze vynásobit nebo vydělit libovolným č́ıslem

a ≡ b (mod m) ⇔ k · a ≡ k · b (mod k ·m).

Poznámka. Některé vlastnosti kongruenćı jsme již použ́ıvali, aniž bychom si toho povšimli –
např́ıklad př́ıklad z minulého týdne lze přeformulovat do tvaru

a ≡ 1 (mod m), b ≡ 1 (mod m) ⇒ ab ≡ 1 (mod m),

což je speciálńı př́ıpad z předhoźıho tvrzeńı.
Nejde o náhodu. Libovolné tvrzeńı použ́ıvaj́ıćı kongruence můžeme snadno přepsat pomoćı

dělitelnosti. Užitečnost kongruenćı tedy netkv́ı v tom, že bychom pomoćı nich mohli řešit úlohy,
které bez nich řešit nejsme schopni, ale v tom, že jde o velmi vhodný zp̊usob zápisu. Osvoj́ıme-li si
ho, výrazně t́ım zjednoduš́ıme jak vyjadřováńı, tak i některé úvahy. Je to typický jev: v matematice
hraje vhodná symbolika velmi závažnou úlohu.

Př́ıklad. Nalezněte zbytek po děleńı č́ısla 520 č́ıslem 26.

Př́ıklad. Dokažte, že pro libovolné prvoč́ıslo p a libovolná a, b ∈ Z plat́ı

ap + bp ≡ (a+ b)p (mod p).

Př́ıklad. Najděte “inverzi” k č́ıslu 39 modulo 47, tj. najděte x takové, že 39 · x ≡ 1 (mod 47).
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Inverze modulo m

Věta 9. Je-li a nesoudělné s modulem m, tj. (a,m) = 1, pak existuje řešeńı

a · x ≡ 1 (mod m).

Toto řešeńı znač́ıme x ≡ a−1 a nazýváme inverźı k a modulo m. Jakožto zbytková tř́ıda je toto
řešeńı jediné.

D̊ukaz. Zobrazeńı x (mod m) 7→ a ·x (mod m) na zbytkových tř́ıdách je injektivńı (to přesně ř́ıká
vlastnost děleńı: ax ≡ ay ⇒ x ≡ y); protože je zbytkových tř́ıd na obou stranách stejně, totiž m,
jedná se o bijekci a jednička 1 (mod m) má jediný vzor.

Věta 10. Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z. Pokud (a,m) = 1, má kongruence

a · x ≡ b (mod m)

právě jedno řešeńı x (mod m).
V obecném př́ıpadě označme d = (a,m). Pak má tato kongruence řešeńı právě tehdy, když d | b;

řešeńım je pak právě d zbytkových tř́ıd x (mod m).

D̊ukaz. Podle předchoźı věty inverze a−1 (mod m) existuje a vynásobeńım rovnice

a · x ≡ b (mod m)

touto inverźı dostaneme (jediné) řešeńı

x ≡ a−1 · b (mod m).

V obecném př́ıpadě d | m | (b − ax); protože také d | a, dostáváme opravdu d | b. Naopak,
pokud d | b, vyděĺıme obě strany i modul největš́ım společným dělitelem d a dostaneme při označeńı
a′ = a/d, b′ = b/d, m′ = m/d ekvivalentńı rovnici

a′ · x ≡ b′ (mod m′)

kde již (a′,m′) = 1 podle Věty 4. Podle prvńı části dostaneme jediné řešeńı x (mod m′), kterému
odpov́ıdá právě d řešeńı x (mod m).

Algoritmus

Začneme s ekvivalentńı soustavou dvou kongruenćı

m · x ≡ 0 (mod m)

a · x ≡ b (mod m)

a vždy prvńı rovnici systému nahrad́ıme rovnićı vzniklou odečteńım vhodného násobku druhé
rovnice (tak abychom koeficient m nahradili jeho zbytkem po děleńı č́ıslem a), dokud nedostaneme
koeficienty d a 0:

d · x ≡ c (mod m)

0 · x ≡ k (mod m)

Máme dvě možnosti:

� k ≡ 0 a soustava, a tedy i p̊uvodńı rovnice, má řešeńı vzniklé z prvńı rovnice vyděleńım d,
totiž: x ≡ c/d (mod m/d);1

1Zde tvrd́ıme, že v př́ıpadě k ≡ 0 už bude automaticky d | c, což je sice pravda, ale dokazovat to nebudeme; v
každém př́ıkladu to tak vyjde a neńı potřeba to tedy v rámci výpočtu použ́ıvat.
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6. Soustavy lineárńıch kongruenćı o jedné neznámé

� k ̸≡ 0 a soustava, a tedy i p̊uvodńı rovnice, nemá řešeńı.

Př́ıklad. Řešte 39x ≡ 41 (mod 47)

Poznámka. Teoretický, i když ne př́ılǐs praktický postup, pro jednoduchost v př́ıpadě (a,m) = 1:
z Bezoutovy věty dostaneme ka+ lm = 1, použijeme

a · x ≡ b = (ka+ lm)b ≡ kab (mod m)

a vyděĺıme a, takže x ≡ kb (mod m). (Zbytečně poč́ıtáme koeficient l.)

Wilsonova věta

Pomoćı věty o řešitelnosti lineárńıch kongruenćı lze dokázat mj. významnou Wilsonovu větu
udávaj́ıćı nutnou (i postačuj́ıćı) podmı́nku prvoč́ıselnosti. Takové podmı́nky jsou velmi významné
ve výpočetńı teorii č́ısel, kdy je třeba efektivně poznat, je-li dané velké č́ıslo prvoč́ıslem. Bohužel
dosud neńı známo, jak rychle vypoč́ıtat modulárńı faktoriál velkého č́ısla, proto neńı v praxi Wil-
sonova věta k tomuto účelu použ́ıvána.

Věta 11 (Wilsonova). Přirozené č́ıslo n > 1 je prvoč́ıslo, právě když

(n− 1)! ≡ −1 (mod n)

D̊ukaz. Pokud n neńı prvoč́ıslo, je některé z č́ısel 1, . . . , n−1 v součinu (n−1)! soudělné s n, proto
také celý součin, a nemůže tedy být kongruentńı s −1.

Naopak, pokud např. n = 7, pak

6! = 1 · (2 · 4) · (3 · 5) · 6 ≡ 1 · 1 · 1 · (−1) ≡ −1 (mod 7),

kde do závorek jsme vždy spárovali č́ıslo se svou inverźı (naopak je pak p̊uvodńı č́ıslo inverźı
k tomu spárovanému), takže součin každé závorky je 1. Jediná č́ısla, která nejsou spárována s
žádným daľśım jsou ta, co jsou spárována sama se sebou, tj. x−1 ≡ x neboli x2 ≡ 1. Věta 24,
kterou bychom mohli dokázat bez problému nyńı, ř́ıká, že to jsou právě 1 a −1, proto součin vždy
vyjde ≡ 1 · 1 · · · 1 · (−1) ≡ −1.

6 Soustavy lineárńıch kongruenćı o jedné neznámé

Soustavy lineárńıch kongruenćı

Máme-li soustavu lineárńıch kongruenćı o téže neznámé, můžeme podle předchoźı věty rozhodnout
o řešitelnosti každé z nich. V př́ıpadě, kdy aspoň jedna z kongruenćı nemá řešeńı, nemá řešeńı
ani celá soustava. Naopak, jestliže každá z kongruenćı řešeńı má, uprav́ıme ji do tvaru x ≡ ci
(mod mi). Dostaneme tak soustavu kongruenćı

x ≡ c1 (mod m1)

...

x ≡ ck (mod mk)

Zřejmě stač́ı vyřešit př́ıpad k = 2, řešeńı soustavy v́ıce kongruenćı snadno obdrž́ıme opako-
vaným řešeńım soustav dvou kongruenćı.

Č́ınská zbytková věta (CRT)

Ve čtvrtém stolet́ı se č́ınský matematik Sun Ze (Sun Tsu) ptal na č́ıslo, které při děleńı třemi dává
zbytek 2, při děleńı pěti zbytek 3 a při děleńı sedmi je zbytek opět 2.
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6. Soustavy lineárńıch kongruenćı o jedné neznámé

Věta 12 (Č́ınská zbytková věta). Necht’ m1, . . . ,mk ∈ N jsou po dvou nesoudělná, c1, . . . , ck ∈ Z.
Pak plat́ı: soustava

x ≡ c1 (mod m1)

...

x ≡ ck (mod mk)

má jediné řešeńı modulo m1 ·m2 · · ·mk.

Uvědomme si, že jde o docela silné tvrzeńı (které ve skutečnosti plat́ı v podstatně obecněǰśıch
algebraických strukturách), umožňuj́ıćı nám při předepsáńı libovolných zbytk̊u podle zvolených
(po dvou nesoudělných) modul̊u garantovat, že existuje č́ıslo s těmito předpsanými zbytky.

D̊ukaz. Budeme se zabývat pouze soustavou dvou kongruenćı. Uvažujme zobrazeńı

x (mod m1m2) 7→ (x (mod m1), x (mod m2)),

které zbytkové tř́ıdě modulo m1m2 přǐrad́ı dvojici odpov́ıdaj́ıćıch zbytkových tř́ıd modulo m1

a modulo m2. Toto zobrazeńı je injektivńı (viz vlastnosti kongruenćı: x ≡ y (mod m1), x ≡ y
(mod m2) ⇒ x ≡ y (mod m1m2)). Na obou stranách přitom máme stejný počet prvk̊u m1m2,
jedná se tedy o bijekci a dvojice (c1, c2) má jediný vzor – t́ım je zbytková tř́ıda c (mod m1m2)
taková, že c ≡ c1 (mod m1), c ≡ c2 (mod m2), tedy řešeńı soustavy.

Obecný př́ıpad

Věta 13. Necht’ c1, c2 jsou celá č́ısla, m1,m2 přirozená. Označme d = (m1,m2) a m = [m1,m2].
Soustava dvou kongruenćı

x ≡ c1 (mod m1)

x ≡ c2 (mod m2)

v př́ıpadě c1 ̸≡ c2 (mod d) nemá řešeńı. Jestlǐze naopak c1 ≡ c2 (mod d), pak existuje celé č́ıslo c
tak, že x ∈ Z vyhovuje soustavě, právě když vyhovuje kongruenci

x ≡ c (mod m).

D̊ukaz. Má-li soustava nějaké řešeńı x ∈ Z, plat́ı nutně x ≡ c1 (mod d), x ≡ c2 (mod d), a tedy i
c1 ≡ c2 (mod d). Odtud plyne, že v př́ıpadě c1 ̸≡ c2 (mod d) soustava nemůže mı́t řešeńı.

Uvažujme opět zobrazeńı

c (mod m) 7→ (c (mod m1), c (mod m2)),

které zbytkové tř́ıdě modulo m přǐrad́ı dvojici odpov́ıdaj́ıćıch zbytkových tř́ıd modulo m1, m2.
Toto zobrazeńı je opět injektivńı. Poč́ıtejme dvojice tř́ıd ze zadáńı, tj. takové, že c1 ≡ c2 (mod d).
Libovolné c1 (mod m1) určuje c2 (mod d) a to odpov́ıdá právě m2/d tř́ıdám c2 (mod m2). Do-
hromady tak je těchto dvojic m1 · (m2/d) = [m1,m2] = m a zobrazeńı je opět bijekce (jen jsme
potřebovali zmenšit množinu napravo ze všech dvojic na ty “kompatibilńı”). Zbytek d̊ukazu je
stejný.

Algoritmus

Prvně obměna na algoritmus pro jednu rovnici: soustavu

x ≡ c1 (mod m1)

x ≡ c2 (mod m2)
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přeṕı̌seme na ekvivalentńı

m2 · x ≡ m2 · c1 (mod m1m2)

m1 · x ≡ m1 · c2 (mod m1m2)

a vyřeš́ıme podobně jako předt́ım postupným odč́ıtáńım.
O něco lepš́ı bývá převedeńı prvńı rovnice na “parametrický” tvar x = m1 · t+ c1, dosazeńı do

druhé rovnice
m1 · t+ c1 ≡ c2 (mod m2),

vyřešeńı vzhledem k t, dosazeńı do x = m1 · t+ c1 a převedeńı na “implicitńı” tvar.

Př́ıklad. Řešte systém kongruenćı

x ≡ 1 (mod 10)

x ≡ 5 (mod 18)

x ≡ −4 (mod 25).

Řešeńı. Výsledkem je x ≡ 221 (mod 450).

Č́ınskou zbytkovou větu můžeme použ́ıt také
”
v opačném směru“.

Př́ıklad. Řešte kongruenci 23 941x ≡ 915 (mod 3564).

Řešeńı. Vı́me, že x ∈ Z je řešeńım dané kongruence, právě když je řešeńım soustavy

23941x ≡ 915 (mod 22)

23941x ≡ 915 (mod 34)

23941x ≡ 915 (mod 11).

Vyřeš́ıme-li postupně každou z kongruenćı soustavy (což lze paralelně, viz ńıže), dostaneme
ekvivalentńı soustavu

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ −3 (mod 81)

x ≡ −4 (mod 11),

odkud snadno postupem pro řešeńı soustav kongruenćı dostaneme x ≡ −1137 (mod 3564), což je
také řešeńı zadané kongruence.

Modulárńı reprezentace č́ısel

Při poč́ıtáńı s velkými č́ısly je někdy výhodněǰśı než s dekadickým či binárńım zápisem č́ısel
pracovat s tzv. modulárńı reprezentaćı (též residue number system), která umožňuje snadnou pa-
ralelizaci některých výpočt̊u s velkými č́ısly (algebraických, nefunguje např. porovnáváńı č́ısel;
nav́ıc je potřeba hĺıdat přetečeńı). Takový systém je určen k-tićı modul̊u (obvykle po dvou ne-
soudělných) a každé č́ıslo menš́ı než jejich součin je pak jednoznačně reprezentováno k-tićı zbytk̊u
(jejichž hodnoty nepřevyšuj́ı př́ıslušné moduly) – viz např. http://goo.gl/oM25m.

Př́ıklad. Pětice modul̊u 3, 5, 7, 11, 13 nám umožńı jednoznačně reprezentovat č́ısla menš́ı než 15015
a efektivně provádět (v př́ıpadě potřeby distribuovaně) běžné aritmetické operace. Vypočtěme
např. součin č́ısel 1234 a 5678, v této modulárńı soustavě reprezentovaných pěticemi [1, 4, 2, 2, 12]
a [2, 3, 1, 2, 10].

Součin provedeme po složkách a dostaneme [2, 2, 2, 4, 3], což na závěr pomoćı CRT převedeme
zpět na 9662, což je modulo 15015 totéž jako 1234 · 5678.
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7 Prvoč́ısla

PRIMES is in P

Poznámka. Již jsme se zmı́nili, že je složité o velkých č́ıslech s jistotou rozhodnout, jde-li o prvoč́ıslo
(na druhou stranu je o naprosté většině složených č́ısel snadné prokázat, že jsou skutečně složená).
Přesto se v roce 2002 podařilo indickým matematik̊um (Agrawal, Saxena, Kayal: http://www.cse.
iitk.ac.in/users/manindra/algebra/primality_v6.pdf) dokázat, že problém prvoč́ıselnosti
je možné rozhodnout algoritmem s časovou složitost́ı polynomiálně závislou na počtu cifer vstupńıho
č́ısla. Nic podobného se zat́ım nepodařilo v otázce rozkladu č́ısla na prvoč́ısla (třebaže se obecně
nevěř́ı, že je to možné, exaktńı d̊ukaz zat́ım nebyl podán).

Is FACTOR in P?

Nic podobného se zat́ım nepodařilo v otázce rozkladu č́ısla na prvoč́ısla (třebaže se obecně nevěř́ı, že
je to možné, exaktńı d̊ukaz zat́ım nebyl podán). Nejrychleǰśı obecně použitelný faktorizačńı algorit-

mus, tzv. śıto v č́ıselném tělese2, je sub-exponenciálńı časové složitosti O(e1.9(logN)1/3(log logN)2/3).

Poznámka. Peter Shor v roce 1994 vymyslel algoritmus, který faktorizuje v kubickém čase (tj.
O((logN)3)) na kvantovém poč́ıtači. Je k tomu nicméně třeba sestrojit poč́ıtače s dostatečným
počtem qubits – jak je to obt́ıžné, lze vysledovat z toho, ze v roce 2001 se IBM podařilo pomoćı
kvantového poč́ıtače rozložit č́ıslo 15 a v roce 2012 byl dosažen daľśı faktorizačńı rekord rozkladem
č́ısla 21.

RSA Challenge

Poznámka. Že je problém rozkladu přirozeného č́ısla na prvoč́ısla výpočetně složitý, o tom svědč́ı
i (již neplatná) výzva učiněná v roce 1991 firmou RSA Security (viz http://www.rsasecurity.

com/rsalabs/node.asp?id=2093). Pokud se komukoliv podařilo rozložit č́ısla označená podle
počtu cifer jako RSA-100, . . . , RSA-704, RSA-768, . . . , RSA-2048, mohl obdržet 1 000,. . . , 30 000,
50 000, . . . , resp. 200 000 dolar̊u (č́ıslo RSA-100 rozložil v témže roce Arjen Lenstra, č́ıslo RSA-704
bylo rozloženo v roce 2012, některá dosud rozložena nebyla).

Dělitelé znovu

Dı́ky jednoznačnosti rozkladu na prvoč́ısla jsme schopni (se znalost́ı tohoto rozkladu) snadno
odpovědět i na otázky ohledně počtu či součtu dělitel̊u konkrétńıho č́ısla. Stejně snadno dostaneme
i (z dř́ıvěǰska intuitivně známý) postup na výpočet největš́ıho společného dělitele dvou č́ısel ze
znalosti jejich rozkladu na prvoč́ısla.

Důsledek. � Každý kladný dělitel č́ısla a = pn1
1 ·· · ··pnk

k je tvaru pm1
1 ·· · ··pmk

k , kde m1, . . . ,mk ∈
N0 a m1 ≤ n1, m2 ≤ n2, . . . , mk ≤ nk.

� Čı́slo a má tedy právě τ(a) = (n1 +1)(n2 +1) · · · · · (nk +1) kladných dělitel̊u, jejichž součet
je

σ(a) =
pn1+1
1 − 1

p1 − 1
. . .

pnk+1
k − 1

pk − 1
.

� Jsou-li p1, . . . , pk navzájem r̊uzná prvoč́ısla a n1, . . . , nk, m1, . . . , mk ∈ N0 a označ́ıme-li
ri = min{ni,mi}, si = max{ni,mi} pro každé i = 1, 2, . . . , k, plat́ı

(pn1
1 · · · · · pnk

k , pm1
1 · · · · · pmk

k ) = pr11 · · · · · prkk ,

[pn1
1 · · · · · pnk

k , pm1
1 · · · · · pmk

k ] = ps11 · · · · · pskk .

2Pro podrobnosti navštivte M8190 Algoritmy teorie č́ısel
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7. Prvoč́ısla

Mersenneho prvoč́ısla a dokonalá č́ısla

S pojmem součet všech kladných dělitel̊u č́ısla a souviśı pojem tzv. dokonalého č́ısla a, které splňuje
podmı́nku σ(a) = 2a, resp. slovně: součet všech kladných dělitel̊u č́ısla a menš́ıch než a samotné
je roven č́ıslu a.

Takovými č́ısly jsou např. 6 = 1 + 2 + 3, 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14, 496 a 8128 (jde o všechna
dokonalá č́ısla menš́ı než 10 000).

Poznámka. Lze ukázat, že sudá dokonalá č́ısla jsou v úzkém vztahu s tzv. Mersenneho prvoč́ısly.
Plat́ı totiž: a je sudé dokonalé č́ıslo, právě když je tvaru a = 2p−1 · (2p−1), kde 2p−1 je prvoč́ıslo.
(Na cvičeńıch se dokazuje, že pak p muśı být samo prvoč́ıslem.)

D̊ukaz. Necht’ a = 2p−1 · l je sudé dokonalé č́ıslo, tedy p ≥ 2 a l je liché. Pak

2p · l = 2a = σ(a) = (2p − 1) · σ(l)

(posledńı rovnost je speciálńım př́ıpadem multiplikativity funkce σ, viz ńıže). Protože 2p − 1 děĺı
levou stranu a je nesoudělné s 2p, muśı 2p−1 | l, řekněme l = (2p−1)·m a rovnici znovu přeṕı̌seme:

2p · (2p − 1) ·m = 2a = σ(a) = (2p − 1) · σ((2p − 1) ·m),

tedy 2p ·m = σ((2p−1) ·m). Protože (2p−1) ·m má zjevně následuj́ıćı dva dělitele m < (2p−1) ·m,
jejichž součet už je 2p · m, muśı to být právě všichni dělitelé a tedy m = 1 a 2p − 1 muśı být
prvoč́ıslo.

Na druhou stranu popsat lichá dokonalá č́ısla se dodnes nepodařilo, resp. dodnes se nev́ı,
jestli v̊ubec nějaké liché dokonalé č́ıslo existuje.

Hledáńı velkých prvoč́ısel

Mersenneho prvoč́ısla jsou právě prvoč́ısla tvaru 2p − 1. Bez zaj́ımavosti neńı ani to, že právě
Mersenneho prvoč́ısla jsou mezi všemi prvoč́ısly nejlépe

”
vidět“ – pro Mersenneho č́ısla existuje

poměrně jednoduchý a rychlý postup, jak ověřit, že jde o prvoč́ısla.

Test (Lucas-Lehmer̊uv test). Definujme posloupnost (sn)
∞
n=0 rekurźıvně předpisem s0 = 4, sn+1 =

s2n − 2.
Pak je č́ıslo Mp = 2p − 1 prvoč́ıslo, právě tehdy, když Mp děĺı sp−2.

Proto neńı náhodou, že největš́ı známá prvoč́ısla jsou obvykle tvaru 2p − 1 (viz např. http:
//www.utm.edu/research/primes/largest.html).

Jakkoliv může být hledáńı největš́ıho známého prvoč́ısla chápáno jako pochybná zábava bez
valného praktického užitku3, jednak posunuje hranice matematického poznáńı a zdokonaluje použité
metody (a často i hardware), jednak může přinést benefit i samotným objevitel̊um (Electronic
Frontier Foundation vypsala odměny EFF Cooperative Computing Awards za nalezeńı prvoč́ısla
maj́ıćıho alespoň 106, 107, 108 a 109 č́ıslic – odměny 50, resp. 100 tiśıc $ za prvńı dvě kategorie
byly vyplaceny v letech 2000, resp. 2009 – v obou př́ıpadech projektu GIMPS – na daľśı odměny
si ještě zřejmě nějaký čas počkáme).

Rozložeńı prvoč́ısel

Nyńı se budeme snažit zodpovědět následuj́ıćı otázky:

1. Je prvoč́ısel nekonečně mnoho?

2. Je prvoč́ısel nekonečně mnoho v každé (nebo aspoň některé) aritmetické posloupnosti?

3. Jak jsou prvoč́ısla rozložena mezi přirozenými č́ısly?

3Viz např. titulek iDnes z 6.února 2013: Nejvěťśı známé prvoč́ıslo na světě má 17 milion̊u č́ıslic a je k ničemu
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7. Prvoč́ısla

There are two facts about the distribution of prime numbers. The first is that, [they
are] the most arbitrary and ornery objects studied by mathematicians: they grow like
weeds among the natural numbers, seeming to obey no other law than that of chance,
and nobody can predict where the next one will sprout. The second fact is even more
astonishing, for it states just the opposite: that the prime numbers exhibit stunning
regularity, that there are laws governing their behavior, and that they obey these laws
with almost military precision.

Don Zagier

Prvoč́ısel je nekonečně mnoho

Věta 14 (Eukleidés). Mezi přirozenými č́ısly existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel.

D̊ukaz. Předpokládejme, že prvoč́ısel je konečně mnoho a označme je p1, p2, . . . , pn. Položme N =
p1 · p2 . . . pn + 1. Toto č́ıslo je bud’ samo prvoč́ıslem nebo je dělitelné nějakým prvoč́ıslem r̊uzným
od p1, . . . , pn (č́ısla p1, . . . , pn totiž děĺı č́ıslo N − 1), což je spor.

Poznámka. Existuje mnoho variant d̊ukaz̊u nekonečnosti prvoč́ısel z r̊uzných oblast́ı matematiky,
uved’me ještě alespoň některá tvrzeńı, z nichž zároveň źıskáme alespoň částečnou informaci o
rozložeńı prvoč́ısel mezi přirozenými č́ısly.

Prvoč́ısel je vcelku hodně

Př́ıklad. Pro celé n > 2 existuje mezi č́ısly n a n! alespoň jedno prvoč́ıslo.

Řešeńı. Označme p libovolné prvoč́ıslo děĺıćı č́ıslo n! − 1 (takové existuje podle Základńı věty
aritmetiky, protože n! − 1 > 1). Kdyby p ≤ n, muselo by p dělit č́ıslo n! a nedělilo by n! − 1. Je
tedy n < p. Protože p | (n! − 1), plat́ı p ≤ n! − 1, tedy p < n!. Prvoč́ıslo p splňuje podmı́nky
úlohy.

Z této věty rovněž vyplývá nekonečnost prvoč́ısel, jej́ı tvrzeńı je ale velice slabé. Následuj́ıćı
tvrzeńı, uvedené bez d̊ukazu, je podstatně silněǰśı.

Věta 15 (Čebyševova, Bertrand̊uv postulát). Pro libovolné č́ıslo n > 1 existuje alespoň jedno
prvoč́ıslo p splňuj́ıćı n < p < 2n.

Prvoč́ısel je vcelku málo

Př́ıklad. Dokažte, že pro libovolné přirozené č́ıslo n existuje n po sobě jdoućıch přirozených č́ısel,
z nichž žádné neńı prvoč́ıslo.

Řešeńı. Zkoumejme č́ısla (n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3, . . . , (n+ 1)! + (n+ 1). Mezi těmito n po sobě
jdoućımi č́ısly neńı žádné prvoč́ıslo, protože pro libovolné k ∈ {2, 3, . . . , n+ 1} plat́ı k | (n+ 1)!, a
tedy k | (n+ 1)! + k, a proto (n+ 1)! + k nemůže být prvoč́ıslo.

Prvoč́ısla jsou relativně rovnoměrně rozložena v tom smyslu, že v libovolné
”
rozumné“ arit-

metické posloupnosti je jich nekonečně mnoho. Např́ıklad zbytek 1 po děleńı čtyřmi, stejně jako
zbytek 3 po děleńı čtyřmi dá vždy nekonečně mnoho prvoč́ısel (zbytek 0 nedá samozřejmě žádné a
zbytek 2 pouze jediné). Obdobná situace je pak při uvažováńı zbytk̊u po děleńı libovolným jiným
přirozeným č́ıslem, jak uvád́ı následuj́ıćı věta, jej́ıž d̊ukaz je ovšem velmi obt́ıžný.

Věta 16 (Dirichletova o prvoč́ıslech v aritmetické posloupnosti). Jsou-li a,m nesoudělná přirozená
č́ısla, existuje nekonečně mnoho přirozených č́ısel k tak, že mk+a je prvoč́ıslo. Jinými slovy, mezi
č́ısly 1 ·m+ a, 2 ·m+ a, 3 ·m+ a, . . . existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel.

Uved’me proto alespoň d̊ukaz ve speciálńım př́ıpadě.
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8. Aritmetické funkce

Prvoč́ısel tvaru 3k + 2 je nekonečně mnoho

Př́ıklad. Dokažte, že existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru 3k + 2, kde k ∈ N0.

Řešeńı. Předpokládejme naopak, že existuje pouze konečně mnoho prvoč́ısel tohoto tvaru a označme
je p1 = 2, p2 = 5, p3 = 11, . . . , pn. Položme N = 3p2 · p3 · · · · · pn + 2. Rozlož́ıme-li N na součin
prvoč́ısel, muśı v tomto rozkladu vystupovat aspoň jedno prvoč́ıslo p tvaru 3k+2, nebot’ v opačném
př́ıpadě by bylo N součinem prvoč́ısel tvaru 3k + 1 (uvažte, že N neńı dělitelné třemi), a tedy
podle dř́ıvěǰśıho př́ıkladu by bylo i N tvaru 3k + 1, což neńı pravda. Prvoč́ıslo p ovšem nemůže
být žádné z prvoč́ısel p1, p2, . . . , pn, jak plyne z tvaru č́ısla N , a to je spor.

Asymptotické chováńı prvoč́ısel

Z tvrzeńı uvedených v této kapitole je možné si udělat hrubou představu o tom, jak
”
hustě“ se

mezi přirozenými č́ısla prvoč́ısla vyskytuj́ı. Přesněji (i když
”
pouze“ asymptoticky) to popisuje

velmi d̊uležitá tzv.
”
Prime Number Theorem“:

Věta 17 (Prime Number Theorem, věta o hustotě prvoč́ısel). Necht’ π(x) udává počet prvoč́ısel
menš́ıch nebo rovných č́ıslu x ∈ R. Pak

π(x) ∼ x

lnx
,

tj. pod́ıl funkćı π(x) a x/ lnx se pro x → ∞ limitně bĺı̌źı k 1.

Př́ıklad. O tom, jak odpov́ıdá asymptotický odhad π(x) ∼ x/ ln(x), v některých konkrétńıch
př́ıkladech vypov́ıdá následuj́ıćı tabulka:

x π(x) x/ ln(x) relativńı chyba
100 25 21.71 0.13
1000 168 144.76 0.13
10000 1229 1085.73 0.11
100000 9592 8685.88 0.09
1000000 78498 72382.41 0.08

8 Aritmetické funkce

Aritmetické funkce

Aritmetickou funkćı zde rozumı́me funkci, jej́ımž definičńım oborem je množina kladných celých
č́ısel.

Definice. Multiplikativńı funkćı přirozených č́ısel rozumı́me takovou aritmetickou funkci, která
splňuje, že pro všechny dvojice nesoudělných č́ısel a, b ∈ N plat́ı

f(a · b) = f(a) · f(b).

Př́ıklad. Multiplikativńımi funkcemi jsou např. funkce f(n) = σ(n), f(n) = τ(n) nebo, jak brzy
dokážeme i tzv. Eulerova funkce f(n) = ϕ(n).

V podstatě př́ımo z definice plyne, že multiplikativńı funkce je jednoznačně určena svými
hodnotami na mocninách prvoč́ısel:

f(n) = f(pα1
1 · · · pαk

k ) = f(pα1
1 ) · · · f(pαk

k ).
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9. Malá Fermatova věta, Eulerova věta

Eulerova funkce

Definice. Necht’ n ∈ N. Definujme Eulerovu funkci ϕ předpisem

ϕ(n) = |{a ∈ N | 0 < a ≤ n, (a, n) = 1}|

(lépe počet zbytkových tř́ıd nesoudělných s n nebo také těch, které maj́ı modulo n inverzi).

Př́ıklad. ϕ(1) = 1, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2, je-li p prvoč́ıslo, je zřejmě ϕ(p) = p− 1.

Nyńı dokážeme několik d̊uležitých tvrzeńı o funkci ϕ:

Lemma. Plat́ı ϕ(pα) = pα − pα−1 = pα−1(p− 1) = pα(1− 1
p ).

D̊ukaz. Mezi č́ısly {1, . . . , pα} jsou soudělná s pα právě násobky p, tedy

1 · p, 2 · p, . . . , pα−1 · p

a těch je pα−1. Nesoudělných je proto pα − pα−1.

Věta 18. Eulerova funkce ϕ je multiplikativńı.
Necht’ n ∈ N, jehož rozklad je tvaru n = pα1

1 · · · pαk

k . Pak

ϕ(n) = (pα1
1 − pα1−1

1 ) · · · (pαk

k − pαk−1
k ) = n ·

(
1− 1

p1

)
· · ·
(
1− 1

pk

)
.

D̊ukaz. Necht’ a, b jsou nesoudělná. Připomeňme bijekci

x (mod a · b) 7−→ (x (mod a), x (mod b))

Stač́ı proto ukázat, že x (mod a · b) má inverzi, právě když obě složky obrazu maj́ı inverzi –
takových dvojic je totiž přesně ϕ(a) · ϕ(b). To plyne z Č́ınské zbytkové věty – inverze modulo
a · b je inverźı modulo a i modulo b, naopak k inverźım modulo a a modulo b lze naj́ıt jedinou
reprezentuj́ıćı zbytkovou tř́ıdu modulo a · b; ta je pak inverźı modulo a i modulo b, tedy modulo
a · b.

Př́ıklad. Vypočtěte ϕ(72).

Řešeńı. 72 = 23 · 32 =⇒ ϕ(72) = 72 · (1 − 1
2 ) · (1 −

1
3 ) = 24, alternativně ϕ(72) = ϕ(8) · ϕ(9) =

4 · 6 = 24.

Př́ıklad. Dokažte, že ∀n ∈ N : ϕ(4n+ 2) = ϕ(2n+ 1).

Řešeńı. ϕ(4n+ 2) = ϕ(2 · (2n+ 1)) = ϕ(2) · ϕ(2n+ 1) = ϕ(2n+ 1).

9 Malá Fermatova věta, Eulerova věta

Úplná a redukovaná soustava zbytk̊u

Definice. Úplná soustava zbytk̊u modulo m je libovolná m-tice č́ısel po dvou nekongruentńıch
modulo m (nejčastěji 0, 1, . . . ,m− 1).

Redukovaná soustava zbytk̊u modulo m je libovolná ϕ(m)-tice č́ısel nesoudělných s m a po dvou
nekongruentńıch modulo m.

Lemma. Necht’ x1, x2, . . . , xϕ(m) tvoř́ı redukovanou soustavu zbytk̊u modulo m. Je-li a ∈ Z, (a,m) =
1 pak i č́ısla a · x1, . . . , a · xϕ(m) tvoř́ı redukovanou soustavu zbytk̊u modulo m.

D̊ukaz. Protože (a,m) = 1 a (xi,m) = 1, plat́ı (a · xi,m) = 1 (bud’ přes rozklad na prvoč́ısla
nebo přes invertibilnost modulo m – plat́ı (a · xi)

−1 = x−1
i · a−1). Kdyby pro nějaká i, j platilo

a · xi ≡ a · xj (mod m), po vyděleńı obou stran kongruence č́ıslem a nesoudělným s m dostaneme
xi ≡ xj (mod m).
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9. Malá Fermatova věta, Eulerova věta

Eulerova věta

Věta 19 (Eulerova). Necht’ a ∈ Z, m ∈ N, (a,m) = 1. Pak

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

D̊ukaz. Bud’ x1, x2, . . . , xϕ(m) libovolná redukovaná soustava zbytk̊u modulo m. Podle předchoźıho
lemmatu je i a ·x1, . . . , a ·xϕ(m) redukovaná soustava zbytk̊u modulo m. Plat́ı tedy, že pro každé i
existuje j ( i, j ∈ {1, 2, . . . , ϕ(m)}) tak, že a · xi ≡ xj (mod m). Vynásobeńım dostáváme (a · x1) ·
(a · x2) · · · (a · xϕ(m)) ≡ x1 · x2 · · ·xϕ(m) (mod m). Po úpravě

aϕ(m) · x1 · x2 · · ·xϕ(m) ≡ x1 · x2 · · ·xϕ(m) (mod m)

vyděleńı č́ıslem x1 · x2 · · ·xϕ(m) dostaneme požadované.

Speciálńım př́ıpadem pro prvoč́ıselný modul je pak tzv. Fermatova věta.

Věta 20 (Fermatova, Malá Fermatova). Necht’ a ∈ Z, p prvoč́ıslo, p ∤ a. Pak

ap−1 ≡ 1 (mod p).

V tomto př́ıpadě se dá věta přeformulovat bez předpokladu p ∤ a:

Důsledek. Necht’ a ∈ Z, p prvoč́ıslo. Pak

ap ≡ a (mod p).

Řád č́ısla

S Eulerovou funkćı a Eulerovou větou úzce souviśı d̊uležitý pojem řád č́ısla modulo m:

Definice. Necht’ a ∈ Z, m ∈ N (a,m) = 1. Řádem č́ısla a modulo m rozumı́me nejmenš́ı kladné
celé č́ıslo n splňuj́ıćı

an ≡ 1 (mod m).

Poznámka. To, že je řád definován, plyne z Eulerovy věty – pro každé č́ıslo nesoudělné s modulem
je totiž jistě jeho řád nejvýše roven ϕ(m). Jak později uvid́ıme, velmi d̊uležitá jsou právě ta č́ısla,
jejichž řád je roven právě ϕ(m) – tato č́ısla nazýváme primitivńımi kořeny modulo m.

Př́ıklad. Pro libovolné m ∈ N má č́ıslo 1 modulo m řád 1. Č́ıslo −1 má řád

� 1 pro m = 1 nebo m = 2

� 2 pro m > 2

Př́ıklad. Určete řád č́ısla 2 modulo 7.

Řešeńı.

21 = 2 ̸≡ 1 (mod 7)

22 = 4 ̸≡ 1 (mod 7)

23 = 8 ≡ 1 (mod 7)

Řád č́ısla 2 modulo 7 je tedy roven 3.

Věta 21. Necht’ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Označme r řád č́ısla a modulo m. Pak pro libovolná
t, s ∈ N plat́ı

at ≡ as (mod m) ⇐⇒ t ≡ s (mod r).
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10. Primitivńı kořeny

D̊ukaz. Dı́ky tomu, že as ≡ as · ar ≡ as+r (mod m), opakuj́ı se hodnoty mocnin as s periodou
r, což dává implikaci “⇐”. Zbývá ukázat, že zbytkové tř́ıdy a0 (mod m), . . . , ar−1 (mod m) jsou
všechny r̊uzné. Přitom pokud pro 0 ≤ t ≤ s ≤ r − 1 plat́ı as ≡ at (mod m), pak vyděleńım at

dostaneme as−t ≡ 1 (mod m) a vzhledem k tomu, že s− t < r, muśı být s− t = 0, tj. s = t.

Zřejmým d̊usledkem předchoźı věty a Eulerovy věty je následuj́ıćı tvrzeńı

Důsledek. Necht’ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Označme r řád č́ısla a modulo m. Pak plat́ı r | ϕ(m).

Naš́ım daľśım ćılem bude d̊ukaz existence primitivńıho kořene modulo prvoč́ıslo p. Budeme tedy
cht́ıt z prvk̊u r̊uzných řád̊u vyrábět prvky nových řád̊u, k čemůž nám poslouž́ı několik následuj́ıćıch
tvrzeńı, pak se vrhneme na samotný d̊ukaz existence primitivńıho kořene.

Věta 22. Necht’ m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1. Je-li řád č́ısla a modulo m roven r ∈ N a k | r, je řád
č́ısla ak modulo m roven r/k.

D̊ukaz. Podle předchoźı věty je (ak)n ≡ 1 (mod m), právě když kn ≡ 0 (mod r). Vyděleńım obou
stran i modulu č́ıslem k dostaneme ekvivalentńı podmı́nku n ≡ 0 (mod r/k) a nejmenš́ı takové
kladné n pak je právě r/k.

Poznámka. Předchoźı lemma a jeho d̊ukaz lze snadno rozš́ı̌rit i na př́ıpad obecného k, které nemuśı
nutně dělit r. Označme d = (k, r) jejich největš́ı společný dělitel. Opět dostaneme kn ≡ 0 (mod r),
nyńı však můžeme dělit celou kongruenci i s modulem pouze d a dostaneme tak ekvivalentńı
kongruenci (k/d)n ≡ 0 (mod r/d); protože už jsou k/d a r/d nesoudělné, můžeme vydělit obě
strany k/d a dostaneme ekvivalentńı kongruenci n ≡ 0 (mod r/d). Ve výsledku je tedy řád roven
r/d.

Posledńı z této řady tvrzeńı dává do souvislosti řády dvou č́ısel a řád jejich součinu:

Lemma. Necht’ m ∈ N, a, b ∈ Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlǐze a je řádu s a b je řádu t modulo m,
kde (s, t) = 1, pak č́ıslo a · b je řádu s · t modulo m.

D̊ukaz. Označme r řád č́ısla a · b. Zřejmě plat́ı (ab)st ≡ 1 (mod m), proto r | st. Naopak podle
definice řádu (ab)r ≡ 1 (mod m) a umocněńım obou stran kongruence dostaneme arsbrs ≡ 1
(mod m). Protože je s řádem č́ısla a, je as ≡ 1 (mod m), tj. brs ≡ 1 (mod m), a proto t | rs.
Z nesoudělnosti t a s plyne t | r. Analogicky dostaneme i s | r, a tedy (opět s využit́ım nesoudělnosti
s, t) s · t | r. Celkem tedy r = st.

Důsledek. Necht’ m ∈ N a r je nejmenš́ı společný násobek všech řád̊u modulo m. Pak existuje
č́ıslo řádu r modulo m.

D̊ukaz. Stač́ı pro a řádu s, b řádu t naj́ıt prvek řádu [s, t]. Necht’ d = (s, t). Definujme k jako
součin těch prvoč́ıselných mocnin pα z rozkladu a, které se v b vyskytuj́ı ve stejné nebo vyšš́ı
mocnině (tj. pα | b) a položme d = k · l. Potom ak je řádu s/k a bl je řádu t/l a snadno se vid́ı,
že (s/k, t/l) = 1 (každé prvoč́ıslo z rozkladu d se vyskytuje pouze v s/k nebo t/l ale ne v obou) a
také s/k · t/l = [s, t], takže podle předchoźıho lemmatu ak · bl má řád [s, t], jak jsme chtěli.

10 Primitivńı kořeny

Podle předchoźıho d̊usledku existuje zbytková tř́ıda maximálńıho možného řádu r a řády všech
ostatńıch zbytkových tř́ıd jsou děliteli r. Pak všechna (a,m) = 1 splňuj́ı ar ≡ 1 (mod m), tj. jsou
to řešeńı kongruence

xr ≡ 1 (mod m).

Jedná se tedy o polynomiálńı kongruenci stupně r maj́ıćı ϕ(m) kořen̊u. V daľśım nás tedy bude
zaj́ımat vztah mezi stupněm polynomu a počtu jeho kořen̊u modulo m. Z oboru reálných č́ısel
jsme zvykĺı, že polynomiálńı rovnice stupně r má maximálně r kořen̊u. Pro zbytkové tř́ıdy modulo
m tomu tak obecně být nemuśı, v př́ıpadě prvoč́ıselného modulu to ale bude opět platit.
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10. Primitivńı kořeny

Primitivńı kořeny modulo součin

Př́ıklad. Necht’ m = 35 a necht’ (a,m) = 1. Pak podle Eulerovy věty

a4 ≡ 1 (mod 5), a6 ≡ 1 (mod 7)

a12 ≡ 1 (mod 5), a12 ≡ 1 (mod 7) ⇒ a12 ≡ 1 (mod 35).

Je tedy každé č́ıslo řádu 12 (př́ıpadně menš́ıho).
Tedy kongruence x12 ≡ 1 (mod 35) stupně 12 má ϕ(35) = 4 · 6 = 24 řešeńı.

Věta 23. Pokud je m dělitelné aspoň dvěma lichými prvoč́ısly, primitivńı kořen modulo m nee-
xistuje.

D̊ukaz. Hlavńı myšlenka je stejná jako výše. Rozložme m = k · l na součin dvou nesoudělných č́ısel
větš́ıch než 2, např. k může být nejvyšš́ı možná mocnina jednoho z lichých prvoč́ısel z předpokladu.
Označ́ıme-li n = [ϕ(k), ϕ(l)] nejmenš́ı společný násobek, plat́ı

aϕ(k) ≡ 1 (mod k) ⇒ an ≡ 1 (mod k)

a podobně an ≡ 1 (mod l); protože m = k · l a činitelé jsou nesoudělńı, dostaneme dohromady
an ≡ 1 (mod m) a každý prvek má řád maximálně n = [ϕ(k), ϕ(l)] < ϕ(k)ϕ(l) = ϕ(m), protože
hodnoty ϕ(k), ϕ(l) jsou obě sudé a tud́ıž soudělné.

Podobně, pokud je m dělitelné čtyřmi a aspoň jedńım lichým prvoč́ıslem, primitivńı kořen
modulo m neexistuje.

Polynomiálńı kongruence modulo prvoč́ıslo

Vydělme polynom f(x) se zbytkem kořenovým činitelem (x− a):

f(x) = (x− a) · g(x) + r ⇒ r = f(a)

Pokud je a kořenem kongruence f(x) ≡ 0 (mod p), dostaneme

f(x) ≡ (x− a) · g(x) (mod p).

Protože je p prvoč́ıslo, jsou kořeny f(x) právě kořen a lineárńıho činitele x−a a kořeny g(x), který
je stupně o jedna menš́ıho. Protože konstantńı polynomy nemaj́ı kořeny, má f(x) maximálně tolik
kořen̊u, kolik je jeho stupeň (bacha na f(x) ≡ 0).

Věta 24. x2 ≡ 1 (mod p) má kořeny právě ±1.

Primitivńı kořen modulo prvoč́ıslo

Věta 25. Necht’ p ∈ N je prvoč́ıslo. Pak existuje primitivńı kořen modulo p.

D̊ukaz. Necht’ r je maximálńı řád, podle Eulerovy věty r | p − 1. Pak všech p − 1 nenulových
zbytkových tř́ıd jsou kořeny

xr ≡ 1 (mod p)

a podle předchoźıho p− 1 ≤ r.

Věta 26. Necht’ p ∈ N je prvoč́ıslo. Pak existuje primitivńı kořen modulo pk.

D̊ukaz. Plat́ı ϕ(pk) = pk−1 · (p− 1) a tito činitelé jsou nesoudělńı.
Necht’ g (mod p) je primitivńı kořen, tj. prvek řádu p−1. Pak řád g (mod pk) bude násobkem

p− 1.
Stač́ı naj́ıt prvek řádu pk−1. Ukážeme, že je j́ım 1 + p; konkrétně ńıže ukážeme:

(1 + p)p
k−2

≡ 1 + pk−1 ̸≡ 1 (mod pk)

instance pro k+1 dá (1+p)p
k−1 ≡ 1+pk (mod pk+1) a po redukci modulo pk pak vyjde (1+p)p

k−1 ≡
1 + pk ≡ 1 (mod pk).
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11. Kvadratické zbytky a nezbytky

Lemma. a ≡ b (mod pk) ⇒ ap ≡ bp (mod pk+1).

D̊ukaz. Plat́ı ap − bp = (a− b)(ap−1 + · · ·+ akbl + · · ·+ bp−1), kde prvńı člen je dělitelný pk podle
předpokladu, zat́ımco druhý člen je modulo p kongruentńı

ap−1 + · · ·+ akbl + · · ·+ bp−1 ≡ ap−1 + · · ·+ ap−1︸ ︷︷ ︸
p člen̊u

≡ p · ap−1 ≡ 0 (mod p),

tedy je dělitelný p a součin je dělitelný pk+1.

Důsledek. (1 + p)p
k−2 ≡ 1 + pk−1 (mod pk).

D̊ukaz. Indukčńı krok (v druhé kongruenci aplikujeme předchoźı lemma na indukčńı předpoklad):

(1 + p)p
k−1

≡ ((1 + p)p
k−2

)p ≡ (1 + pk−1)p ≡ 1 +

(
p

1

)
pk−1 +

(
p

2

)
p2(k−1) + · · ·

≡ 1 + pk (mod pk+1).

Hledáńı primitivńıho kořene

Sofistikovaná metoda se zat́ım nezná. Zkoušeńım po nějaké době uspějeme: Kolik je primitivńıch
kořen̊u modulo prvoč́ıslo? Jsou to právě ga (mod p), kde (a, ϕ(p)) = 1, tedy jich je ϕ(ϕ(p)). Přitom
plat́ı

p/ϕ(ϕ(p)) ∈ O(log log p),

takže pravděpodobnost, že náhodné č́ıslo bude primitivńım kořenem je zhruba

1/ log log p

a počet pokus̊u potřebných k nalezeńı primitivńıho kořene s předem danou pravděpodobnost́ı
je úměrný log log p, tedy logaritmický vzhledem k délce vstupu (ověřeńı toho, zda se vskutku jedná
o primitivńı kořen trvá déle, viz př́ı̌stě).

Diskrétńı logaritmus

Definice. Necht’ m > 0. Celé č́ıslo g ∈ Z, (g,m) = 1 nazveme primitivńım kořenem modulo m,
pokud je jeho řád modulo m roven ϕ(m).

Lemma. Je-li g primitivńı kořen modulo m, pak pro každé č́ıslo a ∈ Z, (a,m) = 1 existuje je-
diné α ∈ Z, 0 ≤ α < ϕ(m) s vlastnost́ı gα ≡ a (mod m). Označujeme α = logg a a nazýváme
diskrétńım logaritmem, př́ıp. indexem č́ısla a (vzhledem k danému m a zafixovanému primi-
tivńımu kořeni g) a je bijekćı mezi množinami
{a ∈ Z; (a,m) = 1, 0 < a < m} a {x ∈ Z; 0 ≤ x < ϕ(m)}.

D̊ukaz. Zobrazeńı α (mod ϕ(m)) 7→ gα (mod m) je dobře definované a injektivńı podle valstnost́ı
řádu. Protože maj́ı množiny stejný počet prvk̊u (vpravo bereme pouze invertibilńı zbytkové tř́ıdy),
jedná se o bijekci.

11 Kvadratické zbytky a nezbytky

Kvadratické kongruence modulo prvoč́ıslo

Věta 27. Necht’ p je liché prvoč́ıslo a (a, p) = 1. Kongruence x2 ≡ a (mod p) má řešeńı, právě

když a
p−1
2 ≡ 1 (mod p).
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11. Kvadratické zbytky a nezbytky

D̊ukaz. Použijeme primitivńı kořen g a vyjádř́ıme x2 ≡ a (mod p) pomoćı něj: necht’ x ≡ gξ,
a ≡ gα, pak kongruence je ekvivalentńı

(gξ)2 ≡ gα (mod p) ⇔ 2ξ ≡ α (mod p− 1).

Protože je p− 1 sudé, řešeńı existuje, právě když α je sudé:

α ≡ 0 (mod 2) ⇔ p−1
2 · α ≡ 0 (mod p− 1).

⇔ a
p−1
2 ≡ g

p−1
2 ·α ≡ g0 ≡ 1 (mod p).

Legendre̊uv symbol

Definice. Definujeme (ap ) =


1 a kvadratický zbytek modulo p

−1 a kvadratický nezbytek modulo p

0 a soudělné s p

.

Jednoduchým d̊usledkem věty dostáváme (ap ) ≡ a
p−1
2 (mod p): protože (a

p−1
2 )2 ≡ ap−1 ≡ 1,

je a
p−1
2 rovno ±1.

Důsledek. (−1
p ) = +1, resp. −1, pokud p ≡ 1 (mod 4), resp. p ≡ 3 (mod 4).

Tedy kongruence x2 ≡ −1 (mod p) má řešeńı, právě když p dává po děleńı čtyřmi zbytek 1.

Poč́ıtáńı Legendreova symbolu je jednoduché s následuj́ıćımi pravidly:

� (abp ) = (ap )(
b
p ),

� a ≡ b (mod p) ⇒ (ap ) = ( bp ),

� ( 2p ) = (−1)
p2−1

8 ,

� ( qp ) = (pq ) · (−1)
p−1
2

q−1
2 .

D̊ukaz. Prvńı dvě položky plynou velice snadno z vyjádřeńı (ap ) ≡ a
p−1
2 (mod p). Druhé dva

poznatky jsou značně hlubš́ı, ukážeme hlavńı ideu jejich d̊ukazu, která spoč́ıvá v
”
geometrické“

interpretaci Legendreova symbolu (ap ) ≡ a
p−1
2 (mod p). Při interpretaci Legendreova symbolu

vyjdeme z d̊ukazu Eulerovy věty, ilustrujeme na př́ıkladu ( 7
11 ) ≡ 75 (mod 11). Pǐsme tentokrát

zbytky jako ±1, . . . ,±5 a uvažme opět násobeńı sedmi:

7 · 1 ≡ −4 (mod 11) 1 · 7

11
= 1− 4

11
2 · 7

11
= 1 +

3

11

7 · 2 ≡ +3 (mod 11) 2 · 7

11
= 1 +

3

11
4 · 7

11
= 2 +

6

11

7 · 3 ≡ −1 (mod 11) 3 · 7

11
= 2− 1

11
6 · 7

11
= 3 +

9

11

7 · 4 ≡ −5 (mod 11) 4 · 7

11
= 3− 5

11
8 · 7

11
= 5 +

1

11

7 · 5 ≡ +2 (mod 11) 5 · 7

11
= 3 +

2

11
10 · 7

11
= 6 +

4

11

a vynásobeńım dostaneme 75 · 5! ≡ ±5! (mod 11), takže výsledné znaménko je přesně Legendre̊uv
symbol 75 (mod 11). Uváž́ıme-li namı́sto zbytk̊u po děleńı jedenácti př́ıslušné zlomky se jmeno-
vatelem 11 jako v prostředńım sloupci, budou kladné zbytky odpov́ıdat

”
oznaménkové desetinné

části“ menš́ı než 1/2, zat́ımco záporné zbytky oznaménkové desetinné části větš́ı než 1/2. Ještě
jinak, po vynásobeńı zlomk̊u dvěma jako v pravém sloupci budou kladné zbytky odpov́ıdat sudé
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11. Kvadratické zbytky a nezbytky

celé části (standardńı – desetinná část bez znamének), zat́ımco záporné zbytky liché celé části.
Dostáváme tak (

7

11

)
= (−1)[2·

7
11 ]+[4· 7

11 ]+[6· 7
11 ]+[8· 7

11 ]+[10· 7
11 ].

Podstatná je tedy parita exponentu, přičemž exponent je
”
zjevně“ počet černě zvýrazněných

mř́ıžových bod̊u v následuj́ıćım obrázku (sudé sloupce, pod diagonálou):

Protože je v každém sloupečku dohromady sudý počet (šest) mř́ıžových bod̊u, je parita černě
zvýrazněných bod̊u v pravé polovině stejná jako počet šedě zvýrazněných bod̊u (komplement v
každém sloupečku) a d́ıky středové symetrii je pak tento počet stejný jako počet b́ıle zvýrazněných
bod̊u. Dohromady dostáváme, že ( 7

11 ) je rovno −1 na počet mř́ıžových bod̊u pod diagonálou v levé
části. Symetricky dostaneme, že ( 117 ) je rovno −1 na počet mř́ıžových bod̊u vlevo od diagonály
ve spodńı části. Vynásobeńım pak ( 7

11 ) · (
11
7 ) je rovno −1 na počet mř́ıžových bod̊u v levé spodńı

části; těch je zjevně 5 · 3. Obecně pak(
q

p

)
·
(
p

q

)
= (−1)

p−1
2 · q−1

2 .

V d̊ukazu jsme nepoužili, že 7 je prvoč́ıslo, ale jen, že je liché (protože jsme potřebovali v každém
sloupečku sudý počet mř́ıžových bod̊u). Proto můžeme poč́ıtat (směrnice této diagonály je přibližně
1 a počty mř́ıžových bod̊u v jednotlivých sloupečćıch budou nar̊ustat o jedna přesně do poloviny):(

2

p

)
=

(
p+ 2

p

)
= (−1)1+2+···+ p−1

2 = (−1)
p−1
2 · p+1

4 = (−1)
p2−1

8 .

Ukážeme nyńı, jak spoč́ıtat druhé odmocniny z kvadratického zbytku a (mod p) modulo prvoč́ıslo
splňuj́ıćı p ≡ 3 (mod 4). V takovém př́ıpadě

a ≡
(
a

p

)
· a ≡ a

p−1
2 · a ≡ a

p+1
2

a odmocninu lze snadno spoč́ıtat jako±a
p+1
4 . V př́ıpadě, že a neńı kvadratický zbytek, tj. (ap ) = −1,

dostaneme takto druhé odmocniny z −a, jak lze snadno z postupu vidět.

Jacobiho symbol

Definice. a libovolné, n = p1 · · · pk liché č́ıslo vyjádřené jako součin ne nutně r̊uzných prvoč́ısel;
definujeme (a

n

)
=

(
a

p1

)
· · ·
(

a

pk

)
.
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12. Výpočetńı aspekty teorie č́ısel

Poč́ıtáńı Jacobiho symbolu je jednoduché s následuj́ıćımi pravidly:

� (abn ) = ( an )(
b
n ),

� a ≡ b (mod n) ⇒ ( an ) = ( b
n ),

� ( 2n ) = (−1)
n2−1

8 ,

� (mn ) = ( n
m ) · (−1)

m−1
2

n−1
2 pro m, n lichá.

D̊ukaz. Toto plyne z vlastnost́ı Legendreova symbolu poměrně př́ımočarým překladem (využ́ıvaj́ıćı
identity typu (m2 − 1) + (n2 − 1) ≡ (mn)2 − 1 (mod 16) pro m, n lichá).

Př́ıklad. Spočtěte ( 219383 ).

Př́ıklad. Spočtěte ( 3p ) pro prvoč́ıslo p, tj. rozhodněte, kdy je 3 kvadratický zbytek modulo prvoč́ıslo
p.

Testováńı prvoč́ıselnosti

Test (test). Je-li p prvoč́ıslo, pak ap−1 ≡ 1 (mod p) (pro a náhodné nesoudělné s p).

Test (složitěǰśı test). Je-li p prvoč́ıslo, pak a
p−1
2 ≡ ±1 (mod p) (pro a náhodné nesoudělné s p).

Test (ještě složitěǰśı test). Je-li p prvoč́ıslo, pak a
p−1
2 ≡ (ap ) (mod p) (pro a náhodné nesoudělné

s p).

12 Výpočetńı aspekty teorie č́ısel

Základńı úlohy výpočetńı teorie č́ısel

V mnoha praktických úlohách využ́ıvaj́ıćıch výsledky teorie č́ısel je zapotřeb́ı umět rychle provést
jeden či v́ıce z následuj́ıćıch výpočt̊u:

1. běžné aritmetické operace (součet, součin, děleńı se zbytkem) na celých č́ıslech,

2. zbytek mocniny celého č́ısla a na přirozené č́ıslo n po děleńı daným m.

3. inverzi celého č́ısla a modulo m ∈ N,

4. největš́ı společný dělitel dvou celých č́ısel (a př́ıpadně koeficienty do Bezoutovy rovnosti),

5. rozhodnout o daném č́ısle, je-li prvoč́ıslo nebo složené,

6. v př́ıpadě složenosti rozložit dané č́ıslo na součin prvoč́ısel.

Základńı aritmetické operace

Základńı aritmetické operace se i na velkých č́ıslech obvykle prováděj́ı obdobně jako jsme se to učili
na základńı a středńı škole, kdy umı́me sč́ıtat v lineárńım, násobit a dělit se zbytkem v kvadratickém
čase. Pro násobeńı, které je základem mnoha daľśıch operaćı, existuj́ı asymptoticky rychleǰśı al-
goritmy (typu rozděl a panuj ) - např. prvńı takový Karatsub̊uv (1960) časové náročnosti Θ(nlog2 3)
nebo algoritmus Schönhage-Strassen̊uv (1971) časové náročnosti Θ(n log n log log n), který využ́ıvá
tzv. Fast Fourier Transform. Ten je ale přes svou asymptotickou převahu výhodný až pro násobeńı
č́ısel maj́ıćıch alespoň deśıtky tiśıc cifer (a použ́ıvá se tak např. v GIMPS).

Pěkný přehled je např. na http://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_

of_mathematical_operations
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12. Výpočetńı aspekty teorie č́ısel

GCD a modulárńı inverze

Jak už jsme ukazovali dř́ıve, výpočet řešeńı kongruence a·x ≡ 1 (mod m) s neznámou x lze snadno
(d́ıky Bezoutově větě) převést na výpočet největš́ıho společného dělitele č́ısel a a m a na hledáńı
koeficient̊u k, l do Bezoutovy rovnosti k · a+ l ·m = 1 (nalezené k je pak onou hledanou inverźı a
modulo m).

f unc t i on extended gcd (a , m)
i f m == 0

return (1 , 0)
e l s e

(q , r ) := d iv id e ( a , m)
(k , l ) := extended gcd (m, r )
re turn ( l , k = q * l )

Podrobná analýza (viz např. [Knuth] nebo [Wiki]) ukazuje, že tento algoritmus je kvadra-
tické časové složitosti.

Modulárńı umocňováńı

Modulárńı umocňováńı je, jak jsme již viděli dř́ıve, velmi využ́ıvaná operace mj. při ověřováńı,
zda je dané č́ıslo prvoč́ıslo nebo č́ıslo složené. Jedńım z efektivńıch algoritmů je tzv. modulárńı
umocňováńı zprava doleva:

f unc t i on modular pow ( base , exponent , modulus )
r e s u l t := 1
whi le exponent > 0

i f ( exponent mod 2 == 1 ) :
r e s u l t := ( r e s u l t * base ) mod modulus

exponent := exponent >> 1
base = ( base * base ) mod modulus

re turn r e s u l t

Algoritmus modulárńıho umocňováńı je založen na myšlence, že např. při poč́ıtáńı 264 (mod 1000)

� neńı třeba nejprve poč́ıtat 264 a poté jej vydělit se zbytkem č́ıslem 1000, ale lépe je postupně
násobit

”
dvojky“ a kdykoliv je výsledek větš́ı než 1000, provést redukci modulo 1000,

� ale zejména, že neńı třeba provádět takové množstv́ı násobeńı (v tomto př́ıpadě 63 naivńıch
násobeńı je možné nahradit pouze šesti umocněńımi na druhou, nebot’

264 = (((((22)2)2)2)2)2.

Př́ıklad (Ukázka pr̊uběhu algoritmu). Vypočtěme 2560 (mod 561). Protože 560 = (1000110000)2,
dostaneme uvedeným algoritmem

exponent base result exp’s last digit
560 2 1 0
280 4 1 0
140 16 1 0
70 256 1 0
35 460 1 1
17 103 460 1
8 511 256 0
4 256 256 0
2 460 256 0
1 103 256 1
0 511 1 0

24



13. Diofantické rovnice

A tedy 2560 ≡ 1 (mod 561).

Efektivita modulárńıho umocňováńı

V pr̊uběhu algoritmu se pro každou binárńı č́ıslici exponentu provede umocněńı základu na druhou
modulo n (což je operace proveditelná v nejh̊uře kvadratickém čase), a pro každou

”
jedničku“

v binárńım zápisu nav́ıc provede jedno násobeńı. Celkově jsme tedy schopni provést modulárńı
umocňováńı nejh̊uře v kubickém čase.

13 Diofantické rovnice

Př́ıklad. Vyřešte diofantickou rovnici

72x+ 100y = 16.

Př́ıklad. Vyřešte diofantickou rovnici

72x+ 100y + 45z = 1.

14 Kryptografie s veřejným kĺıčem

Kryptografie s veřejným kĺıčem (PKC)

Dva hlavńı úkoly pro PKC jsou zajistit

� šifrováńı, kdy zprávu zašifrovanou veřejným kĺıčem př́ıjemce neńı schopen rozšifrovat nikdo
kromě něj (resp. držitele jeho soukromého kĺıče)

� podepisováńı, kdy integrita zprávy podepsané soukromým kĺıčem odeśılatele může být
ověřena kýmkoliv s př́ıstupem k veřejnému kĺıči odeśılatele

Nejčastěji použ́ıvané systémy PKC:

� RSA (šifrováńı) a odvozený systém pro podepisováńı zpráv

� Digital signature algorithm (DSA) a varianta založená na eliptických křivkách (ECDSA)

� Rabin̊uv kryptosystém (a podepisováńı)

� ElGamal kryptosystém (a podepisováńı)

� Kryptografie eliptických křivek (ECC)

� Diffie-Hellman̊uv protokol na výměnu kĺıč̊u (DH)

RSA

Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks, GCHQ – 1973)

� každý účastńık A potřebuje dvojici kĺıč̊u – veřejný VA a soukromý SA

� generováńı kĺıč̊u: zvoĺı se dvě velká prvoč́ısla p, q, vypočte se n = pq, ϕ(n) = (p− 1)(q − 1),
dále se zvoĺı e a ověř́ı, že (e, ϕ(n)) = 1, např. pomoćı Euklidova algoritmu se spoč́ıtá d tak,
aby e · d ≡ 1 (mod ϕ(n))

� VA = (n, e), SA = d

� zašifrováńı numerického kódu zprávy M : C ≡ VA(M) ≡ Me (mod n)

� dešifrováńı šifry C: M ≡ SA(C) ≡ Cd (mod n)
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14. Kryptografie s veřejným kĺıčem

Rabin̊uv kryptosystém

Prvńım veřejným kryptosystémem, k jehož prolomeńı je prokazatelně potřeba faktorizovat modul,
je Rabin̊uv kryptosystém, který si uvedeme ve zjednodušené verzi:

� každý účastńık A potřebuje dvojici kĺıč̊u – veřejný VA a soukromý SA

� generováńı kĺıč̊u: A zvoĺı dvě podobně velká prvoč́ısla p, q ≡ 3 (mod 4), vypočte n = pq.

� VA = n, SA = (p, q)

� zašifrováńı numerického kódu zprávy M : C = VA(M) ≡ M2 (mod n)

� dešifrováńı šifry C: vypočtou se (čtyři) odmocniny z C modulo n a snadno se otestuje, která
z nich byla p̊uvodńı zprávou.

Poznámka. Výpočet druhé odmocniny z C modulo n = pq, kde p ≡ q ≡ 3 (mod 4)

� vypočti odmocniny modulo p a modulo q, konkrétně r ≡ ±C(p+1)/4 (mod p) a s ≡ ±C(q+1)/4

(mod q)

� pomoćı Č́ınské zbytkové věty spočti pro každou kombinaci odmocnin modulo p a modulo q
odpov́ıdaj́ıćı odmocninu modulo n = pq

Př́ıklad. V Rabinově kryptosystému Alice zvolila za sv̊uj soukromý kĺıč p = 23, q = 31, veřejným
kĺıčem je pak n = pq = 713. Zašifrujte zprávu M = 327 pro Alici a ukažte, jak bude Alice tuto
zprávu dešifrovat.

Řešeńı. C = 692, kandidáti p̊uvodńı zprávy jsou ±138± 248 (mod 713).

Princip digitálńıho podpisu

Poznámka. Podepisováńı

1. Vygeneruje se otisk (hash) HM zprávy pevně stanovené délky (např. 160 nebo 256 bit̊u).

2. Podpis zprávy SA(HM ) je vytvořen (pomoćı dešifrováńı) z tohoto hashe s nutnost́ı znalosti
soukromého kĺıče podepisuj́ıćıho.

3. Zpráva M (př́ıpadně zašifrovaná veřejným kĺıčem př́ıjemce) je spolu s podpisem odeslána.

Poznámka. Ověřeńı podpisu

1. K přijaté zprávě M se (po jej́ım př́ıpadném dešifrováńı) vygeneruje otisk H ′
M

2. S pomoćı veřejného kĺıče (deklarovaného) odeśılatele zprávy se rekonstruuje p̊uvodńı otisk
zprávy VA(SA(HM )) = HM .

3. Oba otisky se porovnaj́ı HM = H ′
M?.

Diffie-Hellman key exchange

Whitfield Diffie, Martin Hellman (1976; M. Williamson, GCHQ - 1974)
Výměna kĺıč̊u pro symetrickou kryptografii bez předchoźıho kontaktu (tj. náhrada jednorázových

kĺıč̊u, kurýr̊u s kuf̌ŕıky, . . . ).

� Dohoda stran na prvoč́ısle p a primitivńım kořenu g modulo p (veřejné)

� Alice vybere náhodné a a pošle ga (mod p)

� Bob vybere náhodné b a pošle gb (mod p)

� Společným kĺıčem pro komunikaci je gab (mod p).

Poznámka. � Problém diskrétńıho logaritmu (DLP)

� Nezbytná autentizace (man in the middle attack)
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15. (n, k)–kódy

Kryptosystém ElGamal

Z protokolu DH na výměnu kĺıč̊u odvozen šifrovaćı algoritmus ElGamal:

� Alice zvoĺı prvoč́ıslo p spolu s primitivńım kořenem g

� Alice zvoĺı a a spoč́ıtá h ≡ ga (mod p)

� VA = (p, g, h), SA = a

� šifrováńı zprávy M : Bob zvoĺı náhodné b a vypočte C1 ≡ gb (mod p) a C2 ≡ M ·hb (mod p)
a pošle C = (C1, C2)

� dešifrováńı zprávy: M ≡ C2/C
a
1 (mod p)

Poznámka. Analogicky jako v př́ıpadě RSA lze odvodit podepisováńı.

Eliptické křivky

Eliptické křivky jsou rovinné křivky o rovnici tvaru y2 = x3 + ax + b a zaj́ımavé jsou t́ım, že na
jejich bodech lze definovat operace tak, že výslednou strukturou bude komutativńı grupa.

Přitom uvedené operace lze efektivně provádět a nav́ıc se ukazuje, že maj́ı (nejen) pro kry-
prografii zaj́ımavé vlastnosti – srovnatelné bezpečnosti jako RSA lze dosáhnout již s podstatně
kratš́ımi kĺıči. Výhodou je rovněž velké množstv́ı použitelných eliptických křivek (a tedy grup
r̊uzné struktury) podle volby parametru a, b .

Protokoly:

� ECDH - př́ımá varianta DH na eliptické kř́ıvce (jen mı́sto generátoru se vybere vhodný bod
na křivce)

� ECDSA - digitálńı podpis pomoćı eliptických křivek.

Poznámka. Problém diskrétńıho logaritmu (ECDLP).
Nav́ıc se ukazuje, že eliptické křivky jsou velmi dobře použitelné při faktorizaci prvoč́ısel.

15 (n, k)–kódy

Při přenosu informace zpravidla docháźı k jej́ı deformaci. Budeme pro jednoduchost pracovat s
modelem, kdy jednotlivé částečky informace jsou bud’ nuly nebo jedničky a budeme je interpretovat
jako prvky Z2, tj. jako zbytkové tř́ıdy modulo 2, přičemž podstatné pro nás bude, že s nimi
můžeme provádět algebraické manipulace: sč́ıtat a násobit. Prvky Z2 budeme pro jednoduchost
značit pomoćı reprezentat̊u, tj. 0 a 1 namı́sto přesněǰśıho [0] a [1]. Protože operace splňuj́ı axiomy

”
tělesa“, můžeme uvažovat vektorové prostory se skaláry v Z2, budeme však využ́ıvat pouze dva
př́ıklady: standardńı (sloupcové) vektory jsou prvky kartézské mocniny (Z2)

k a polynomy jsou
prvky Z2[x]. Sloupcové vektory sč́ıtáme po složkách, přičemž je dobré mı́t na paměti, že v Z2 plat́ı
1 + 1 = 0. To stejné plat́ı pro polynomy – při jejich sč́ıtáńı sč́ıtáme odpov́ıdaj́ıćı si koeficienty
a opět využ́ıváme 1 + 1 = 0. Ještě jedna ekvivalentńı interpretace tohoto pravidla se nám bude
hodit: −v = v. (Násobeńı skaláry neńı moc zaj́ımavé, protože násobeńı 0 i násobeńı 1 je vynucené
axiomy vektorového prostoru.)

Přenáš́ıme slova o k bitech. Protože přenosové chyby chceme rozpoznávat a ideálně i opravovat,
přidáváme za t́ım účelem dodatečných n − k bit̊u informace pro pevně zvolené n > k. Mluv́ıme
pak o (n, k)-kódu.

Všech slov o k bitech je 2k a každé z nich má jednoznačně určovat jedno kódové slovo z 2n

možných. Máme tedy ještě
2n − 2k = 2k(2n−k − 1)

slov, které jsou chybové. Lze tedy tušit, že pro veliké k nám i malý počet přidaných bit̊u dává
hodně redundantńı informace.
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16. Lineárńı kódy

Úplně jednoduchým př́ıkladem je kód kontroluj́ıćı paritu. Kódové slovo o k+1 bitech je určené
tak, aby přidáńım prvńıho bitu byl zaručen sudý počet jedniček ve slově.

Pokud při přenosu dojde k lichému počtu chyb, přijdeme na to. Dvě r̊uzná kódová slova se při
tomto kódu vždy lǐśı alespoň ve dvou pozićıch, chybové slovo se ale od dvou r̊uzných kódových
slov lǐśı pouze v pozici jedné. Nemůžeme proto umět chyby opravovat ani kdybychom věděli, že
došlo k právě jedné.

Nav́ıc neumı́me detekovat tak obvyklé chyby, jako je záměna dvou sousedńıch hodnot ve slově.

Definice. Hammingova vzdálenost dvou slov je rovna počtu bit̊u, ve kterých se lǐśı.

Věta 28. 1. Kód odhaluje r a méně chyb právě, když je minimálńı Hammingova vzdálenost
kódových slov právě r + 1.

2. Kód opravuje r a méně chyb právě, když je minimálńı Hammingova vzdálenost kódových slov
právě 2r + 1.

16 Lineárńı kódy

Definice. Lineárńı kód je injektivńı lineárńı zobrazeńı g : (Z2)
k → (Z2)

n. Matice G typu n/k
reprezentuj́ıćı toto zobrazeńı v standardńıch baźıch se nazývá generuj́ıćı matice kódu.

Pro každé slovo u je
v = G · u

př́ıslušné kódové slovo. Pro jednoduchost budeme předpokládat, že kód přidává dodatečnou infor-
maci a pro konkrétnost tedy, že v má blokový tvar v = ( Pu

u ), kde Pu je ona dodatečná informace
a u je p̊uvodńı vektor. Proto matice G bude mı́t blokový tvar

G =

(
P
Ik

)
.

Věta 29. Je-li g : (Z2)
k → (Z2)

n lineárńı kód s matićı jako výše, potom zobrazeńı h : (Z2)
n →

(Z2)
n−k s matićı

H =
(
In−k P

)
má následuj́ıćı vlastnost: slovo v je kódové, právě když H · v = 0.

D̊ukaz. Slovo v = ( xy ) je kódové, právě když v = Gy =
(
Py
y

)
, protože v takovém př́ıpadě jsme

schopni p̊uvodńı slovo y dekódovat z informačńıch bit̊u. Slovo v je tedy kódové, právě když x = Py,
což je přesně podmı́nka H( xy ) = 0.

Matici H z věty se ř́ıká matice kontroly parity př́ılušného (n, k)–kódu, součinu Hv ř́ıkáme
syndrom slova v. Nyńı vysvětĺıme význam syndromu i v př́ıpadě, že je nenulový. Pokud neplat́ı
Hv = 0, chceme přičteńım co nejmenš́ıho chybového vektoru k v dosáhnout toho, aby podmı́nka
Hv = 0 platila. Přitom přičteńı jedničky na i-tém mı́stě zp̊usob́ı změnu hodnoty přesně o i-tý
sloupec kontrolńı matice H. Chceme tedy hodnotu Hv vynulovat co nejmenš́ım počtem sloupc̊u
matice H, přičemž v levé submatici máme právě sloupce s jednou jedničkou a v pravé právě
kontrolńı bity sloupc̊u matice kódu. Kdybychom využ́ıvali pouze levou submatici (opravovali pouze
kontrolńı bity), potřebujeme opravit přesně tolik bit̊u, kolik obsahuje Hv jedniček (nav́ıc přesně
na stejných pozićıch), syndrom tedy udává přesně tu jedinou možnou chybu, ke které mohlo doj́ıt
čistě na kontrolńıch bitech. Při použit́ı informačńıch bit̊u můžeme počet chyb sńıžit, je tedy sice
Hv jistá mı́ra chybovosti, ale ne minimálńı.

Naopak, necht’ h je lineárńı zobrazeńı, jehož matice H je tvaru jako ve větě. Pak můžeme
sestrojit lineárńı kód s matićı G jako před zněńım věty a podle věty pak H bude matice kontroly
parity. Jsme tedy schopni lineárńı kód zadat jeho (lineárńı) kontrolou parity. Jednoduše to lze
ilustrovat na klasické kontrole parity, kde h(x0, . . . , xk) = x0 + · · ·+ xk je zjevně lineárńı s matićı

H =
(
1 1 · · · 1

)
,
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17. Polynomiálńı kódy

kýženého tvaru. Nemuśıme tedy specifikovat matici kódu, tu lze z matice kontroly parity odvodit.
V daľśı části uvedeme konstrukci polynomiálńıch kód̊u skrze jejich matici kontroly parity.

Poznámka. Jak jsme viděli, přenos zprávy Gu s chybou e dává výsledek

v = Gu+ e,

kde ale neznáme u, e a hledáme takový “rozklad”, kde e obsahuje co nejméně jedniček (oprava
chyby za předpokladu co nejmenš́ıho počtu chyb).

Je-li v = ( xy ), pak jednou z možnost́ı na odeslanou zprávu je Gy =
(
Py
y

)
(ne nutně optimálńı),

tedy (
x
y

)
=

(
Py
y

)
+

(
x+ Py

0

)
kde s = x + Py = ( In−k P )( xy ) = Hv je právě syndrom slova v a jedná se tedy o chybu za
předpokladu, že k ńı došlo pouze na kontrolńıch bitech (z informačńıch bit̊u lze proto přeč́ıst
p̊uvodńı slovo).

Protože kódová slova jsou právě součty sloupc̊u matice G, lze všechny daľśı možnosti obdržet
přič́ıtáńım sloupc̊u gi ke kódovému slovu i chybě, bud’ přič́ıtáńım jednoho sloupce:(

x
y

)
=

((
Py
y

)
+ gi

)
+

((
x+ Py

0

)
+ gi

)
př́ıpadně dvou sloupc̊u, atd.

Přitom přičteńı každého sloupce vyrob́ı jednu jedničku v informačńıch bitech chyby, snaž́ıme
se jejich počet kompenzovat sńıžeńım počtu jedniček v kontrolńıch bitech. Toto budeme zkoušet
pouze pro malý počet chyb, viz cvičeńı.

17 Polynomiálńı kódy

Jak konstruovat kódová slova, abychom je snadno rozpoznali? Kontrolu parity jsme už viděli, daľśı
triviálńı možnost je prosté opakováńı bit̊u – např. (3, 1)–kód bere jednotlivé bity a pośılá je třikrát
po sobě.

Docela systematickou cestou je využit́ı dělitelnosti polynomů. Zpráva b0b1 . . . bk−1 je reprezen-
tována jako polynom m(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bk−1x

k−1 ∈ Z2[x].

Definice. Necht’ p(x) = a0+ · · ·+an−kx
n−k ∈ Z2[x] je polynom s a0 = 1, an−k = 1. Polynomiálńı

kód generovaný polynomem p(x) je lineárńı (n, k)–kód, jehož slova jsou polynomy stupně menš́ıho
než n dělitelné p(x) a jehož kontrola parity je lineárńı zobrazeńı h pośılaj́ıćı polynom na jeho
zbytek po děleńı p(x).

Zobrazeńı h je opravdu lineárńı (zbytek součtu je součet zbytk̊u). Polynomy stupně menš́ıho
než n−k jsou automaticky zbytkem po děleńı p(x), takže je na nich h identita a matice H je tedy
tvaru

H =
(
In−k P

)
,

jak je potřeba.
Nast́ıńıme nyńı, jak matici P sestavit. Jej́ı prvńı sloupec je zbytek xn−k a sestává se tedy z

koeficient̊u p(x) stupně menš́ıho než n−k. Daľśı sloupec je zbytkem xn−k+1 = x·xn−k a źıskáme jej
tedy z předchoźıho sloupce vynásobeńım x, přičemž př́ıpadný výskyt xn−k nahrad́ıme jeho zbyt-
kem, tedy prvńım sloupcem P . Konkrétně tedy sloupec posuneme dol̊u a př́ıpadná jednička se při
přetečeńı nahrad́ı přičteńım prvńıho sloupce. Takto postupujeme i pro daľśı sloupce – posouváme
předchoźı, při přetečeńı přič́ıtáme prvńı!

Př́ıklad. 1. Polynom p(x) = 1 + x generuje (n, n− 1)–kód kontroly parity pro všechna n ≥ 3.

2. Polynom p(x) = 1 + x+ x2 generuje (3, 1)–kód opakováńı bit̊u.
Prvńı tvrzeńı plyne z toho, že 1 + x děĺı polynom v(x) tehdy a jen tehdy, když v(1) = 0 a to

nastane tehdy, když je ve v(x) sudý počet nenulových koeficient̊u. Druhé je zřejmé.
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18. Kombinatorika – motivace

Matice př́ıslušná k polynomu p(x) = 1 + x+ x3 a j́ım určenému (7, 4)–kódu je

G =



1 0 1 1
1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


.

Přenos slova v ∈ Z2[x] dopadne př́ıjmem polynomu

u(x) = v(x) + e(x)

kde e(x) je tzv. chybový polynom reprezentuj́ıćı vektor chyby přenosu.
Chyba je rozpoznatelná pouze, když generátor kódu p(x) neděĺı e(x). Máme proto zájem o

polynomy, které nevystupuj́ı jako dělitelé zbytečně často. Připomeňme, že matice kontroly parity
obsahuje ve sloupćıch zbytky po děleńı xi polynomem p(x). Pokud chceme, aby kód rozpoznal jed-
noduché chyby, nesmı́ matice kontroly parity obsahovat žádný nulový sloupec – to totiž odpov́ıdá
p(x) | xi. Pokud chceme, aby kód rozpoznal dvojité chyby, nesmı́ matice kontroly parity obsahovat
žádný sloupec dvakrát – to totiž odpov́ıdá p(x) | xi + xj . Při počtu řádk̊u m = n − k, tak může
P obsahovat maximálně 2m − 1 sloupc̊u.

Definice. Ireducibilńı polynom p(x) ∈ Z2[x] stupně m se nazývá primitivńı, jestliže p(x) ∤ (1+xℓ)
pro ℓ < 2m − 1, a teprve p(x) | (1 + xℓ) pro ℓ = 2m − 1.

Věta 30. Je-li p(x) primitivńı polynom stupně m, pak pro všechna n ≤ 2m−1 rozpoznává př́ıslušný
(n, k)–kód všechny jednoduché a dvojité chyby.

Důsledek. Je-li q(x) primitivńı polynom stupně m, pak pro všechna n ≤ 2m − 1 rozpoznává
(n, k)–kód generovaný polynomem p(x) = q(x)(1 + x) všechny dvojité chyby a všechna slova s
lichým počtem chyb.

Tabulka dává informace o výsledćıch předchoźıch dvou vět pro několik polynomů:

primitivńı polynom kontrolńı bity délka slova

1 + x+ x2 2 3
1 + x+ x3 3 7
1 + x+ x4 4 15
1 + x2 + x5 5 31
1 + x+ x6 6 63
1 + x3 + x7 7 127

1 + x2 + x3 + x4 + x8 8 255
1 + x4 + x9 9 511
1 + x3 + x10 10 1023

Nástroje pro konstrukci primitivńıch polynomů dává teorie konečných poĺı. Souviśı s tzv. pri-
mitivńımi prvky v Galoisových poĺıch G(2m).

Ze stejné teorie lze také dovodit př́ıjemnou realizaci děleńı se zbytkem, tj. ověřováńı, zda je
přijaté slovo kódové, pomoćı zpožd’ovaćıch registr̊u. Jde o jednoduchý obvod s tolika prvky, kolik
je stupeň polynomu.

18 Kombinatorika – motivace

Kombinatorika = uměńı poč́ıtat

Často potřebujeme umět spoč́ıtat, kolika možnými zp̊usoby se něco může stát!
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18. Kombinatorika – motivace

Nebývá to jednoduché a naš́ım ćılem nyńı bude vybudovat základńı prostředky pro řešeńı úloh
obdobných těmto:

Analýza algoritmů: Např. chceme zjistit očekávaný počet porovnáńı během algoritmu Quicksort.

Odvozeńı Cayleyho formule: Chceme znát počet r̊uzných stromů na daných n vrcholech.

Quicksort – analýza pr̊uměrného př́ıpadu

Ukázka implementace (divide and conquer):

i f L == [ ] : r e turn [ ]
r e turn qso r t ( [ x f o r x in L [ 1 : ] i f x < L [ 0 ] ] )

+ L [ 0 : 1 ]
+ qso r t ( [ x f o r x in L [ 1 : ] i f x >= L [ 0 ] ] )

1. Počet porovnáńı při rozděleńı (divide): n− 1.

2. (Předpoklad náhodnosti): Pravděpodobnost toho, že prvek L[0] je k-tý největš́ı, je 1
n .

3. Velikost tř́ıděných poĺı ve fázi conquer : k − 1 a n− k.

Pro středńı hodnotu počtu porovnáńı tak dostáváme rekurentńı vztah:

Cn = n− 1 +

n∑
k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) .

Zjednodušeńı rekurence

Cn = n− 1 +

n∑
k=1

1

n
(Ck−1 + Cn−k) , C0 = 0.

Cn = n− 1 +
2

n

n∑
k=1

Ck−1 symetrie obou sum

nCn = n(n− 1) + 2

n∑
k=1

Ck−1 vynásob n

(n− 1)Cn−1 = (n− 1)(n− 2) + 2

n−1∑
k=1

Ck−1 tentýž výraz pro Cn−1

nCn = (n+ 1)Cn−1 + 2(n− 1) odečteno a upraveno

Vyřešeńı rekurence

nCn = (n+ 1)Cn−1 + 2(n− 1)

Přestože jsme již rekurenci výrazně zjednodušili, takže je možné jednoduše iterativně hodnoty
Cn dopoč́ıtat, je často žádoućı tyto hodnoty konkrétně (nebo alespoň přibližně) vyjádřit explicitně
jako funkci n.

Nejprve si pomůžeme drobným trikem, kdy vyděĺıme obě strany výrazem n(n+ 1) :

Cn

n+ 1
=

Cn−1

n
+

2(n− 1)

n(n+ 1)

31



19. Elementárńı kombinatorické metody

Nyńı tento vztah
”
rozbaĺıme“ (telescope, př́ıp. si pomůžeme substitućı Bn = Cn/n+ 1):

Cn

n+ 1
=

2(n− 1)

n(n+ 1)
+

2(n− 2)

(n− 1)n
+ · · ·+ 2 · 1

2 · 3
+

C1

2

Odkud
Cn

n+ 1
= 2

n−1∑
k=1

k

(k + 1)(k + 2)
.

Výraz sečteme např. pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky k
(k+1)(k+2) =

2
k+2 − 1

k+1 a dostaneme

Cn

n+ 1
= 2

(
Hn+1 − 2 +

1

n+ 1

)
,

odkud
Cn = 2(n+ 1)Hn+1 − 4(n+ 1) + 2

(Hn =
∑n

k=1
1
k je součet prvńıch n člen̊u harmonické řady). Přitom je možné odhadnout Hn ∼∫ n

1
dx
x + γ = lnn+ γ, odkud

Cn ∼ 2(n+ 1)(ln(n+ 1) + γ − 2) + 2.

19 Elementárńı kombinatorické metody

Pravidlo součtu a součinu

Vylučuj́ıćı se možnosti sč́ıtáme, vzájemně nezávislé a současně se vyskytuj́ıćı př́ıpady se násob́ı.
Na dané konečné množině S s n prvky je právě n! r̊uzných pořad́ı.
Počet kombinaćı k-tého stupně z n prvk̊u je (k ≤ n)

c(n, k) =

(
n

k

)
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k(k − 1) . . . 1
=

n!

(n− k)!k!
.

Pro počet variaćı plat́ı
v(n, k) = n(n− 1) · · · (n− k + 1)

pro všechny 0 ≤ k ≤ n (a nula jinak).

Př́ıklad. Určete, kolika zp̊usoby lze z 15 poslanc̊u vybrat čtyřčlennou komisi, neńı-li možné, aby
jist́ı 2 poslanci pracovali spolu.

Řešeńı. Výsledek je
(
15
4

)
−
(
13
2

)
= 1287.

Kombinace a variace s opakováńım

Necht’ je mezi n danými prvky p1 prvk̊u prvńıho druhu, p2 prvk̊u druhého druhu, . . . , pk prvk̊u k-
tého druhu, p1+p2+· · ·+pk = n, potom pro počet pořad́ı těchto prvk̊u s opakováńım, P (p1, . . . , pk),
plat́ı

P (p1, . . . , pk) =
n!

p1! · · · pk!
.

Pro variace k-tého stupně s opakováńım z n prvk̊u plat́ı

V (n, k) = nk.

Pro kombinace s opakováńım, C(n, k), plat́ı

Věta 31. Počet kombinaćı s opakováńım k-té tř́ıdy z n prvk̊u je pro všechna 0 ≤ k a 0 < n

C(n, k) =

(
n+ k − 1

k

)
.
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20. Vytvořuj́ıćı funkce

Princip inkluze a exkluze

Poznámka. Uvažujme obecnou konečnou množinu M a jej́ı podmnožiny A1, . . . , Ak. Budeme psát
|M | pro počet prvk̊u množiny M , tj. pro mohutnost množiny M .

|M \ (∪k
i=1Ai)| = |M |+

k∑
j=1

(
(−1)i

∑
1≤i1<···<ij≤k

|Ai1 ∩ · · · ∩Aij )|
)
.

Př́ıklady kombinatorických rovnost́ı

Dokážeme (pokud možno kombinatorickou úvahou):

Aritmetická řada

n∑
k=0

k =
n(n+ 1)

2
=

(
n+ 1

2

)

Geometrická řada

n∑
k=0

xk =
xn+1 − 1

x− 1

Binomická věta (x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

Horńı binomická řada

n∑
k=0

(
k

m

)
=

(
n+ 1

m+ 1

)

Vandermondova konvoluce

(
m+ n

r

)
=

r∑
k=0

(
m

k

)(
n

r − k

)

Odkazovaćı strategie

Ve vězeńı je 100 vězň̊u s č́ısly jedna až sto. V uzavřené mı́stnosti je 100 krabiček s č́ısly jedna
až sto a v každé z nich náhodně rozdělené paṕırky s č́ısly také 1 až sto. Do mı́stnosti budou po
jednom postupně vcházet vězni a každý smı́ otevř́ıt 50 krabic, vězni přitom spolu nekomunikuj́ı.
Jestliže každý z nich najde svoje č́ıslo, všechny pust́ı, v opačném př́ıpadě všechny poprav́ı.

Doporučte nějakou rozumnou strategii pro vězně ...

20 Vytvořuj́ıćı funkce

Motivace

Motto: spojité a diskrétńı modely se vzájemně potřebuj́ı a doplňuj́ı.

Př́ıklad. Máme v peněžence 4 korunové mince, 5 dvoukorunových a 3 pětikorunové. Z auto-
matu, který nevraćı, chceme minerálku za 22 Kč. Kolika zp̊usoby to umı́me, aniž bychom ztratili
přeplatek?

Hledáme zjevně č́ısla i, j a k taková, že i+ j + k = 22 a zároveň

i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, j ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10}, k ∈ {0, 5, 10, 15}.

Uvažme součin polynomů (třeba nad reálnými č́ısly)

(x0 + x1 + x2 + x3 + x4)(x0 + x2 + x4 + x6 + x8 + x10)(x0 + x5 + x10 + x15).

Mělo by být zřejmé, že hledaný počet řešeńı je d́ıky (Cauchyovskému) zp̊usobu násobeńı polynomů
právě koeficient u x22 ve výsledném polynomu.

Skutečně tak dostáváme čtyři možnosti 3×5+3×2+1×1, 3×5+2×2+3×1, 2×5+5×2+2×1
a 2× 5 + 4× 2 + 4× 1.
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20. Vytvořuj́ıćı funkce

Předchoźı př́ıklad asi vypadal sṕı̌s jako složitý zápis jednoduchých
”
backtrackingových úvah“.

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že tento postup lze ale s výhodou zobecnit.
Necht’ I, J jsou konečné množiny nezáporných celých č́ısel. Potom je pro dané r ∈ N počet

řešeńı (i, j) rovnice i + j = r splňuj́ıćıch i ∈ I, j ∈ J roven koeficientu u xr v polynomu
(
∑

i∈I x
i)(
∑

j∈J xj).

Př́ıklad. Kolika zp̊usoby můžeme pomoćı minćı (1, 2, 5, 10, 20 a 50 Kč) zaplatit platbu 100 Kč?

Hledáme přirozená č́ısla a1, a2, a5, a10, a20 a a50 taková, že ai je násobkem i pro všechna i ∈
{1, 2, 5, 10, 20, 50} a zároveň a1 + a2 + a5 + a10 + a20 + a50 = 100.

Podobně jako výše je vidět, že požadovaný počet lze źıskat jako koeficient u x100 v

(1 + x+ x2 + . . . )(1 + x2 + x4 + . . . )(1 + x5 + x10 + . . . )

(1 + x10 + x20 + . . . )(1 + x20 + x40 + . . . )(1 + x50 + x100 + . . . )

Drobný rozd́ıl je v tom, že se nyńı nejedná o polynom, ale nekonečnou řadu; přitom ale neńı
problém všechny výpočty končit u x100, č́ımž se opět dostaneme k polynomům (nicméně nekonečná
geometrická řada má jednodušš́ı vzorec pro součet!).

Př́ıklad. V krabici je 5 červených, 10 modrých a 15 b́ılých mı́čk̊u, mı́čky stejné barvy přitom nelze
rozeznat. Kolika zp̊usoby je možné vybrat soubor 7 mı́čk̊u k vyzkoušeńı? A o kolik mı́ň to bude,
když chceme aspoň 1 červený, aspoň 2 modré a aspoň 3 b́ılé?

Řešeńı. Hledaný počet je roven koeficientu u x7 v součinu

(1 + x+ x2 + · · ·+ x5)(1 + x+ x2 + · · ·+ x10)(1 + x+ x2 + · · ·+ x15).

Když máme předepsaný nějaký počet jako nejmenš́ı možný, prostě začneme až od př́ıslušných
mocnin.

Kombinatorické vztahy

Využit́ım operaćı s polynomy lze velmi snadno odvodit také některé kombinatorické vztahy, které
známe již z dř́ıvěǰska. Využijeme přitom binomickou větu.

Věta 32 (binomická). Pro n ∈ N a r ∈ R plat́ı

n∑
k=0

(
n

k

)
xk = (1 + x)n.

Na pravou stranu se můžeme d́ıvat jako na součin n polynomů, levá je zápisem polynomu
vzniklého jejich roznásobeńım. Dosazeńım č́ısel x = 1, resp. x = −1 dostáváme známé vzorce:

Důsledek. �
∑n

k=0

(
n
k

)
= 2n,

�
∑n

k=0(−1)k
(
n
k

)
= 0.

Pod́ıváme se ted’ na obě strany v binomické větě
”
spojitýma očima“ a s využit́ım vlastnost́ı

derivaćı odvod́ıme daľśı vztah mezi kombinačńımi č́ısly.

Důsledek. Plat́ı
n∑

k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1.

D̊ukaz. Na obě strany binomické věty se pod́ıváme jako na polynomiálńı funkce. Derivaćı pravé
strany dostaneme n(1+x)n−1, derivaćı levé strany (člen po členu) pak

∑n
k=1 k

(
n
k

)
xk−1. Dosazeńım

x = 1 dostaneme tvrzeńı.

34



21. (Formálńı) mocninné řady

21 (Formálńı) mocninné řady

(Formálńı) mocninné řady

Definice. Bud’ dána nekonečná posloupnost a = (a0, a1, a2, . . .). Jej́ı vytvořuj́ıćı funkćı rozumı́me
(formálńı) mocninnou řadu tvaru

∞∑
k=0

akx
k = a0 + a1x+ a2x

2 + · · · .

Poznámka. O formálńı mocninné řadě hovoř́ıme proto, že se zat́ım na tuto řadu d́ıváme čistě
formálně jako na jiný zápis dané posloupnosti a nezaj́ımáme se o konvergenci. Na druhou stranu
to ale znamená, že formálńı mocninná řada neńı funkce a nemůžeme do ńı dosazovat. To ovšem
vzápět́ı naprav́ıme, když s využit́ım znalost́ı z analýzy nekonečných řad přejdeme od formálńıch
mocninnných řad k př́ıslušným funkćım.

Př́ıklad. Posloupnosti samých jedniček odpov́ıdá formálńı mocninná řada 1 + x + x2 + x3 + · · · .
Z analýzy v́ıme, že stejně zapsaná mocninná řada konverguje pro x ∈ (−1, 1) a jej́ı součet je
roven funkci 1/(1 − x). Stejně tak obráceně, rozvineme-li tuto funkci do Taylorovy řady v bodě
0, dostaneme zřejmě p̊uvodńı řadu. Takovéto

”
zakódováńı“ posloupnosti č́ısel do funkce a zpět je

kĺıčovým obratem v teorii vytvořuj́ıćıch funkćı.

Jak jsme již zmı́nili, tento obrat lze ale použ́ıt pouze tehdy, pokud v́ıme, že řada alespoň
v nějakém okoĺı 0 konverguje. Často ale

”
diskrétńı“ matematici použ́ıvaj́ı následuj́ıćı

”
podvod“:

� pomoćı formálńıch mocninných řad odvod́ı nějaký vztah (formuli, rekurenci,. . . ) bez toho,
aby se zaj́ımali o konvergenci

� jinými prostředky (často matematickou indukćı) tento vztah dokážou

Vytvořuj́ıćı funkce v praxi využ́ıváme:

� k nalezeńı explicitńı formule pro k-tý člen posloupnosti;

� často vytvořuj́ıćı funkce vycházej́ı z rekurentńıch vztah̊u, občas ale d́ıky nim odvod́ıme re-
kurentńı vztahy nové;

� výpočet pr̊uměr̊u či jiných statistických závislost́ı (např. pr̊uměrná složitost algoritmu);

� d̊ukaz r̊uzných identit;

� často je nalezeńı přesného vztahu př́ılǐs obt́ıžné, ale mnohdy stač́ı vztah přibližný nebo
alespoň asymptotické chováńı.

Součet formálńı mocninné řady

Následuj́ıćı větu znáte z matematické analýzy z loňského semestru:

Věta 33. Bud’ (a0, a1, a2, . . . ) posloupnost reálných č́ısel. Plat́ı-li pro nějaké R ∈ R, že pro všechna
k ≫ 0 je |ak| ≤ Rk, pak řada

a(x) =
∑
k≥0

akx
k

konverguje pro každé x ∈ (− 1
R , 1

R ). Součet této řady tedy definuje funkci na uvedeném intervalu,
tuto funkci označujeme rovněž a(x).

Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoĺı 0 je jednoznačně určena p̊uvodńı posloupnost, nebot’

má a(x) v 0 derivace všech řád̊u a plat́ı

ak =
a(k)(0)

k!
.
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22. Operace s vytvořuj́ıćımi funkcemi

Přehled mocninných řad

1

1− x
=
∑
k≥0

xk,

ln
1

1− x
=
∑
k≥1

xk

k
,

ex =
∑
k≥0

xk

k!
,

(1 + x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk.

Poznámka. � Posledńı vzorec

(1 + x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk

je tzv. zobecněná binomická věta, kde pro r ∈ R je binomický koeficient definován
vztahem (

r

k

)
=

r(r − 1)(r − 2) · · · (r − k + 1)

k!
.

Speciálně klademe
(
r
0

)
= 1.

� Pro n ∈ N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

1

(1− x)n
=
∑
k≥0

(
k + n− 1

n− 1

)
xk.

To plyne ze vztahu (
−n

k

)
= (−1)k ·

(
k + n− 1

n− 1

)
,

který odvod́ıte na cvičeńı.

� Ještě o něco obecněji můžeme substitućı αx za x obdržet obecněǰśı vzorec, vhodný pro
poč́ıtáńı konkrétńıch př́ıklad̊u

1

(1− αx)n
=
∑
k≥0

(
k + n− 1

n− 1

)
αk · xk.

22 Operace s vytvořuj́ıćımi funkcemi

Některým jednoduchým operaćım s posloupnostmi odpov́ıdaj́ı jednoduché operace nad mocninnými
řadami:

� Sč́ıtáńı (ai + bi) posloupnost́ı člen po členu odpov́ıdá součet a(x) + b(x) př́ıslušných vy-
tvořuj́ıćıch funkćı.

� Vynásobeńı (α·ai) všech člen̊u posloupnosti stejným skalárem α odpov́ıdá vynásobeńı α·a(x)
př́ıslušné vytvořuj́ıćı funkce.

� Vynásobeńı vytvořuj́ıćı funkce a(x) monomem xk odpov́ıdá posunut́ı posloupnosti doprava
o k mı́st a jej́ı doplněńı nulami.
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22. Operace s vytvořuj́ıćımi funkcemi

� Pro posunut́ı posloupnosti doleva o k mı́st (tj. vynecháńı prvńıch k mı́st posloupnosti) nej-
prve od a(x) odečteme polynom bk(x) odpov́ıdaj́ı posloupnosti (a0, . . . , ak−1, 0, . . . ) a poté
poděĺıme vytvořuj́ıćı funkci xk.

Daľśımi d̊uležitými operacemi, které se při práci s vytvořuj́ıćımi funkcemi často objevuj́ı, jsou:

� Derivováńı podle x: funkce a′(x) je vytvořuj́ıćı fukćı posloupnosti (a1, 2a2, 3a3, . . . ), člen
s indexem k je (k + 1)ak+1 (tj. mocninnou řadu derivujeme člen po členu).

� Integrováńı: funkce
∫ x

0
a(t) dt je vytvořuj́ıćı fukćı posloupnosti (0, a0,

1
2a1,

1
3a2,

1
4a3, . . . ), pro

k ≥ 1 je člen s indexem k roven 1
kak−1 (zřejmě je derivaćı př́ıslušné mocninné řady člen po

členu p̊uvodńı funkce a(x)).

� Násobeńı řad: součin a(x)b(x) je vytvořuj́ıćı funkćı posloupnosti (c0, c1, c2, . . . ), kde

ck = a0bk + a1bk−1 + · · ·+ akb0 =
∑

i+j=k

aibj ,

tj. členy v součinu až po ck jsou stejné jako v součinu (a0+a1x+a2x
2+ · · ·+akx

k)(b0+b1x+
b2x

2 + · · · bkxk). Posloupnost (ck) bývá také nazývána konvolućı posloupnost́ı (ak), (bk).

V daľśım bude výhodné položit a−1 = 0, a−2 = 0, atd. (pak můžeme sč́ıtat přes všechna
k), jenom bacha na konkrétńı součty typu

∑
k≥0 x

k = 1
1−x , pro ty je potřeba sč́ıtat pouze přes

nezáporná k. Operace s vytvořuj́ıćımi funkcemi přeṕı̌seme:

�
∑

akx
k +

∑
bkx

k =
∑

(ak + bk)x
k.

� α ·
∑

akx
k =

∑
(αak)x

k.

� xn ·
∑

akx
k =

∑
ak−nx

k.

� (
∑

akx
k) · (

∑
bkx

k) =
∑

ckx
k, kde

ck =
∑

i+j=k

aibj .

Ukažme si d̊uležitý př́ıklad využ́ıvaj́ıćı konvoluci posloupnost́ı:

Př́ıklad. 1
1−xa(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .).

Odtud např. dostáváme, že

1

1− x
ln

1

1− x
je v.f.p. harmonických č́ısel Hk.

Př́ıklad. Protože 1
1−x =

∑
k≥0 x

k, dostáváme konvolućı posloupnosti (1, 1, . . .) se sebou vztahy

1

(1− x)2
=
∑
k≥0

(k + 1)xk,
1

(1− x)3
=
∑
k≥0

(
k + 2

2

)
xk,

což máme dokázáno z dř́ıvěǰska jako d̊usledek zobecněné binomické věty.

Př́ıklad. V krabici je 30 červených, 40 modrých a 50 b́ılých mı́čk̊u, mı́čky stejné barvy přitom
nelze rozeznat. Kolika zp̊usoby je možné vybrat soubor 70 mı́čk̊u?

Řešeńı. Hledaný počet je roven koeficientu u x70 v součinu

(1 + x+ x2 + · · ·+ x30)(1 + x+ x2 + · · ·+ x40)(1 + x+ x2 + · · ·+ x50).

Tento součin uprav́ıme na tvar (1− x)−3(1− x31)(1− x41)(1− x51), odkud pomoćı zobecněné
binomické věty dostaneme((

2

2

)
+

(
3

2

)
x+

(
4

2

)
x2 + · · ·

)
(1− x31 − x41 − x51 + x72 + . . .)

a tedy koeficientem u x70 je zřejmě
(
70+2

2

)
−
(
70+2−31

2

)
−
(
70+2−41

2

)
−
(
70+2−51

2

)
= 1061.
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22. Operace s vytvořuj́ıćımi funkcemi

Př́ıklad. Zkusme pomoćı vytvořuj́ıćıch funkćı naj́ıt explicitńı vzoreček pro 1+2+ · · ·+2k. Protože
je 1

1−2x vytvořuj́ıćı funkce posloupnosti (2k), je vytvořuj́ıćı funkćı pro posloupnost (1+2+ · · ·+2k)
funkce

1
1−x · 1

1−2x = 2 · 1
1−2x − 1

1−x .

Proto je zpětně tato posloupnost rovna (2 · 2k − 1).

Rozklad na parciálńı zlomky!

Rozklad na parciálńı zlomky – připomenut́ı

Rozklad na parciálńı zlomky jsme již viděli dř́ıve při integraci racionálńıch lomených funkćı, přesto
připomeneme:

� Předpokládáme, že P (x)/Q(x) je pod́ıl polynomů, kde degP < degQ (jinak vyděĺıme se
zbytkem) a P (x), Q(x) nemaj́ı společné kořeny.

� Polynom Q(x) rozlož́ıme na kořenové činitele.

� Jsou-li všechny kořeny α1, . . . , αℓ jednoduché, pak

P (x)

Q(x)
=

A1

x− α1
+ · · ·+ Aℓ

x− αℓ
.

� Má-li kořen αi násobnost ki, pak se př́ıslušný parciálńı zlomek nahrad́ı součtem parciálńıch
zlomk̊u tvaru

Ai1

(x− αi)
+

Ai2

(x− αi)2
+ · · ·+ Aiki

(x− αi)ki
.

� V př́ıpadě dvojice komplexně sdružených kořen̊u nahrazujeme sčitanec A/(x−α) sč́ıtancem
(Ax+B)/(x2 + px+ q) včetně př́ıslušných mocnin jmenovatele.

� Neznámé dopoč́ıtáme roznásobeńım a bud’ porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých mocnin x
nebo dosazeńım jednotlivých kořen̊u.

� Výrazy A/(x−α)k převedeme na výrazy tvaru B/(1−βx)k vyděleńım čitatele i jmenovatele
výrazem (−α)k. Tento výraz již umı́me rozvinout do mocninné řady.

Rozklad na parciálńı zlomky – vychytávka

Protože preferujeme 1− βx, bude lepš́ı jmenovatel rozložit rovnou na součin takovýchto činitel̊u,
např.

1− 5x+ 6x2 = (1− 2x)(1− 3x),

který obecně źıskáme “otočeńım” polynomu – provedeme substituci x = 1
t a vynásobme t2:

1− 5 1
t + 6 1

t2 = (1− 2 1
t )(1− 3 1

t )

t2 − 5t+ 6 = (t− 2)(t− 3)

Přitom posledńı tvar je již klasický rozklad na kořenové činitele, ve kterém můžeme použ́ıt
např. známé vzorečky pro kořeny kvadratického polynomu.
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23. Řešeńı rekurenćı

23 Řešeńı rekurenćı

Fibonacciho č́ısla a zlatý řez

Připomeňme, že Fibonacciho č́ısla jsou dána rekurentńım předpisem

F0 = 0, F1 = 1, Fk = Fk−1 + Fk−2 pro k ≥ 2.

Již dř́ıve jste si uváděli všemožné výskyty této posloupnosti v př́ırodě, v matematice nebo
v teoretické informatice (podrobně viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Našim ćılem bude (opět) naj́ıt formuli pro výpočet n-tého členu posloupnosti.

Poznámka. (Nejen) pro manipulace se sumami použ́ıvaj́ı autoři Concrete mathematics velmi
vhodné označeńı [logický predikát ] – výraz je roven 1 v př́ıpadě splněńı predikátu, jinak
0., např. [k = 1], [2|k] apod. Pro vyjádřeńı koeficientu u xk ve vytvořuj́ıćı funkci F (x) se pak často
použ́ıvá zápis [xk]F (x).

Uvažme vytvořuj́ıćı funkci F (x) Fibonacciho posloupnosti. Při podmı́nkách F0 = 0, F1 = 1 je
to F (x)− xF (x)− x2F (x) = x, a tedy

F (x) =
x

1− x− x2
.

Našim ćılem je tedy odvodit vztah pro k-tý člen posloupnosti.
Využijeme k tomu rozklad na parciálńı zlomky a dostaneme

x

1− x− x2
=

A

1− λx
+

B

1− µx
,

kde λ, µ jsou kořeny t2− t−1 a A, B vhodné konstanty odvozené z počátečńıch podmı́nek. Odtud
už vcelku snadno vyjde Fk = A · λk +B · µk, jak to známe z dř́ıvěǰska.

S využit́ım počátečńıch podmı́nek dostáváme

Fk =
1√
5

(1 +
√
5

2

)k

−

(
1−

√
5

2

)k
 .

Jistě je zaj́ımavé, že tento výraz plný iracionálńıch č́ısel je vždy celoč́ıselný.
Uváž́ıme-li nav́ıc, že (1−

√
5)/2 ≈ −0.618, vid́ıme, že pro všechna přirozená č́ısla lze Fk snadno

spoč́ıtat zaokrouhleńım č́ısla 1√
5
( 1+

√
5

2 )k.

Nav́ıc je vidět, že limk→∞ Fk+1/Fk = λ ≈ 1.618, což je poměr známý jako zlatý řez – objevuje
se již od antiky v architektuře, výtvarném uměńı i hudbě.

Řešeńı rekurenćı

Mocninné řady jsou velmi silným nástrojem pro řešeńı rekurenćı (a to nejen lineárńıch!). T́ım je
mı́něno vyjádřeńı členu ak jako funkci k. Často se s pomoćı řad podař́ı vyřešit na prvńı pohled
velmi složité rekurence.

Obvyklý (takřka mechanický) postup pro řešeńı rekurenćı se skládá ze 4 krok̊u:

1. Zaṕı̌seme jedinou rovnićı závislost ak na ostatńıch členech posloupnosti. Tento vztah muśı
platit pro všechna k ∈ N0 (předpokládaj́ıce a−1 = a−2 = · · · = 0).

2. Obě strany rovnice vynásob́ıme xk a sečteme přes všechna k ∈ N0. Na jedné straně tak
dostaneme

∑
k≥0 akx

k, což je vytvořuj́ıćı funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak třeba
upravit na výraz rovněž obsahuj́ıćı A(x).

3. Zjǐstěná rovnice se vyřeš́ı vzhledem k A(x).
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23. Řešeńı rekurenćı

4. Výsledné A(x) se rozvine do mocninné řady, přičemž koeficient u xk udává ak, tj. ak =
[xk]A(x) .

Př́ıklad. Řešte rekurenci

a0 = 0, a1 = 1

ak = 5ak−1 − 6ak−2

Řešeńı. � Krok 1: ak = 5ak−1 − 6ak−2 + [k = 1].

� Krok 2: A(x) = 5xA(x)− 6x2A(x) + x.

� Krok 3:

A(x) =
x

1− 5x+ 6x2
=

1

1− 3x
− 1

1− 2x
.

� Krok 4: ak = 3k − 2k.

Quicksort – analýza pr̊uměrného př́ıpadu

Ukázka implementace (divide and conquer, rozmyslete, proč neńı optimálńı):

i f L == [ ] : r e turn [ ]
r e turn qso r t ( [ x f o r x in L [ 1 : ] i f x<L [ 0 ] ] )

+ L [ 0 : 1 ]
+ qso r t ( [ x f o r x in L [ 1 : ] i f x>=L [ 0 ] ] )

1. Počet porovnáńı při rozděleńı (divide): k − 1.

2. (Předpoklad náhodnosti): Pravděpodobnost toho, že prvek L[0] je i-tý největš́ı, je 1
k .

3. Velikost tř́ıděných poĺı ve fázi conquer : i− 1 a k − i.

Pro středńı hodnotu počtu porovnáńı tak dostáváme rekurentńı vztah:

Ck = k − 1 +

k∑
i=1

1

k
(Ci−1 + Ck−i) .

Analýza Quicksortu pomoćı vytvořuj́ıćıch funkćı

Vyřešme nyńı rekurenci

kCk = k(k − 1) + 2

k∑
i=1

Ci−1, C0 = C1 = 0

pomoćı uvedeného postupu.

�
∑

k≥0 kCkx
k =

∑
k≥0 k(k − 1)xk + 2

∑
k≥0

∑k
i=1 Ci−1x

k

� xC ′(x) = 2x2

(1−x)3 + 2xC(x)
1−x

� Vyřeš́ıme tuto lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu
(
(1− x)2C(x)

)′
= 2x

1−x , a tedy

C(x) =
2

(1− x)2

(
ln

1

1− x
− x

)
,

odkud konečně Ck = 2(k + 1)(Hk+1 − 1)− 2k.
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24 Binárńı stromy a Catalanova č́ısla

S využit́ım standardńıch vytvořuj́ıćıch funkćı urč́ıme formuli pro počet bn tzv. pěstovaných binárńıch
stromů na n vrcholech, které je pro naše účely možné definovat jako kořen s uspořádanou dvojićı
[levý binárńı podstrom, pravý binárńı podstrom].

Prozkoumáńım př́ıpad̊u pro malá n vid́ıme, že

b0 = 1, b1 = 1, b2 = 2, b3 = 5.

Děleńım problému na levý a pravý strom dostaneme pro n ≥ 1

bn = b0bn−1 + b1bn−2 + · · ·+ bn−1b0.

Vid́ıme, že jde vlastně o konvoluci posloupnost́ı. Vztah uprav́ıme, aby platil pro všechna n ∈ N0:

bn =
∑

0≤k<n

bkbn−k−1 + [n = 0].

T́ım máme hotov krok 1 (obecného postupu z minula).
V kroku 2 vynásob́ıme obě strany xn a sečteme. Je-li B(x) odpov́ıdaj́ıćı vytvořuj́ıćı funkce,

pak:

B(x) =
∑
n

bnx
n =

∑
n,k

bkbn−k−1x
n +

∑
n,k

[n = 0]xn =

=
∑
k

bkx
k

(∑
n

bn−k−1x
n−k

)
+ 1 =

=
∑
k

bkx
k(xB(x)) + 1 = B(x) · xB(x) + 1.

Pravá strana rekurence na prvńım řádku je koeficientem u xn−1 v součinu B(x) ·B(x), tj. členem
u xn v xB(x)2.

Je tedy xB(x)2 vytvořuj́ıćı po tutéž posloupnost jako B(x) s výjimkou prvńıho členu u x0.
V kroku 3 řeš́ıme kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)2 + 1 pro B(x) :

B(x) =
1±

√
1− 4x

2x
.

Znaménko + ale nepřicháźı v úvahu, protože pak by pro x → 0+ B(x) měla limitu ∞, zat́ımco
vytvořuj́ıćı funkce pro naši posloupnost muśı mı́t v 0 hodnotu b0 = 1. Naopak pro znaménko − to
tak dostaneme.

Pro vytvořuj́ıćı funkci B(x) tedy plat́ı

B(x) =
1−

√
1− 4x

2x
.

Zbývá už pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné řady.
Rozvoj źıskáme pomoćı zobecněné binomické věty

(1− 4x)1/2 =
∑
k≥0

(
1/2

k

)
(−4x)k = 1 +

∑
k≥1

1

2k

(
−1/2

k − 1

)
(−4x)k

a po vyděleńı 1−
√
1− 4x výrazem 2x dostaneme

B(x) =
∑
k≥1

1

k

(
−1/2

k − 1

)
(−4x)k−1 =

=
∑
n≥0

(
−1/2

n

)
(−4x)n

n+ 1
=
∑
n≥0

(
2n

n

)
xn

n+ 1
.
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Catalanova č́ısla

Dokázali jsme, že počet binárńıch pěstovaných stromů na n vrcholech je roven bn = 1
n+1

(
2n
n

)
.

Tato významná posloupnost se nazývá posloupnost Catalanových č́ısel.
Kromě toho, že Catalanova č́ısla vyjadřuj́ı počet binárńıch pěstovaných stromů, vystupuj́ı

rovněž jako:

� počet monotónńıch cest z [0, 0] do [n, n] podél stran jednotkových čtverc̊u, které nepřekroč́ı
diagonálu

� počet slov délky 2n obsahuj́ıćıch n znak̊u X a Y takových, že žádný prefix slova neobsahuje
v́ıce Y než X

� podobně takové fronty u pokladny (n lid́ı má 5korunu a m 10korunu, ĺıstek stoj́ı 5 Kč.), že
nezásobená pokladna může vždy vrátit

� počet korektně ozávorkovaných výraz̊u složených z levých a pravých závorek

� počet r̊uzných triangulaćı konvexńıho (n+ 2)-úhelńıku.

25 Caleyho vztah pro počet stromů

Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie graf̊u, který udává, že počet stromů (tj. graf̊u,
v nichž jsou libovolné dva vrcholy spojené právě jednou cestou) na n vrcholech je κ(Kn) = nn−2.
Dokážeme tento výsledek pomoćı exponenciálńıch vytvořuj́ıćıch funkćı.

Označme pro jednoduchost tn = κ(Kn). Lze snadno spoč́ıtat, že t1 = t2 = 1, t3 = 3, t4 = 16.
(Např. v́ıme, že v př́ıpadě stromů na 4 vrcholech muśıme z

(
6
3

)
= 20 potenciálńıch graf̊u s právě 3

hranami odebrat ty možnosti, kde tyto hrany tvoř́ı trojúhelńık. Těch je ale právě
(
4
3

)
= 4).

Rekurentńı vztah źıskáme tak, že zafixujeme jeden vrchol v0 a možné př́ıpady rozděĺıme podle
počtu komponent v grafu, který dostaneme z koster Kn tak, že odstrańıme vrchol v a hrany s ńım
incidentńı.

Kv̊uli jednoduchosti argumentu budeme rekurzivně vyjadřovat počet tzv. kořenových stromů,
tj. stromů s vybraným vrcholem, kterému ř́ıkáme kořen. Jejich počet je zjevně un = ntn. Uvažme
kořenový strom na n vrcholech s kořenem v0. Odstraněńım tohoto vrcholu dostaneme disjunktńı
sjednoceńı několika stromů (tzv. les), přičemž každý strom, tj. každá z komponent, má vybraný
kořen vi, konkrétně soused v0 v p̊uvodńım stromu. Naopak, pokud zvoĺıme vrchol v0, rozlož́ıme
množinu zbylých vrchol̊u na několik neprázdných disjunktńıch část́ı – označme jejich počet –
a na každé vybereme strukturu kořenového stromu s kořenem vi, dostaneme přidáńım hran
v0v1, . . . , v0vm kořenový strom. Proto pro n > 1 plat́ı

un =
∑
m≥0

1

m!

∑
1+k1+···+km=n

n!

1!k1! · · · km!
uk1 · · ·ukm

(množinu všech vrchol̊u obarv́ıme barvami následovně: jeden vrchol v0 barvou 0, dále ki vrchol̊u
barvou i, pro každé i; faktor 1

m! zaruč́ı, že nezálež́ı na pořad́ı barev 1, . . . ,m, takže se vskutku
jedná o rozklad; v komponentě každé barvy zvoĺıme kořenový strom).

Vyděleńım n! pak rekurenci výrazně zjednoduš́ıme, zejména při substituci ûn = un

n! :

un

n!
=
∑
m≥0

1

m!

∑
k1+···+km=n−1

uk1

k1!
· · · ukm

km!

a je vidět, že vnitřńı sumu dostaneme jako koeficient u xn−1 v m-té mocnině řady Û(x) =
∑

un
xn

n! .
Proto je

un

n!
= [xn−1]

∑
m≥0

1

m!
Û(x)m,
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25. Caleyho vztah pro počet strom̊u

a tedy

Û(x) = xeÛ(x).

Věta 34. Pokud vytvořuj́ıćı funkce g(x) =
∑

n≥1 gnx
n splňuje vztah

x = f(g(x)),

kde f(0) = 0, f ′(0) ̸= 0, pak

gn =
1

n
[un−1]

(
u

f(u)

)n

.

D̊ukaz. Nebudeme se pokoušet o rigorózńı d̊ukaz, uvedeme jen, proč by v̊ubec nějaký vztah mezi
koeficienty f a g měl existovat a jak lze pro malá n odvodit: Označ́ıme-li f(u) =

∑
k≥1 aku

k a

g(x) =
∑

l≥1 blx
l, pak dosazeńım do sebe dostaneme vztah

x = f(g(x)) = a1(b1x+ b2x
2 + b3x

3 + . . . )

+ a2(b1x+ b2x
2 + . . . )2 + a3(b1x+ . . . )3 + . . .

= a1b1x+ (a1b2 + a2b
2
1)x

2 + (a1b3 + a2(b1b2 + b2b1) + a3b
3
1)x

3 + . . .

ze kterého lze induktivně poč́ıtat (prvńı koeficient a1b1 = 1, daľśı jsou nulové):

b1 =
1

a1
, b2 =

−a2
a31

, b3 =
2a22 − a1a3

a51
, . . .

Řeš́ıme Û(x) = x eÛ(x), tj. Û(x) splňuje vztah x = f(Û(x)), kde f(u) = u
eu . Odtud z Lagran-

geovy formule

[xn]Û(x) =
1

n
[un−1]

(
u

u/eu

)n

=
1

n
[un−1] eun =

1

n

nn−1

(n− 1)!
=

nn−1

n!

Protože un

n! = [xn]Û(x), dostáváme odtud

tn = un

n = nn−2.

Daľśı aplikace Lagrangeovy inverzńı formule

Vrat’me se ještě krátce ke Catalanovým č́ısl̊um. Chtěli jsme vyřešit rovnici

B(x) = xB(x)2 + 1

a výslednou funkci B(x) pak rozvést do mocninné řady. Substitućı B(x) = C(x) + 1 rovnici
převedeme na C(x) = x(C(x) + 1)2 neboli

C(x)

(C(x) + 1)2
= x.

Označ́ıme-li nyńı f(u) = u
u+1

2, je hledaná funkce C(x) k této funkci inverzńı a podle Lagrangeovy
formule jej́ı koeficienty jsou

cn =
1

n
[un−1](

u

u/(u+ 1)2
)n =

1

n
[un−1]((u+ 1)2)n

=
1

n
[un−1](1 + u)2n =

1

n

(
2n

n− 1

)
což lze vskutku ekvivalentně přepsat jako 1

n+1

(
2n
n

)
.

Ukážeme ještě jeden zp̊usob d̊ukazu využ́ıvaj́ıćı exponenciálńı vytvořuj́ıćı funkce.
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26. Rekurzivně propojené posloupnosti

Exponenciálńı vytvořuj́ıćı funkce

Kromě výše zmı́něných vytvořuj́ıćıch funkćı se v praxi rovněž často objevuj́ı jejich tzv. expo-
nenciálńı varianty4.

g(x) =
∑
n≥0

gn
xn

n!
.

Poznámka. Jméno vycháźı z toho, že exponenciálńı funkce ex je (exponenciálńı) vytvořuj́ıćı funkćı
pro základńı posloupnost (1, 1, 1, 1, . . . ).

V zápět́ı v d̊ukazu Cayleyho věty uvid́ıme, že je použit́ı exponenciálńıch vytvořuj́ıćıch funkćı
výhodné.

Opět standardńım operaćım s posloupnostmi odpov́ıdaj́ı jednoduché operace nad mocninnými
řadami (coby exponenciálńımi vytvořuj́ıćımi funkcemi):

� Sč́ıtáńı (ai + bi) posloupnost́ı člen po členu odpov́ıdá součet a(x) + b(x) př́ıslušných vy-
tvořuj́ıćıch funkćı.

� Vynásobeńı (α·ai) všech člen̊u posloupnosti stejným skalárem α odpov́ıdá vynásobeńı α·a(x)
př́ıslušné vytvořuj́ıćı funkce.

� Derivováńı podle x: funkce a′(x) vytvořuje posloupnost (a1, a2, a3, . . . ), tj. derivováńı od-
pov́ıdá posuvu doleva o jedno mı́sto .

� Integrováńı
∫ x

0
a(t)dt vytvořuje posloupnost (0, a0, a1, a2, a3, . . . ), tj. odpov́ıdá posuvu do-

prava o jedno mı́sto.

� Součin vytvořuj́ıćıch funkćı vytvořuje posloupnost se členy

cn =
∑

i+j=n

(
n

i

)
aibj

Alternativńı závěr výpočtu

Pro dokončeńı výpočtu budeme potřebovat tvrzeńı, které uvedeme bez d̊ukazu.

Definice. Zobecněnou exponenciálńı mocninnou řadou Et(x) nazýváme řadu

Et(x) =
∑
k≥0

(tk + 1)k−1x
k

k!
.

Snadno je vidět, že E0 = ex, dále označujeme E(x) = E1(x).
Fakt: ln Et(x) = x · Et(x), tj. spec. E(x) = exE(x) .

Srovnáńım tohoto vztahu s výše uvedeným Û(x) = x eÛ(x) vid́ıme, že Û(x) = xE(x).
Proto

tn =
un

n
=

n!

n
[xn]Û(x) = (n− 1)![xn−1]E(x) = nn−2.

26 Rekurzivně propojené posloupnosti

Někdy dokážeme snadno vyjádřit hledaný počet jen pomoćı v́ıce vzájemně provázaných posloup-
nost́ı.

Př́ıklad. Kolika zp̊usoby můžeme pokrýt (nerozlǐsenými) kostkami domina obdélńık 3× n?

4Použ́ıvaj́ı se i daľśı typy vytvořuj́ıćıch funkćı (např. v teorii č́ısel se použ́ıvaj́ı Dirichletovy vytvořuj́ıćı funkce,
kde roli faktoru xn hraje n−x), ale těmi se zde zabývat nebudeme.
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26. Rekurzivně propojené posloupnosti

Řešeńı. Snadno zjist́ıme, že c1 = 0, c2 = 3, c3 = 0, dále klademe c0 = 1 (nejde jen o konvenci, má
to svou logiku).

Najdeme rekurźıvńı vztah – diskuśı chováńı
”
na kraji“ zjist́ıme, že cn = 2rn−1 + cn−2, rn =

cn−1 + rn−2, r0 = 0, r1 = 1, kde rn je počet pokryt́ı obdélńıku 3 × n, ze kterého jsme odstranili
levý horńı roh.

Hodnoty cn a rn pro několik malých n jsou:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
cn 1 0 3 0 11 0 41 0
rn 0 1 0 4 0 15 0 56

� Krok 1: cn = 2rn−1 + cn−2 + [n = 0], rn = cn−1 + rn−2.

� Krok 2: C(x) = 2xR(x) + x2C(x) + 1, R(x) = xC(x) + x2R(x).

� Krok 3:

C(x) =
1− x2

1− 4x2 + x4
, R(x) =

x

1− 4x2 + x4
.

� Krok 4: Vid́ıme, že funkce C(x) je funkce x2, ušetř́ıme si práci t́ım, že uváž́ıme funkci
D(z) = 1/(1−4z+z2), pak totiž C(x) = (1−x2)D(x2), tj. [x2n]C(x) = [x2n](1−x2)D(x2) =
[xn](1− x)D(x), a tedy c2n = dn − dn−1.

Kořeny 1− 4x+ x2 jsou 2 +
√
3 a 2−

√
3 a již standardńım zp̊usobem obdrž́ıme

c2n =
(2 +

√
3)n

3−
√
3

+
(2−

√
3)n

3 +
√
3

.

Podobně jako u Fibonacciho posloupnosti je druhý sč́ıtanec pro velká n zanedbatelný a pro
všechna n lež́ı mezi 0 a 1, proto

c2n =

⌊
(2 +

√
3)n

3−
√
3

⌋
.

Např. c20 = 413403.

Ještě jeden př́ıklad

Př́ıklad. Vyřešte rekurenci

a0 = a1 = 1

an = an−1 + 2an−2 + (−1)n

Řešeńı. Tato rekurence je opět jiného typu než dosud studované. Jako vždy neuškod́ı vypsáńı
prvńıch několika člen̊u posloupnosti (ted’ ale ani moc nepomůže, snad jen pro kontrolu správnosti
výsledku).5

� Krok 1: an = an−1 + 2an−2 + (−1)n[n ≥ 0] + [n = 1].

� Krok 2: A(x) = xA(x) + 2x2A(x) + 1
1+x + x.

� Krok 3:

A(x) =
1 + x+ x2

(1− 2x)(1 + x)2
.

� Krok 4: an = 7
92

n +
(
1
3n+ 2

9

)
(−1)n.

5Narozd́ıl od tvrzeńı v Concrete mathematics je již možné tuto posloupnost nalézt v The On-Line Encyclopedia
of Integer Sequences.
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