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(Formalni) mocninné ¥ady

Bud ddna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, az, - - .). Jeji
vytvotujici funkci rozumime (formalni) mocninnou ¥adu tvaru

o0
E akxk:ao+alx+a2x2+~-'.
k=0
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Bud ddna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, az, - - .). Jeji
vytvotujici funkci rozumime (formalni) mocninnou ¥adu tvaru
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Poznamka

O formalni mocninné ¥adé hovofime proto, Ze se zatim na tuto
Fadu divame &isté formalné jako na jiny zapis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamen3, Ze
formalni mocninna ¥ada neni funkce a nemiZeme do ni dosazovat.
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(Formalni) mocninné ¥ady

Bud ddna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, az, - - .). Jeji
vytvotujici funkci rozumime (formalni) mocninnou ¥adu tvaru

o0
E akxk:ao+alx+a2x2+~~.
k=0

\,

Poznamka

O formalni mocninné ¥adé hovofime proto, Ze se zatim na tuto
Fadu divame &isté formalné jako na jiny zapis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamen3, Ze
formalni mocninna ¥ada neni funkce a nemiZeme do ni dosazovat.
To ov8em vzdpéti napravime, kdyZ s vyuZitim znalosti z analyzy
nekoneénych ¥ad pfejdeme od formalnich mocninnnych ¥ad

k pFislusnym funkcim.
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Posloupnosti samych jedni¢ek odpovidd formalni mocninna ¥ada
1+ x4 x?+x34+---. Z analyzy vime, Ze stejné zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (—1,1) a jeji soulet je roven funkci

1/(1 — x). Stejn& tak obrdceng, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy fady v bodé 0, dostaneme zfejmé& pivodni fadu.
Takovéto ,,zakédovani* posloupnosti &isel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvotujicich funkci.
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1/(1 — x). Stejn& tak obrdceng, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy fady v bodé 0, dostaneme zfejmé& pivodni fadu.
Takovéto ,,zakédovani* posloupnosti &isel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvotujicich funkci.

Jak jsme jiZ zminili, tento obrat lze ale pouZit pouze tehdy, pokud
vime, e ¥ada alespoi v n&jakém okoli 0 konverguje. Casto ale
»diskrétni* matematici pouZivaji nasledujici ,,podvod":
@ pomoci formalnich mocninnych ¥ad odvodi n&jaky vztah
(formuli, rekurenci,...) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
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Posloupnosti samych jedni¢ek odpovidd formalni mocninna ¥ada
1+ x4 x?+x34+---. Z analyzy vime, Ze stejné zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (—1,1) a jeji soulet je roven funkci

1/(1 — x). Stejn& tak obrdceng, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy fady v bodé 0, dostaneme zfejmé& pivodni fadu.
Takovéto ,,zakédovani* posloupnosti &isel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvotujicich funkci.

Jak jsme jiZ zminili, tento obrat lze ale pouZit pouze tehdy, pokud
vime, Ze ¥ada alespofi v n&jakém okoli 0 konverguje. Casto ale
»diskrétni* matematici pouZivaji nasledujici ,,podvod":
@ pomoci formalnich mocninnych ¥ad odvodi n&jaky vztah
(formuli, rekurenci,...) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
@ jinymi prostfedky (Zasto matematickou indukci) tento vztah
dokéazou
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Vytvotujici funkce v praxi vyuZivdme:
@ k nalezeni explicitni formule pro k-ty &len posloupnosti;

@ lasto vytvofujici funkce vychazeji z rekurentnich vztah,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;



(Formélni) mocninné fady
[e]e] o)

Vytvotujici funkce v praxi vyuZivdme:
@ k nalezeni explicitni formule pro k-ty &len posloupnosti;
@ lasto vytvofujici funkce vychazeji z rekurentnich vztah,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;
@ vypocet pramé&ri &i jinych statistickych zavislosti (nap¥.
primérna sloZitost algoritmu);
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[e]e] o)

Vytvotujici funkce v praxi vyuZivdme:

k nalezeni explicitni formule pro k-ty ¢len posloupnosti;

Casto vytvorfujici funkce vychazeji z rekurentnich vztahd,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;

vypocet priméri &i jinych statistickych zvislosti (nap¥.
primérna sloZitost algoritmu);
dikaz riznych identit;

Casto je nalezeni pfesného vztahu pfilis obtizné, ale mnohdy
stali vztah pfiblizny nebo alespori asymptotické chovani.
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Soulet formalni mocninné fady

Ndasledujici vétu zndte z matematické analyzy z lofiského semestru:

Bud (ao, a1, a2, ... ) posloupnost redlnych &isel. Plati-li pro n&jaké
R € R, Ze pro viechna k > 0 je |ax| < R¥, pak Fada

a(x) = Z arxk

k>0

konverguje pro kaZdé x € (—%, %) Soucet této Fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznalujeme rovné&z a(x).




(Formélni) mocninné ¥ady

[e]e]e] )

Soulet formalni mocninné fady

Ndasledujici vétu zndte z matematické analyzy z lofiského semestru:

Bud (ao, a1, a2, ... ) posloupnost redlnych &isel. Plati-li pro n&jaké
R € R, Ze pro viechna k > 0 je |ax| < R¥, pak Fada

a(x) = Z arxk

k>0

konverguje pro kaZdé x € (—%, %) Soucet této Fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznalujeme rovné&z a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednozna&né
uréena piivodni posloupnost, nebot ma a(x) v 0 derivace vSech
Fada a plati
ak)(0)

k!

agx =
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P¥ehled mocninnych ¥ad

1
e Xk’
1—x
k>0
| 1 xk
n = —
1—x k'’
k>1
k
X
X
e => 1
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Poznamka

@ Posledni vzorec
=32 ()

je tzv. zobecnéna binomicka véta, kde pro r € R je
binomicky koeficient definovan vztahem

(;) _ ==l

Specidln& klademe () = 1.
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Poznamka

@ Pro n € N z uvedeného vztahu snadno dostaneme
1 k+n—1\ ,
(1= x)" —kZ( n-1 >X '

To plyne ze vztahu

(_kn) — (-1)*. <kjfz 1),

ktery odvodite na cviceni.
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Poznamka

@ Pro n € N z uvedeného vztahu snadno dostaneme
1 k+n—1\ ,
(1= x)" —kZ( n-1 >X '

To plyne ze vztahu

(_kn) — (-1)*. <kjfz 1),

ktery odvodite na cviceni.

@ Jesté o néco obecnéji mizeme substituci ax za x obdrzet
obecnéjsi vzorec, vhodny pro poéitani konkrétnich ptikladi

1 B k+n—1\ ., &
(1—ax)”_z< n—1 )a -

k>0
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e S&itani (ax + by) posloupnosti &len po €lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfisludnych vytvotujicich funkei.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e S&itani (ax + by) posloupnosti &len po €lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfisludnych vytvotujicich funkei.

@ Vyndsobeni (« - ax) viech &lenl posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vyndsobeni « - a(x) p¥islusné vytvotujici funkce.

@ Vyndsobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x” odpovidd
posunuti posloupnosti doprava o n mist a jeji doplnéni nulami.

@ Pro posunuti posloupnosti doleva o n mist (tj. vynechan{
prvnich n mist posloupnosti) nejprve od a(x) odetteme
polynom b,(x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,an—1,0,...) a
poté podélime vytvotujici funkci x".



Operace s vytvofujicimi funkcemi
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Dalsimi ddlezitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvofujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:
@ Derivovani podle x: funkce a’(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), &len s indexem k je (k + 1)ak+1 (4.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).
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Dalsimi ddlezitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvofujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a’(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), &len s indexem k je (k + 1)ak+1 (4.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).

@ Integrovani: funkce fOX a(t) dt vytvofuje posloupnost
(0, ao, %al, %ag, %33, ...), pro k > 1 je &len s indexem k roven
%ak_l (z¥ejmé je derivaci p¥islu¥né mocninné ¥ady &len po
¢lenu pivodni funkce a(x)).
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0@00000000

Dalsimi ddlezitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvofujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a’(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), &len s indexem k je (k + 1)ak+1 (4.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).

@ Integrovani: funkce fOX a(t) dt vytvofuje posloupnost
(0, ao, %al, %82, %33, ...), pro k > 1 je &len s indexem k roven
%ak_l (z¥ejmé je derivaci p¥islu¥né mocninné ¥ady &len po
¢lenu pivodni funkce a(x)).

e Ndsobeni ¥ad: sou&in a(x)b(x) je vytvotujici funkci
posloupnosti (cp, c1, C2, . .. ), kde

C = Z c‘J,'bj7
i+j=k
tj. ¢leny v soudinu aZ po ¢ jsou stejné jako v soudinu
(ap + arx + apx® + -+ + akxk)(bo + bix + bpx? + - -+ bkxk).
Posloupnost (c,) byvé také nazyvana konvoluci posloupnosti

(an), (bn).
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V daldim bude vyhodné poloZit a_; =0, a_» = 0, atd. (pak
miZeme s&itat pfes viechna k), jenom bacha na konkrétni soutty
typu >~ xk = ﬁ pro ty je potfeba sditat pouze pres
nezdpornd k. Operace s vytvofujicimi funkcemi pfepiseme:

° Z aka + Z kak = Z(ak + bk)Xk.
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V daldim bude vyhodné poloZit a_; =0, a_» = 0, atd. (pak
miZeme séitat pFes viechna k), jenom bacha na konkrétni soutty
typu Zk>ox 1ox X, pro ty je potfeba sditat pouze pres
nezdporna k. Operace s vytvorujicimi funkcemi p¥epiSeme:

0 > apxk + 3 bexk =" (ak + by)xk
o a- > axk =Y (aak)xk.
"N axk =3 ap xk.
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V daldim bude vyhodné poloZit a_; =0, a_» = 0, atd. (pak
miZeme s&itat pfes viechna k), jenom bacha na konkrétni soutty
typu >~ xk = ﬁ pro ty je potfeba sditat pouze pres
nezdpornd k. Operace s vytvofujicimi funkcemi pfepiseme:

° Z aka + Z kak = Z(ak + bk)Xk.
o a- > axk =Y (aak)xk.
o x" Y apxk =3 ap_xk.

o (3" axk) - (32 bex¥) =3 cxxk, kde
Ck = Z a,-bj.

i+j=k
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Ukazme si dillezity p¥iklad vyuZivajici konvoluci posloupnosti:

ﬁa(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1,a0 + a1 + a2, .. .).
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Ukazme si dillezity p¥iklad vyuZivajici konvoluci posloupnosti:

ﬁa(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1,a0 + a1 + a2, .. .).
Odtud nap¥. dostavame, Ze

1
In——  je v.f.p. harmonickych &isel H,.
1-x 1-—x

yo 1 _ n o4 ‘ :
Protoze = = anox , dostavame konvoluci posloupnosti

(1,1,...) se sebou vztahy

1
A—xp Z(” + X",

n>0

\
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Ukazme si dillezity p¥iklad vyuZivajici konvoluci posloupnosti:

ﬁa(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1,a0 + a1 + a2, .. .).
Odtud nap¥. dostavame, Ze

1
In——  je v.f.p. harmonickych &isel H,.
1-x 1-—x

yo 1 _ n o4 ‘ :
Protoze = = anox , dostavame konvoluci posloupnosti

(1,1,...) se sebou vztahy

1 i I n+2\ ,
TP = 2 (1—x)3‘z< 2 >X’

n>0 n>0

coz mame dokazano z d¥ivéjska jako dilisledek zobecnéné
binomické véty.

\
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V krabici je 30 ¢ervenych, 40 modrych a 50 bilych mi¢kd, micky
stejné barvy pfitom nelze rozeznat. Kolika zplisoby je moZné vybrat
soubor 70 mi¢kad?
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Operace s vytvofujicimi funkcemi
[e]e]ele] lelelelele}

V krabici je 30 ¢ervenych, 40 modrych a 50 bilych mi¢kd, micky
stejné barvy pfitom nelze rozeznat. Kolika zplisoby je moZné vybrat
soubor 70 mi¢kad?

Hledany potet je roven koeficientu u x” v soutinu
A+x+x2+ 4331 +x+x2+ - +xO) A+ x+x2+- - +x%0).

Tento soudin upravime na tvar
(1 —x)73(1 — x3)(1 — x*1)(1 — x®'), odkud pomoci zobecn&né
binomické véty dostaneme

(@) " <;>X+ (2>X2+‘“>(1—X31—X“—x51+x72+...)

a tedy koeficientem u x0 je z¥ejmé

(70;1—2) _ (70—&-5—31) _ (70+§—4l) _ (70+§—51) — 1061.
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Zkusme pomoci vytvofujicich funkci najit explicitni vzorecek pro
142+ ---+ 2k Protoze je ﬁ vytvoFujici funkce posloupnosti
(2%), je vytvorujici funkci pro posloupnost (1 +2 + - - - 4 2K) funkce

L1 1
1-2x 1—x"

Proto je zpétn& tato posloupnost rovna (2 -2k — 1).
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Zkusme pomoci vytvofujicich funkci najit explicitni vzorecek pro
142+ ---+ 2k Protoze je ﬁ vytvoFujici funkce posloupnosti
(2%), je vytvorujici funkci pro posloupnost (1 +2 + - - - 4 2K) funkce

L1 1
1-2x 1—x"

Proto je zpétn& tato posloupnost rovna (2 -2k — 1).

Rozklad na parcidlni zlomky!
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Rozklad na parcidlni zlomky — pfipomenuti

Rozklad na parcialni zlomky jsme jiZ vidéli d¥ive p¥i integraci
racionalnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:
e PYedpokldddme, Ze P(x)/Q(x) je podil polynomi, kde
deg P < deg Q (jinak vyd&lime se zbytkem) a P(x), Q(x)
nemaji spole¢né koteny.
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Rozklad na parcidlni zlomky — pfipomenuti

Rozklad na parcialni zlomky jsme jiZ vidéli d¥ive p¥i integraci
racionalnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:
e PYedpokldddme, Ze P(x)/Q(x) je podil polynomi, kde
deg P < deg Q (jinak vyd&lime se zbytkem) a P(x), Q(x)
nemaji spole¢né koteny.

@ Polynom Q(x) rozloZime na kofenové &initele.
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Rozklad na parcidlni zlomky — pfipomenuti

Rozklad na parcialni zlomky jsme jiZ vidéli d¥ive p¥i integraci
racionalnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:

e PYedpokldddme, Ze P(x)/Q(x) je podil polynomi, kde
deg P < deg Q (jinak vyd&lime se zbytkem) a P(x), Q(x)
nemaji spole¢né koteny.

@ Polynom Q(x) rozloZime na kofenové &initele.

@ Jsou-li v8echny kofeny asq, ..., ay jednoduché, pak

P(X) - A]_ Ag
Q(X)_x—a1+ ”+x—ag'
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Rozklad na parcidlni zlomky — pfipomenuti

Rozklad na parcialni zlomky jsme jiZ vidéli d¥ive p¥i integraci
racionalnich lomenych funkci, pfesto pfipomeneme:

e PYedpokldddme, Ze P(x)/Q(x) je podil polynomi, kde
deg P < deg Q (jinak vyd&lime se zbytkem) a P(x), Q(x)
nemaji spole¢né koteny.

@ Polynom Q(x) rozloZime na kofenové &initele.

@ Jsou-li v8echny kofeny asq, ..., ay jednoduché, pak

P(X) - A]_ Ag
Q(X)_x—a1+ ”+x—ag'

o Ma-li kofen «; ndsobnost k;, pak se pfislusny parcialni zlomek
nahradi souétem parcidlnich zlomkd tvaru
An Ain Ajk.
! + ! 5+ + _ Tk
(x—aj)  (x—a))
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Rozklad na parcidlni zlomky — pokracovani

@ V pfipadé dvojice komplexné sdruzenych kofenl nahrazujeme
stitanec A/(x — a) stitancem (Ax + B)/(x? + px + q) véetn&
pFislusnych mocnin jmenovatele.
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Rozklad na parcidlni zlomky — pokracovani

@ V pfipadé dvojice komplexné sdruzenych kofenl nahrazujeme
stitanec A/(x — a) stitancem (Ax + B)/(x? + px + q) véetn&
pFislusnych mocnin jmenovatele.

@ Nezndmé dopotitime rozndsobenim a bud porovnanim

koeficientl u jednotlivych mocnin x nebo dosazenim
jednotlivych kofeni.
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Rozklad na parcidlni zlomky — pokracovani

@ V pfipadé dvojice komplexné sdruzenych kofenl nahrazujeme
stitanec A/(x — a) stitancem (Ax + B)/(x? + px + q) véetn&
pFislusnych mocnin jmenovatele.

@ Nezndmé dopotitime rozndsobenim a bud porovnanim

koeficientl u jednotlivych mocnin x nebo dosazenim
jednotlivych kofeni.

o Vyrazy A/(x — a)* prevedeme na vyrazy tvaru B/(1 — Bx)¥

vyd&lenim Citatele i jmenovatele vyrazem (—a)¥. Tento vyraz
Jiz umime rozvinout do mocninné ¥ady.
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Rozklad na parcidlni zlomky — vychytavka

Protoze preferujeme 1 — fx, bude lep$i jmenovatel rozloZit rovnou
na soudin takovychto &initeldl, nap¥.

1 —5x46x% = (1 —2x)(1 - 3x),
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Rozklad na parcidlni zlomky — vychytavka

Protoze preferujeme 1 — fx, bude lep$i jmenovatel rozloZit rovnou
na soudin takovychto &initeldl, nap¥.

1 —5x46x% = (1 —2x)(1 - 3x),

ktery obecné& ziskdme “otofenim” polynomu — provedeme

substituci x = % a vynasobme t2;

1-514+6%5=(1-21)(1-31
t2 — 5t +6 = (t —2)(t — 3)
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Rozklad na parcidlni zlomky — vychytavka

Protoze preferujeme 1 — fx, bude lep$i jmenovatel rozloZit rovnou
na soudin takovychto &initeldl, nap¥.

1 —5x46x% = (1 —2x)(1 - 3x),

ktery obecné& ziskdme “otofenim” polynomu — provedeme

substituci x = % a vynasobme t2;

1-514+6%5=(1-21)(1-31
t2 — 5t +6 = (t —2)(t — 3)
P¥itom posledni tvar je jiz klasicky rozklad na kofenové initele, ve

kterém m(iZeme pouZit napf. zndmé vzorecky pro kofeny
kvadratického polynomu.



	(Formální) mocninné řady
	
	Přehled mocninných řad

	Operace s vytvořujícími funkcemi
	


