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Přehled mocninných řad
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www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne.

Donald E. Knuth, The Art Of Computer Programming.

Ronald L. Graham, Donald E. Knuth, Oren Patashnik,
Concrete Mathematics, Addison-Wesley, 1994.

www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne
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(Formálńı) mocninné řady

Definice

Bud’ dána nekonečná posloupnost a = (a0, a1, a2, . . .). Jej́ı
vytvǒruj́ıćı funkćı rozuḿıme (formálńı) mocninnou řadu tvaru

∞∑
k=0

akx
k = a0 + a1x + a2x

2 + · · · .

Poznámka

O formálńı mocninné řadě hovǒŕıme proto, že se zat́ım na tuto
řadu d́ıváme čistě formálně jako na jiný zápis dané posloupnosti a
nezaj́ımáme se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamená, že
formálńı mocninná řada neńı funkce a nemůžeme do ńı dosazovat.
To ovšem vzápět́ı naprav́ıme, když s využit́ım znalost́ı z analýzy
nekonečných řad p̌rejdeme od formálńıch mocninnných řad
k p̌ŕıslušným funkćım.
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Definice
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Př́ıklad

Posloupnosti samých jedniček odpov́ıdá formálńı mocninná řada
1 + x + x2 + x3 + · · · . Z analýzy v́ıme, že stejně zapsaná mocninná
řada konverguje pro x ∈ (−1, 1) a jej́ı součet je roven funkci
1/(1− x). Stejně tak obráceně, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy řady v bodě 0, dostaneme žrejmě původńı řadu.
Takovéto

”
zakódováńı“ posloupnosti č́ısel do funkce a zpět je

kĺıčovým obratem v teorii vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Jak jsme již zḿınili, tento obrat lze ale použ́ıt pouze tehdy, pokud
v́ıme, že řada alespoň v nějakém okoĺı 0 konverguje. Často ale

”
diskrétńı“ matematici použ́ıvaj́ı následuj́ıćı

”
podvod“:

pomoćı formálńıch mocninných řad odvod́ı nějaký vztah
(formuli, rekurenci,. . . ) bez toho, aby se zaj́ımali
o konvergenci

jinými prosťredky (často matematickou indukćı) tento vztah
dokážou
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Vytvǒruj́ıćı funkce v praxi využ́ıváme:

k nalezeńı explicitńı formule pro k-tý člen posloupnosti;

často vytvǒruj́ıćı funkce vycházej́ı z rekurentńıch vztahů,
občas ale d́ıky nim odvod́ıme rekurentńı vztahy nové;

výpočet pr̊uměr̊u či jiných statistických závislost́ı (nap̌r.
pr̊uměrná složitost algoritmu);

důkaz r̊uzných identit;

často je nalezeńı p̌resného vztahu p̌ŕılǐs obt́ıžné, ale mnohdy
stač́ı vztah p̌ribližný nebo alespoň asymptotické chováńı.
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Součet formálńı mocninné řady

Následuj́ıćı větu znáte z matematické analýzy z loňského semestru:

Věta

Bud’ (a0, a1, a2, . . . ) posloupnost reálných č́ısel. Plat́ı-li pro nějaké
R ∈ R, že pro všechna k ≫ 0 je |ak | ≤ Rk , pak řada

a(x) =
∑
k≥0

akx
k

konverguje pro každé x ∈ (− 1
R ,

1
R ). Součet této řady tedy definuje

funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci označujeme rovněž a(x).

Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoĺı 0 je jednoznačně
určena p̊uvodńı posloupnost, nebot’ má a(x) v 0 derivace všech
řád̊u a plat́ı

ak =
a(k)(0)

k!
.
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R ,

1
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Přehled mocninných řad

1

1− x
=

∑
k≥0

xk ,

ln
1

1− x
=

∑
k≥1

xk

k
,

ex =
∑
k≥0

xk

k!
,

(1 + x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk .
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Poznámka

Posledńı vzorec

(1 + x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk

je tzv. zobecněná binomická věta, kde pro r ∈ R je
binomický koeficient definován vztahem(

r

k

)
=

r(r − 1)(r − 2) · · · (r − k + 1)

k!
.

Speciálně klademe
(r
0

)
= 1.
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Poznámka

Pro n ∈ N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

1

(1− x)n
=

∑
k≥0

(
k + n − 1

n − 1

)
xk .

To plyne ze vztahu(
−n

k

)
= (−1)k ·

(
k + n − 1

n − 1

)
,

který odvod́ıte na cvičeńı.

Ještě o něco obecněji můžeme substitućı αx za x obdržet
obecněǰśı vzorec, vhodný pro poč́ıtáńı konkrétńıch p̌ŕıkladů

1

(1− αx)n
=

∑
k≥0

(
k + n − 1

n − 1

)
αk · xk .
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Některým jednoduchým operaćım s posloupnostmi odpov́ıdaj́ı
jednoduché operace nad mocninnými řadami:

Sč́ıtáńı (ak + bk) posloupnost́ı člen po členu odpov́ıdá součet
a(x) + b(x) p̌ŕıslušných vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Vynásobeńı (α · ak) všech členů posloupnosti stejným skalárem
α odpov́ıdá vynásobeńı α · a(x) p̌ŕıslušné vytvǒruj́ıćı funkce.

Vynásobeńı vytvǒruj́ıćı funkce a(x) monomem xn odpov́ıdá
posunut́ı posloupnosti doprava o n ḿıst a jej́ı doplněńı nulami.

Pro posunut́ı posloupnosti doleva o n ḿıst (tj. vynecháńı
prvńıch n ḿıst posloupnosti) nejprve od a(x) odečteme
polynom bn(x) odpov́ıdaj́ı posloupnosti (a0, . . . , an−1, 0, . . . ) a
poté poděĺıme vytvǒruj́ıćı funkci xn.
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prvńıch n ḿıst posloupnosti) nejprve od a(x) odečteme
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prvńıch n ḿıst posloupnosti) nejprve od a(x) odečteme
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Pro posunut́ı posloupnosti doleva o n ḿıst (tj. vynecháńı
prvńıch n ḿıst posloupnosti) nejprve od a(x) odečteme
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Daľśımi důležitými operacemi, které se p̌ri práci s vytvǒruj́ıćımi
funkcemi často objevuj́ı, jsou:

Derivováńı podle x : funkce a′(x) vytvǒruje posloupnost
(a1, 2a2, 3a3, . . . ), člen s indexem k je (k + 1)ak+1 (tj.
mocninnou řadu derivujeme člen po členu).

Integrováńı: funkce
∫ x
0 a(t) dt vytvǒruje posloupnost

(0, a0,
1
2a1,

1
3a2,

1
4a3, . . . ), pro k ≥ 1 je člen s indexem k roven

1
k ak−1 (žrejmě je derivaćı p̌ŕıslušné mocninné řady člen po
členu původńı funkce a(x)).

Násobeńı řad: součin a(x)b(x) je vytvǒruj́ıćı funkćı
posloupnosti (c0, c1, c2, . . . ), kde

ck =
∑

i+j=k

aibj ,

tj. členy v součinu až po ck jsou stejné jako v součinu
(a0 + a1x + a2x

2 + · · ·+ akx
k)(b0 + b1x + b2x

2 + · · · bkxk).
Posloupnost (cn) bývá také nazývána konvolućı posloupnost́ı
(an), (bn).
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V daľśım bude výhodné položit a−1 = 0, a−2 = 0, atd. (pak
můžeme sč́ıtat p̌res všechna k), jenom bacha na konkrétńı součty
typu

∑
k≥0 x

k = 1
1−x , pro ty je poťreba sč́ıtat pouze p̌res

nezáporná k. Operace s vytvǒruj́ıćımi funkcemi p̌reṕı̌seme:∑
akx

k +
∑

bkx
k =

∑
(ak + bk)x

k .

α ·
∑

akx
k =

∑
(αak)x

k .

xn ·
∑

akx
k =

∑
ak−nx

k .

(
∑

akx
k) · (

∑
bkx

k) =
∑

ckx
k , kde

ck =
∑

i+j=k

aibj .
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můžeme sč́ıtat p̌res všechna k), jenom bacha na konkrétńı součty
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akx

k +
∑

bkx
k =

∑
(ak + bk)x

k .

α ·
∑

akx
k =

∑
(αak)x

k .

xn ·
∑

akx
k =

∑
ak−nx

k .

(
∑

akx
k) · (

∑
bkx

k) =
∑

ckx
k , kde

ck =
∑

i+j=k

aibj .



(Formálńı) mocninné řady Operace s vytvǒruj́ıćımi funkcemi
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Ukažme si důležitý p̌ŕıklad využ́ıvaj́ıćı konvoluci posloupnost́ı:

Př́ıklad
1

1−x a(x) je v.f.p. (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .).

Odtud nap̌r. dostáváme, že

1

1− x
ln

1

1− x
je v.f.p. harmonických č́ısel Hn.

Př́ıklad

Protože 1
1−x =

∑
n≥0 x

n, dostáváme konvolućı posloupnosti
(1, 1, . . .) se sebou vztahy

1

(1− x)2
=

∑
n≥0

(n + 1)xn,
1

(1− x)3
=

∑
n≥0

(
n + 2

2

)
xn,

což máme dokázáno z ďŕıvěǰska jako důsledek zobecněné
binomické věty.
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Př́ıklad

V krabici je 30 červených, 40 modrých a 50 b́ılých ḿıčk̊u, ḿıčky
stejné barvy p̌ritom nelze rozeznat. Kolika způsoby je možné vybrat
soubor 70 ḿıčk̊u?

Řešeńı

Hledaný počet je roven koeficientu u x70 v součinu

(1+x+x2+ · · ·+x30)(1+x+x2+ · · ·+x40)(1+x+x2+ · · ·+x50).

Tento součin uprav́ıme na tvar
(1− x)−3(1− x31)(1− x41)(1− x51), odkud pomoćı zobecněné
binomické věty dostaneme((

2

2

)
+

(
3

2

)
x +

(
4

2

)
x2 + · · ·

)
(1− x31 − x41 − x51 + x72 + . . .)

a tedy koeficientem u x70 je žrejmě(70+2
2

)
−

(70+2−31
2

)
−

(70+2−41
2

)
−

(70+2−51
2

)
= 1061.
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Př́ıklad

Zkusme pomoćı vytvǒruj́ıćıch funkćı naj́ıt explicitńı vzoreček pro
1 + 2 + · · ·+ 2k . Protože je 1

1−2x vytvǒruj́ıćı funkce posloupnosti

(2k), je vytvǒruj́ıćı funkćı pro posloupnost (1+ 2+ · · ·+2k) funkce

1
1−x · 1

1−2x = 2 · 1
1−2x − 1

1−x .

Proto je zpětně tato posloupnost rovna (2 · 2k − 1).

Rozklad na parciálńı zlomky!
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Rozklad na parciálńı zlomky – p̌ripomenut́ı

Rozklad na parciálńı zlomky jsme již viděli ďŕıve p̌ri integraci
racionálńıch lomených funkćı, p̌resto p̌ripomeneme:

Předpokládáme, že P(x)/Q(x) je pod́ıl polynomů, kde
degP < degQ (jinak vyděĺıme se zbytkem) a P(x),Q(x)
nemaj́ı společné kǒreny.

Polynom Q(x) rozlož́ıme na kǒrenové činitele.

Jsou-li všechny kǒreny α1, . . . , αℓ jednoduché, pak

P(x)

Q(X )
=

A1

x − α1
+ · · ·+ Aℓ

x − αℓ
.

Má-li kǒren αi násobnost ki , pak se p̌ŕıslušný parciálńı zlomek
nahrad́ı součtem parciálńıch zlomk̊u tvaru

Ai1

(x − αi )
+

Ai2

(x − αi )2
+ · · ·+ Aiki

(x − αi )ki
.
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degP < degQ (jinak vyděĺıme se zbytkem) a P(x),Q(x)
nemaj́ı společné kǒreny.
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(x − αi )ki
.
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Rozklad na parciálńı zlomky – pokračováńı

V p̌ŕıpadě dvojice komplexně sdružených kǒrenů nahrazujeme
sčitanec A/(x − α) sč́ıtancem (Ax + B)/(x2 + px + q) včetně
p̌ŕıslušných mocnin jmenovatele.

Neznámé dopoč́ıtáme roznásobeńım a bud’ porovnáńım
koeficient̊u u jednotlivých mocnin x nebo dosazeńım
jednotlivých kǒrenů.

Výrazy A/(x − α)k p̌revedeme na výrazy tvaru B/(1− βx)k

vyděleńım čitatele i jmenovatele výrazem (−α)k . Tento výraz
již uḿıme rozvinout do mocninné řady.
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Rozklad na parciálńı zlomky – vychytávka

Protože preferujeme 1− βx , bude lepš́ı jmenovatel rozložit rovnou
na součin takovýchto činitel̊u, nap̌r.

1− 5x + 6x2 = (1− 2x)(1− 3x),

který obecně źıskáme “otočeńım” polynomu – provedeme
substituci x = 1

t a vynásobme t2:

1− 51
t + 6 1

t2
= (1− 21

t )(1− 31
t )

t2 − 5t + 6 = (t − 2)(t − 3)

Přitom posledńı tvar je již klasický rozklad na kǒrenové činitele, ve
kterém můžeme použ́ıt nap̌r. známé vzorečky pro kǒreny
kvadratického polynomu.
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