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Obecný postup

Mocninné °ady jsou velmi silným nástrojem pro °e²ení rekurencí (a
to nejen lineárních!). Tím je mín¥no vyjád°ení £lenu ak jako funkci
k . �asto se s pomocí °ad poda°í vy°e²it na první pohled velmi
sloºité rekurence.
Obvyklý (tak°ka mechanický) postup pro °e²ení rekurencí se skládá
ze 4 krok·:

1 Zapí²eme jedinou rovnicí závislost ak na ostatních £lenech
posloupnosti. Tento vztah musí platit pro v²echna k ∈ N0

(p°edpokládajíce a−1 = a−2 = · · · = 0).

2 Ob¥ strany rovnice vynásobíme xk a se£teme p°es v²echna
k ∈ N0. Na jedné stran¥ tak dostaneme

∑
k≥0 akx

k , coº je
vytvo°ující funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak t°eba
upravit na výraz rovn¥º obsahující A(x).

3 Zji²t¥ná rovnice se vy°e²í vzhledem k A(x).
4 Výsledné A(x) se rozvine do mocninné °ady, p°i£emº koe�cient

u xk udává ak , tj. ak = [xk ]A(x) .
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P°íklad

�e²te rekurenci

a0 = 0, a1 = 1

ak = 5ak−1 − 6ak−2

�e²ení

Krok 1: ak = 5ak−1 − 6ak−2 + [k = 1].

Krok 2: A(x) = 5xA(x)− 6x2A(x) + x .

Krok 3:

A(x) =
x

1− 5x + 6x2
=

1
1− 3x

− 1
1− 2x

.

Krok 4: ak = 3k − 2k .
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Fibonacciho £ísla a zlatý °ez

P°ipome¬me, ºe Fibonacciho £ísla jsou dána rekurentním p°edpisem

F0 = 0,F1 = 1,Fk = Fk−1 + Fk−2 pro k ≥ 2.

Jiº d°íve jste si uvád¥li v²emoºné výskyty této posloupnosti
v p°írod¥, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobn¥
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Na²im cílem bude (op¥t) najít formuli pro výpo£et n-tého £lenu
posloupnosti.

Poznámka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouºívají auto°i Concrete
mathematics velmi vhodné ozna£ení [logický predikát ] � výraz
je roven 1 v p°ípad¥ spln¥ní predikátu, jinak 0.
Nap°. [k = 1], [2|k] apod.
Pro vyjád°ení koe�cientu u xk ve vytvo°ující funkci F (x) se pak
£asto pouºívá zápis [xk ]F (x).

http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf
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P°íklad � pokr.

Uvaºme vytvo°ující funkci F (x) Fibonacciho posloupnosti. P°i
podmínkách F0 = 0, F1 = 1 je to F (x)− xF (x)− x2F (x) = x , a
tedy

F (x) =
x

1− x − x2
.

Na²im cílem je tedy odvodit vztah pro k-tý £len posloupnosti.

Vyuºijeme k tomu rozklad na parciální zlomky a dostaneme

x

1− x − x2
=

A

1− λx
+

B

1− µx
,

kde λ, µ jsou ko°eny t2 − t − 1 a A, B vhodné konstanty odvozené
z po£áte£ních podmínek. Odtud uº vcelku snadno vyjde
Fk = A · λk + B · µk , jak to známe z d°ív¥j²ka.
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P°íklad � záv¥r

S vyuºitím po£áte£ních podmínek dostáváme

Fk =
1√
5

(1+
√
5

2

)k

−

(
1−

√
5

2

)k
 .

Jist¥ je zajímavé, ºe tento výraz plný iracionálních £ísel je vºdy
celo£íselný.

Uváºíme-li navíc, ºe (1−
√
5)/2 ≈ −0.618, vidíme, ºe pro v²echna

p°irozená £ísla lze Fk snadno spo£ítat zaokrouhlením £ísla
1√
5
(1+

√
5

2
)k . Navíc je vid¥t, ºe limk→∞ Fk+1/Fk = λ ≈ 1.618, coº

je pom¥r známý jako zlatý °ez � objevuje se jiº od antiky
v architektu°e, výtvarném um¥ní i hudb¥.
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Quicksort � analýza pr·m¥rného p°ípadu

Ukázka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro£ není
optimální):

i f L == [ ] : r e t u r n [ ]
r e t u r n q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x<L [ 0 ] ] )

+ L [ 0 : 1 ]
+ q s o r t ( [ x f o r x i n L [ 1 : ] i f x>=L [ 0 ] ] )

1 Po£et porovnání p°i rozd¥lení (divide): k − 1.
2 (P°edpoklad náhodnosti): Pravd¥podobnost toho, ºe prvek

L[0] je i-tý nejv¥t²í, je 1
k .

3 Velikost t°íd¥ných polí ve fázi conquer : i − 1 a k − i .
Pro st°ední hodnotu po£tu porovnání tak dostáváme rekurentní
vztah:

Ck = k − 1+
k∑

i=1

1
k
(Ci−1 + Ck−i ) .
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Analýza Quicksortu pomocí vytvo°ujících funkcí

Vy°e²me nyní rekurenci

kCk = k(k − 1) + 2
k∑

i=1

Ci−1,C0 = C1 = 0

pomocí uvedeného postupu.

∑
k≥0 kCkx

k =
∑

k≥0 k(k − 1)xk + 2
∑

k≥0

∑k
i=1 Ci−1x

k

xC ′(x) = 2x2

(1−x)3
+ 2 xC(x)

1−x

Vy°e²íme tuto lineární diferenciální rovnici prvního °ádu(
(1− x)2C (x)

)′
= 2x

1−x , a tedy

C (x) =
2

(1− x)2

(
ln

1
1− x

− x

)
,

odkud kone£n¥ Ck = 2(k + 1)(Hk+1 − 1)− 2k .
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Je²t¥ jeden p°íklad

P°íklad

Vy°e²te rekurenci

a0 = a1 = 1

an = an−1 + 2an−2 + (−1)n

�e²ení

Tato rekurence je op¥t jiného typu neº dosud studované. Jako vºdy
neu²kodí vypsání prvních n¥kolika £len· posloupnosti (te¤ ale ani
moc nepom·ºe, snad jen pro kontrolu správnosti výsledku).a

aNarozdíl od tvrzení v Concrete mathematics je jiº moºné tuto posloupnost

nalézt v The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences.
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�e²ení (pokr.)

Krok 1: an = an−1 + 2an−2 + (−1)n[n ≥ 0] + [n = 1].

Krok 2: A(x) = xA(x) + 2x2A(x) + 1
1+x + x .

Krok 3:

A(x) =
1+ x + x2

(1− 2x)(1+ x)2
.

Krok 4: an = 7
9
2n +

(
1
3
n + 2

9

)
(−1)n.
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Plán p°edná²ky

1 �e²ení rekurencí

2 Catalanova £ísla

3 Caleyho vztah pro po£et strom·

4 Rekurzivn¥ propojené posloupnosti
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Binární stromy a Catalanova £ísla

S vyuºitím vytvo°ujících funkcí ur£íme formuli pro po£et bn
binárních strom· na n vrcholech, které je pro na²e ú£ely moºné
de�novat jako ko°en s uspo°ádanou dvojicí [levý binární podstrom,

pravý binární podstrom].

Prozkoumáním p°ípad· pro malá n vidíme,
ºe

b0 = 1, b1 = 1, b2 = 2, b3 = 5.

Snadno nahlédneme, ºe pro n ≥ 1 vyhovuje bn rekurentní formuli

bn = b0bn−1 + b1bn−2 + · · ·+ bn−1b0.

Vidíme, ºe jde vlastn¥ o konvoluci posloupností. Vztah upravíme,
aby platil pro v²echna n ∈ N0:

bn = b0bn−1 + b1bn−2 + · · ·+ bn−1b0 + [n = 0].

Tím máme hotov krok 1.
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bn = b0bn−1 + b1bn−2 + · · ·+ bn−1b0 + [n = 0].

V kroku 2 vynásobíme ob¥ strany xn a se£teme. Je-li B(x)
odpovídající vytvo°ující funkce, pak dostaneme:

B(x) = x · B(x) · B(x) + 1.
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V kroku 3 °e²íme kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)2 + 1 pro
B(x) :

B(x) =
1±

√
1− 4x
2x

.

Znaménko + ale nep°ichází v úvahu, protoºe pak by pro x → 0+
B(x) m¥la limitu ∞, zatímco vytvo°ující funkce pro na²i
posloupnost musí mít v 0 hodnotu b0 = 1.
Zbývá uº pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné °ady.
Rozvoj získáme pomocí zobecn¥né binomické v¥ty

(1− 4x)1/2 =
∑
k≥0

(
1/2
k

)
(−4x)k = 1+

∑
k≥1

1
2k

(
−1/2
k − 1

)
(−4x)k

a po vyd¥lení 1−
√
1− 4x výrazem 2x dostaneme

B(x) =
∑
k≥1

1
k

(
−1/2
k − 1

)
(−4x)k−1 =

=
∑
n≥0

(
−1/2
n

)
(−4x)n

n + 1
=
∑
n≥0

(
2n
n

)
xn

n + 1
.
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Catalanova £ísla

Dokázali jsme, ºe po£et binárních p¥stovaných strom· na n
vrcholech je roven bn = 1

n+1

(
2n
n

)
� tato významná posloupnost se

nazývá posloupnost Catalanových £ísel.

Krom¥ toho, ºe Catalanova
£ísla vyjad°ují po£et binárních p¥stovaných strom·, vystupují
rovn¥º jako:

po£et slov délky 2n obsahujících n znak· X a Y takových, ºe
ºádný pre�x slova neobsahuje více Y neº X

podobn¥ takové fronty u pokladny (5koruny a 10koruny), ºe
nezásobená pokladna m·ºe vºdy vrátit

po£et korektn¥ ozávorkovaných výraz· sloºených z levých a
pravých závorek

po£et monotónních cest z [0, 0] do [n, n] podél stran
jednotkových £tverc·, které nep°ekro£í diagonálu

po£et r·zných triangulací konvexního (n + 2)-úhelníku.
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Dokázali jsme, ºe po£et binárních p¥stovaných strom· na n
vrcholech je roven bn = 1
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n

)
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Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie graf·, který
udává, ºe po£et strom· (tj. graf·, v nichº jsou libovolné dva
vrcholy spojené práv¥ jednou cestou) na n vrcholech je
κ(Kn) = nn−2. Dokáºeme tento výsledek pomocí exponenciálních
vytvo°ujících funkcí.

Ozna£me pro jednoduchost tn = κ(Kn). Lze snadno spo£ítat, ºe
t1 = t2 = 1, t3 = 3, t4 = 16. (Nap°. víme, ºe v p°ípad¥ strom· na 4
vrcholech musíme z

(
6
3

)
= 20 potenciálních graf· s práv¥ 3 hranami

odebrat ty moºnosti, kde tyto hrany tvo°í trojúhelník. T¥ch je ale
práv¥

(
4
3

)
= 4).
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Rekurentní vztah získáme tak, ºe za�xujeme jeden vrchol v0 a
moºné p°ípady rozd¥líme podle po£tu komponent v grafu, který
dostaneme z koster Kn tak, ºe odstraníme vrchol v0 a hrany s ním
incidentní.

Kv·li jednoduchosti argumentu budeme rekurzivn¥ vyjad°ovat po£et
tzv. ko°enových strom·, tj. strom· s vybraným vrcholem, kterému
°íkáme ko°en. Jejich po£et je zjevn¥ un = ntn. Uvaºme ko°enový
strom na n vrcholech s ko°enem v0. Odstran¥ním tohoto vrcholu
dostaneme disjunktní sjednocení n¥kolika strom· (tzv. les), p°i£emº
kaºdý strom, tj. kaºdá z komponent, má vybraný ko°en vi ,
konkrétn¥ soused v0 v p·vodním stromu. Naopak, pokud zvolíme
vrchol v0, rozloºíme mnoºinu zbylých vrchol· na n¥kolik
neprázdných disjunktních £ástí � ozna£me jejich po£et m � a na
kaºdé vybereme strukturu ko°enového stromu s ko°enem vi ,
dostaneme p°idáním hran v0v1, . . . , v0vm ko°enový strom.
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Proto pro n > 1 platí

un =
∑
m≥0

1
m!

∑
1+k1+···+km=n

n!

1!k1! · · · km!
uk1 · · · ukm

(mnoºinu v²ech vrchol· obarvíme barvami následovn¥: jeden vrchol
v0 barvou 0, dále ki vrchol· barvou i , pro kaºdé i ; faktor 1

m! zaru£í,
ºe nezáleºí na po°adí barev 1, . . . ,m, takºe se vskutku jedná o
rozklad; v komponent¥ kaºdé barvy zvolíme ko°enový strom).

Vyd¥lením n! pak rekurenci výrazn¥ zjednodu²íme, zejména p°i
substituci ûn = un

n! :

un
n!

=
∑
m≥0

1
m!

∑
k1+···+km=n−1

uk1
k1!

· · · ukm
km!

ûn =
∑
m≥0

1
m!

∑
k1+···+km=n−1

ûk1 · · · ûkm
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ûn =
∑
m≥0

1
m!

∑
k1+···+km=n−1

ûk1 · · · ûkm

Je vid¥t, ºe vnit°ní sumu dostaneme jako koe�cient u xn−1 v m-té
mocnin¥ °ady Û(x) =

∑
ûn · xn. Proto je

Û(x) =
∑
m≥0

1
m!

xÛ(x)m,

a tedy
Û(x) = xeÛ(x).
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V¥ta

Pokud vytvo°ující funkce g(x) =
∑

n≥1 gnx
n spl¬uje vztah

x = f (g(x)),

kde f (0) = 0, f ′(0) ̸= 0, pak

gn =
1
n
[un−1]

(
u

f (u)

)n

.
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D·kaz.

Nebudeme se pokou²et o rigorózní d·kaz, uvedeme jen, pro£ by
v·bec n¥jaký vztah mezi koe�cienty f a g m¥l existovat a jak lze
pro malá n odvodit: Ozna£íme-li f (u) =

∑
k≥1 aku

k a
g(x) =

∑
l≥1 blx

l , pak dosazením do sebe dostaneme vztah

x = f (g(x)) = a1(b1x + b2x
2 + b3x

3 + . . . )

+ a2(b1x + b2x
2 + . . . )2 + a3(b1x + . . . )3 + . . .

= a1b1x + (a1b2 + a2b
2
1)x

2 + (a1b3 + a2(b1b2 + b2b1) + a3b
3
1)x

3 + . . .

ze kterého lze induktivn¥ po£ítat (první koe�cient a1b1 = 1, dal²í
jsou nulové):

b1 =
1
a1

, b2 =
−a2
a31

, b3 =
2a22 − a1a3

a51
, . . .
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�e²íme Û(x) = x eÛ(x), tj. Û(x) spl¬uje vztah x = f (Û(x)), kde
f (u) = u

eu .

Odtud z Lagrangeovy formule

ûn =
1
n
[un−1]

(
u

u/eu

)n

=
1
n
[un−1] eun =

1
n

nn−1

(n − 1)!
=

nn−1

n!

Protoºe ûn = un
n! , dostáváme odtud un = nn−1 a nakonec

tn = un
n = nn−2.
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ûn =
1
n
[un−1]

(
u

u/eu

)n

=
1
n
[un−1] eun =

1
n

nn−1

(n − 1)!
=

nn−1

n!

Protoºe ûn = un
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Dal²í aplikace Lagrangeovy inverzní formule

Vra´me se je²t¥ krátce ke Catalanovým £ísl·m. Cht¥li jsme vy°e²it
rovnici

B(x) = xB(x)2 + 1

a výslednou funkci B(x) pak rozvést do mocninné °ady.

Substitucí
B(x) = C (x)+ 1 rovnici p°evedeme na C (x) = x(C (x)+ 1)2 neboli

C (x)

(C (x) + 1)2
= x .

Ozna£íme-li nyní f (u) = u
(u+1)2

, je hledaná funkce C (x) k této
funkci inverzní a podle Lagrangeovy formule její koe�cienty jsou

cn =
1
n
[un−1]

(
u

u/(u + 1)2

)n

=
1
n
[un−1]((u + 1)2)n

=
1
n
[un−1](1+ u)2n =

1
n

(
2n

n − 1

)
coº lze vskutku ekvivalentn¥ p°epsat jako 1

n+1

(
2n
n

)
.
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Rekurzivn¥ propojené posloupnosti

N¥kdy dokáºeme snadno vyjád°it hledaný po£et jen pomocí více
vzájemn¥ provázaných posloupností.

P°íklad

Kolika zp·soby m·ºeme pokrýt (nerozli²enými) kostkami domina
obdélník 3× n?

�e²ení

Snadno zjistíme, ºe c1 = 0, c2 = 3, c3 = 0, dále klademe c0 = 1
(nejde jen o konvenci, má to svou logiku).
Najdeme rekurzívní vztah � diskusí chování �na kraji� zjistíme, ºe
cn = 2rn−1 + cn−2, rn = cn−1 + rn−2, r0 = 0, r1 = 1, kde rn je po£et
pokrytí obdélníku 3× n, ze kterého jsme odstranili levý horní roh.
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N¥kdy dokáºeme snadno vyjád°it hledaný po£et jen pomocí více
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�e²ení
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�e²ení (pokr.)

Hodnoty cn a rn pro n¥kolik malých n jsou:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
cn 1 0 3 0 11 0 41 0
rn 0 1 0 4 0 15 0 56
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�e²ení (pokr.)

Krok 1: cn = 2rn−1 + cn−2 + [n = 0], rn = cn−1 + rn−2.

Krok 2:
C (x) = 2xR(x) + x2C (x) + 1, R(x) = xC (x) + x2R(x).

Krok 3:

C (x) =
1− x2

1− 4x2 + x4
, R(x) =

x

1− 4x2 + x4
.

Krok 4: Vidíme, ºe funkce C (x) je funkce x2, u²et°íme si práci
tím, ºe uváºíme funkci D(z) = 1/(1− 4z + z2), pak totiº
C (x) = (1− x2)D(x2), tj.
[x2n]C (x) = [x2n](1− x2)D(x2) = [xn](1− x)D(x), a tedy
c2n = dn − dn−1.
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�e²ení (záv¥r)

Ko°eny 1− 4x + x2 jsou 2+
√
3 a 2−

√
3 a jiº standardním

zp·sobem obdrºíme

c2n =
(2+

√
3)n

3−
√
3

+
(2−

√
3)n

3+
√
3

.

Podobn¥ jako u Fibonacciho posloupnosti je druhý s£ítanec pro
velká n zanedbatelný a pro v²echna n leºí mezi 0 a 1, proto

c2n =

⌊
(2+

√
3)n

3−
√
3

⌋
.

Nap°. c20 = 413403.
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