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Plan prednasky

@ Reseni rekurenci



Rezeni rekurenci
000000000

Obecny postup

Mocninné fady jsou velmi silnym nastrojem pro feSeni rekurenci (a

to nejen linearnich!). Tim je minéno vyjad¥eni €lenu a, jako funkci

k. Casto se s pomoci fad podafi vyfesit na prvni pohled velmi

slozité rekurence.

Obvykly (takrka mechanicky) postup pro feSeni rekurenci se sklada

ze 4 kroki:

© Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech

posloupnosti. Tento vztah musi platit pro viechna k € Ny
(pfedpokladajice a1 = a_o =--- =0).
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slozité rekurence.
Obvykly (takrka mechanicky) postup pro feSeni rekurenci se sklada
ze 4 kroki:
© Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro viechna k € Ny
(pfedpokladajice a1 = a_o =--- =0).
@ Obé strany rovnice vynasobime x¥ a secteme pres viechna
k € No. Na jedné stran& tak dostaneme ", -, akx*, coz je
vytvofujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak tfeba
upravit na vyraz rovnéz obsahujici A(x).
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© Zjisténa rovnice se vyresi vzhledem k A(x).
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Obecny postup

Mocninné fady jsou velmi silnym nastrojem pro feSeni rekurenci (a
to nejen linearnich!). Tim je minéno vyjad¥eni €lenu a, jako funkci
k. Casto se s pomoci fad podafi vyfesit na prvni pohled velmi
slozité rekurence.
Obvykly (takrka mechanicky) postup pro feSeni rekurenci se sklada
ze 4 kroki:
© Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech
posloupnosti. Tento vztah musi platit pro viechna k € Ny
(pfedpokladajice a1 = a_o =--- =0).
@ Obé strany rovnice vynasobime x¥ a secteme pres viechna
k € No. Na jedné stran& tak dostaneme ", -, akx*, coz je
vytvofujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak tfeba
upravit na vyraz rovnéz obsahujici A(x).
© Zjisténa rovnice se vyresi vzhledem k A(x).
Q Vysledné A(x) se rozvine do mocninné fady, pricemz koeficient
u x¥ udava ag, tj. ax = [x¥]A(x) .
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ax = Sak_1 — bax_»
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Reste rekurenci

8020,31:1

ax = Sak_1 — bax_»

.

o Krok 1: ay = 5ak_1 — 6ax_» + [k = 1].
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Reste rekurenci

8020,31:1

ax = Sak_1 — bax_»

.

o Krok 1: ay = 5ak_1 — 6ax_» + [k = 1].
o Krok 2: A(x) = 5xA(x) — 6x2A(x) + x.
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0®0000000

Reste rekurenci

8020,31:1

ax = Sak_1 — bax_»

.

o Krok 1: ay = 5ak_1 — 6ax_» + [k = 1].
o Krok 2: A(x) = 5xA(x) — 6x2A(x) + x.
e Krok 3:
X 1 1

T 1 _5x+6x2 1-3x 1-—2x

A(x)
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Reste rekurenci

8020,31:1

ax = Sak_1 — bax_»

.

o Krok 1: ay = 5ak_1 — 6ax_» + [k = 1].
o Krok 2: A(x) = 5xA(x) — 6x2A(x) + x.
e Krok 3:
X 1 1

A(x) = - _ .
M) =5 r6 " 1-3x 1-2x

o Krok 4: a, = 3k — 2k,
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Fibonacciho cisla a zlaty rez

Pripomenme, ze Fibonacciho €isla jsou dana rekurentnim pfedpisem
Fo=0,FRR=1,Fc=Fr_1+ Fx_o pro k > 2.

Jiz dfive jste si uvadéli viemozné vyskyty této posloupnosti

v pfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobné
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nasim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého Elenu
posloupnosti.


http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf
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Fibonacciho cisla a zlaty rez

Pripomenme, ze Fibonacciho €isla jsou dana rekurentnim pfedpisem
Fo=0,FRR=1,Fc=Fr_1+ Fx_o pro k > 2.

Jiz dfive jste si uvadéli viemozné vyskyty této posloupnosti

v pfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobné
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nasim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého Elenu
posloupnosti.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji autofi Concrete
mathematics velmi vhodné oznaceni [logicky predikdt] — vyraz
je roven 1 v pripadé splnéni predikatu, jinak 0.

Napr. [k = 1],[2|k] apod.
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Fibonacciho cisla a zlaty rez

Pripomenme, ze Fibonacciho €isla jsou dana rekurentnim pfedpisem
Fo=0,FRR=1,Fc=Fr_1+ Fx_o pro k > 2.

Jiz dfive jste si uvadéli viemozné vyskyty této posloupnosti

v pfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice (podrobné
viz http://is.muni.cz/th/41281/prif_d/disertace.pdf).
Nasim cilem bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého Elenu
posloupnosti.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji autofi Concrete
mathematics velmi vhodné oznaceni [logicky predikdt] — vyraz
je roven 1 v pripadé splnéni predikatu, jinak 0.

Napr. [k = 1],[2|k] apod.

Pro vyjadreni koeficientu u x¥ ve vytvorujici funkci F(x) se pak
gasto pouziva zapis [x¥]F(x).
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Priklad — pokr.

Uvazme vytvorujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pri
podminkich Fo =0, F; = 1 je to F(x) — xF(x) — x*F(x) = x, a

tedy
F(x) = ——

1—x—x2°

Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro k-ty ¢len posloupnosti.
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Priklad — pokr.

Uvazme vytvorujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pri
podminkich Fo =0, F; = 1 je to F(x) — xF(x) — x*F(x) = x, a

tedy
F(x) = ——

1—x—x2
Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro k-ty ¢len posloupnosti.
Vyuzijeme k tomu rozklad na parcialni zlomky a dostaneme

X A B

1—X—X2_1—)\X+1—/,LX7

kde A\, u jsou kofeny t> —t — 1 a A, B vhodné konstanty odvozené
z pocatecnich podminek. Odtud uz vcelku snadno vyjde
Fi=A-)\<+ Bk, jak to zname z dfivéjska.
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Priklad — zavér

S vyuzitim pocate€nich podminek dostavame

k k
1 [[1+V5 1-5
Fr=— -
NG 2 2
Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iracionalnich Eisel je vzdy
celoCiselny.
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Priklad — zavér

S vyuzitim pocate€nich podminek dostavame

k k
1 [[1+V5 1-+5
Fr=— -
NG 2 2
Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iracionalnich Eisel je vzdy
celoCiselny.
Uvazime-li navic, ze (1 — \/g)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna

pfirozena Cisla lze Fj snadno spoditat zaokrouhlenim &isla
1 (1+\/§)k
> .

NG
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Priklad — zavér

S vyuzitim pocate€nich podminek dostavame

1 (1+ﬁ)k (1—ﬁ)k
Fr=— -

NG 2 2
Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iracionalnich Eisel je vzdy
celoCiselny.
Uvazime-li navic, ze (1 — \/g)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna
pfirozena Cisla lze Fj snadno spoditat zaokrouhlenim &isla
%(#)k Navic je vidét, ze limy_ o Fxkr1/Fx = A = 1.618, coz
je pomér znamy jako zlaty Fez — objevuje se jiz od antiky
v architekture, vytvarném uméni i hudbé.
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Quicksort — analyza préimérného pfipadu

Ukazka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni
optimalni):
if L= []: return []
return gsort ([x for x in L[1:] if x<L[0]])
+ L[0:1]
+ gsort([x for x in L[1:] if x>=L[0]])
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Quicksort — analyza préimérného pfipadu

Ukazka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni
optimalni):
if L= []: return []
return gsort ([x for x in L[1:] if x<L[0]])
+ L[0:1]
+ gsort([x for x in L[1:] if x>=L[0]])

© Pocet porovnani pfi rozdéleni (divide): k — 1.
@ (Predpoklad nahodnosti): Pravdépodobnost toho, ze prvek
.. R |
L[0] je i-ty nejvétsi, je .
© Velikost tfidénych poli ve fazi conquer: i —1 a k — i.
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Quicksort — analyza préimérného pfipadu

Ukazka implementace (divide and conquer, rozmyslete, pro¢ neni
optimalni):
if L= []: return []
return gsort ([x for x in L[1:] if x<L[0]])
+ L[0:1]
+ gsort([x for x in L[1:] if x>=L[0]])

© Pocet porovnani pfi rozdéleni (divide): k — 1.
@ (Predpoklad nahodnosti): Pravdépodobnost toho, ze prvek
L[0] je i-ty nejvétsi, je +.
© Velikost tfidénych poli ve fazi conquer: i —1 a k — i.
Pro stfedni hodnotu poctu porovnani tak dostdvame rekurentni
vztah:

K
1
Ck:k—l‘i'Z;(Ci—l‘i'Ck—i)-
i—1
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Analyza Quicksortu pomoci vytvorujicich funkci

Vyfesme nyni rekurenci

k
kC=k(k—1)+2> Ci1,Co=CG =0
i=1

pomoci uvedeného postupu.
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Analyza Quicksortu pomoci vytvorujicich funkci

Vyfesme nyni rekurenci

k
kC=k(k—1)+2> Ci1,Co=CG =0
i=1

pomoci uvedeného postupu.
k
® D k>0 kCixk = > ko k(k — 1)xk + 23 k02 im1 Ci_1xk
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Analyza Quicksortu pomoci vytvorujicich funkci

Vyfesme nyni rekurenci

k
kC=k(k—1)+2> Ci1,Co=CG =0
i=1

pomoci uvedeného postupu.

° Zkzo kaXk = Zk>0 k(k —1)x* + 22/@0 fozl Ci_1x*
e xC'(x) = ( )3 + 2XC(X)
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Analyza Quicksortu pomoci vytvorujicich funkci

Vyfesme nyni rekurenci

k
kC=k(k—1)+2> Ci1,Co=CG =0
i=1

pomoci uvedeného postupu.

° Zkzo kaXk = Zk>0 k(k —1)x* + 22/@0 fozl Ci_1x*
e xC'(x) = ( )3 + 2XC(X)

e Vyresime tuto linedrni diferencialni rovnici prvniho radu
((1 —x)?C(x)) = 2%, a tedy

)= (1—2x)2 <'“1ix_x>’

odkud kone¢né Cy = 2(k + 1)(Hky1 — 1) — 2k.




Reseni rekurenci
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Jesté jeden priklad

Vyreste rekurenci

dp = a1 = 1
an_1 +2ap_ + (~1)"

an
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Jesté jeden priklad

Vyreste rekurenci

dp = a1 = 1
an_1 +2ap_ + (~1)"

QL
S
I

A

Tato rekurence je opét jiného typu nez dosud studované. Jako vzdy
neuskodi vypsani prvnich nékolika Elenti posloupnosti (ted ale ani
moc nepomiize, snad jen pro kontrolu spravnosti vysledku).?

“Narozdil od tvrzeni v Concrete mathematics je jiz mozné tuto posloupnost
nalézt v The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences.

€
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Reseni (pokr.)
o Krok 1: a, = ap—1 +2ap—2 + (—1)"[n > 0] + [n = 1].
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Reseni (pokr.)
o Krok 1: a, = ap—1 +2ap—2 + (—1)"[n > 0] + [n = 1].
o Krok 2: A(x) = xA(x) + 2x?A(x) + ﬁ + x.
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Reseni (pokr.)
o Krok 1: a, = ap—1 +2ap—2 + (—1)"[n > 0] + [n = 1].
o Krok 2: A(x) = xA(x) + 2x?A(x) + ﬁ + x.
e Krok 3:

_ 14 x+ x?
(1 —2x)(1 4+ x)?

A(x)
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Reseni (pokr.)
o Krok 1: a, = ap—1 +2ap—2 + (—1)"[n > 0] + [n = 1].
o Krok 2: A(x) = xA(x) + 2x?A(x) + ﬁ + x.
e Krok 3:

_ 1+x+x2
(1 —2x)(1 4+ x)?
o Krok 4: a, = %2” + (%n + %) (=)™

A(x)
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Plan prednasky

@ Catalanova isla
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Binarni stromy a Catalanova cisla

S vyuzitim vytvorujicich funkci uréime formuli pro pocet b,
binarnich stromi na n vrcholech, které je pro nase cely mozné
definovat jako kofen s uspofadanou dvojici [levy binarni podstrom,
pravy bindrni podstrom].
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Binarni stromy a Catalanova cisla

S vyuzitim vytvorujicich funkci uréime formuli pro pocet b,
binarnich stromi na n vrcholech, které je pro nase cely mozné
definovat jako kofen s uspofadanou dvojici [levy binarni podstrom,
pravy binédrni podstrom|. Prozkoumanim pfipadd pro mala n vidime,

ze
bp=1,b1 =1,by =2,b3 =5.
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Binarni stromy a Catalanova cisla

S vyuzitim vytvorujicich funkci uréime formuli pro pocet b,
binarnich stromi na n vrcholech, které je pro nase cely mozné
definovat jako kofen s uspofadanou dvojici [levy binarni podstrom,
pravy binédrni podstrom|. Prozkoumanim pfipadd pro mala n vidime,
ze

bp=1,by =1,bp =2,b3 =5.

Snadno nahlédneme, ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli

b, = boby—1 + bibp_2 + -+ by_1bo.
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Binarni stromy a Catalanova cisla

S vyuzitim vytvorujicich funkci uréime formuli pro pocet b,
binarnich stromi na n vrcholech, které je pro nase cely mozné
definovat jako kofen s uspofadanou dvojici [levy binarni podstrom,
pravy binédrni podstrom|. Prozkoumanim pfipadd pro mala n vidime,
ze

bp=1,by =1,bp =2,b3 =5.

Snadno nahlédneme, ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli
b, = boby—1 + bibp_2 + -+ by_1bo.
Vidime, Ze jde vlastné o konvoluci posloupnosti. Vztah upravime,
aby platil pro viechna n € Ny:
b, = bobp—1 + biby—2 + -+ bp_1by + [n = 0].

Tim mame hotov krok 1.
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bn = bobp—1+ bibp—2 + -+ by—1by + [n = 0].
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[e]e] le]e}

bn = bobp—1+ bibp—2 + -+ by—1by + [n = 0].

V kroku 2 vynasobime obé strany x” a seteme. Je-li B(x)
odpovidajici vytvorujici funkce, pak dostaneme:

B(x) = x - B(x) - B(x) + 1.
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V kroku 3 fesime kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)? + 1 pro

B(x) :
1++/1—4x
2x '



i Catalanova disla

[e]e]e] e}

V kroku 3 fesime kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)? + 1 pro

B(x) :

14++v1—4x
2x ’
Znaménko + ale nepfichazi v Gvahu, protoze pak by pro x — 04
B(x) méla limitu oo, zatimco vytvorujici funkce pro nasi
posloupnost musi mit v 0 hodnotu by = 1.
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[e]e]e] e}

V kroku 3 fesime kvadratickou rovnici B(x) = xB(x)? + 1 pro

B(x) :

14++v1—4x
2x ’
Znaménko + ale nepfichazi v Gvahu, protoze pak by pro x — 04
B(x) méla limitu oo, zatimco vytvorujici funkce pro nasi
posloupnost musi mit v 0 hodnotu by = 1.
Zbyva uz pouze krok 4, tedy rozvinout B(x) do mocninné fady.
Rozvoj ziskdime pomoci zobecnéné binomické véty

e B e

k>0

B(x) =

a po vydéleni 1 — /1 — 4x vyrazem 2x dostaneme

B =Y 7 ( Y f)ux)k—l _

k>1

%:( 1/2> in=Z<2,,n> n>i’1'
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Catalanova cisla

Dokazali jsme, ze pocet binarnich péstovanych stromi na n

vrcholech je roven b, = n«lu (2n") — tato vyznamna posloupnost se

nazyva posloupnost Catalanovych Cisel.
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Catalanova cisla

Dokazali jsme, ze pocet binarnich péstovanych stromi na n
vrcholech je roven b, = n«lu (2n") — tato vyznamna posloupnost se
nazyva posloupnost Catalanovych Cisel. Kromé toho, Ze Catalanova
Cisla vyjadFuji pocet binarnich péstovanych stromi, vystupuji

rovnéz jako:

@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znakd X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X



Catalanova cisla
[ee]e]e] ]

Catalanova cisla

Dokazali jsme, ze pocet binarnich péstovanych stromi na n
vrcholech je roven b, = n«lu (2n") — tato vyznamna posloupnost se
nazyva posloupnost Catalanovych Cisel. Kromé toho, Ze Catalanova
Cisla vyjadFuji pocet binarnich péstovanych stromi, vystupuji

rovnéz jako:

@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znakd X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X

@ podobné takové fronty u pokladny (5koruny a 10koruny), ze
nezasobena pokladna muaze vzdy vratit
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Catalanova cisla

Dokazali jsme, ze pocet binarnich péstovanych stromi na n
vrcholech je roven b, = n«lu (2n") — tato vyznamna posloupnost se
nazyva posloupnost Catalanovych Cisel. Kromé toho, Ze Catalanova
Cisla vyjadFuji pocet binarnich péstovanych stromi, vystupuji

rovnéz jako:

@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znakd X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X

@ podobné takové fronty u pokladny (5koruny a 10koruny), ze
nezasobena pokladna miize vzdy vratit

@ pocet korektné ozavorkovanych vyrazi slozenych z levych a
pravych zavorek
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Catalanova cisla

Dokazali jsme, ze pocet binarnich péstovanych stromi na n
vrcholech je roven b, = n«lu (2n") — tato vyznamna posloupnost se
nazyva posloupnost Catalanovych Cisel. Kromé toho, Ze Catalanova
Cisla vyjadFuji pocet binarnich péstovanych stromi, vystupuji

rovnéz jako:

@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znakd X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X

@ podobné takové fronty u pokladny (5koruny a 10koruny), ze
nezasobena pokladna miize vzdy vratit

@ pocet korektné ozavorkovanych vyrazi slozenych z levych a
pravych zavorek

@ pocet monotdnnich cest z [0,0] do [n, n] podél stran
jednotkovych Ctverct, které neprekro€i diagonalu
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Catalanova cisla

Dokazali jsme, ze pocet binarnich péstovanych stromi na n
vrcholech je roven b, = n«lu (2n") — tato vyznamna posloupnost se
nazyva posloupnost Catalanovych Cisel. Kromé toho, Ze Catalanova
Cisla vyjadFuji pocet binarnich péstovanych stromi, vystupuji

rovnéz jako:

@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znakd X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X

@ podobné takové fronty u pokladny (5koruny a 10koruny), ze
nezasobena pokladna muaze vzdy vratit

@ pocet korektné ozavorkovanych vyrazi slozenych z levych a
pravych zavorek

@ pocet monotdnnich cest z [0,0] do [n, n] podél stran
jednotkovych Ctverct, které neprekro€i diagonalu

@ pocet raznych triangulaci konvexniho (n + 2)-ahelniku.
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© Caleyho vztah pro pocet stromi
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Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie grafi, ktery
udava, ze pocet stromi (tj. graffi, v nichZ jsou libovolné dva
vrcholy spojené pravé jednou cestou) na n vrcholech je

#(Kn) = n"~2. Dokazeme tento vysledek pomoci exponencialnich
vytvorujicich funkei.



Caleyho vztah pro pocet stromii
00000000

Cayleyho formule

Cayleyho formule je vztah z kombinatorické teorie grafi, ktery
udava, ze pocet stromi (tj. graffi, v nichZ jsou libovolné dva
vrcholy spojené pravé jednou cestou) na n vrcholech je

#(Kn) = n"~2. Dokazeme tento vysledek pomoci exponencialnich
vytvorujicich funkei.

Ozna¢me pro jednoduchost t, = k(K},). Lze snadno spoditat, ze

t1 =tp =1,t3 = 3,ty = 16. (Napf. vime, ze v pfipadé strom@ na 4
vrcholech musime z (g) = 20 potencialnich grafti s pravé 3 hranami
odebrat ty moznosti, kde tyto hrany tvofi trojahelnik. Téch je ale

pravé (3) = 4).
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Rekurentni vztah ziskame tak, ze zafixujeme jeden vrchol vy a
mozné pfipady rozdélime podle po¢tu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K, tak, ze odstranime vrchol vy a hrany s nim
incidentni.
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Rekurentni vztah ziskame tak, ze zafixujeme jeden vrchol vy a
mozné pfipady rozdélime podle po¢tu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K, tak, ze odstranime vrchol vy a hrany s nim
incidentni.

Kviili jednoduchosti argumentu budeme rekurzivné vyjadfovat pocet
tzv. kofenovych stromi, tj. stromi s vybranym vrcholem, kterému
fikame koten. Jejich pocet je zjevné u, = nt,.
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Rekurentni vztah ziskame tak, ze zafixujeme jeden vrchol vy a
mozné pfipady rozdélime podle po¢tu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K, tak, ze odstranime vrchol vy a hrany s nim
incidentni.

Kviili jednoduchosti argumentu budeme rekurzivné vyjadfovat pocet
tzv. kofenovych stromi, tj. stromi s vybranym vrcholem, kterému
fikdme koren. Jejich pocet je zjevné u, = nt,. Uvazme korenovy
strom na n vrcholech s kofenem vy. Odstranénim tohoto vrcholu
dostaneme disjunktni sjednoceni nékolika strom( (tzv. les), pficemz
kazdy strom, tj. kazda z komponent, ma vybrany kofen v;,
konkrétné soused vy v plivodnim stromu.
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Rekurentni vztah ziskame tak, ze zafixujeme jeden vrchol vy a
mozné pfipady rozdélime podle po¢tu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K, tak, ze odstranime vrchol vy a hrany s nim
incidentni.

Kviili jednoduchosti argumentu budeme rekurzivné vyjadfovat pocet
tzv. kofenovych stromi, tj. stromi s vybranym vrcholem, kterému
fikdme koren. Jejich pocet je zjevné u, = nt,. Uvazme korenovy
strom na n vrcholech s kofenem vy. Odstranénim tohoto vrcholu
dostaneme disjunktni sjednoceni nékolika strom( (tzv. les), pficemz
kazdy strom, tj. kazda z komponent, ma vybrany kofen v;,
konkrétné soused vy v ptivodnim stromu. Naopak, pokud zvolime
vrchol vy, rozlozime mnozinu zbylych vrchold na nékolik
neprazdnych disjunktnich ¢asti — ozname jejich poet m — a na
kazdé vybereme strukturu kofenového stromu s kofenem v;,
dostaneme pfidanim hran vyvy, ..., voVv, kofenovy strom.
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Proto pro n > 1 plati

1 n!
U"ZZW Z 1!k1!...km!uk1”.uk’"

m>0 " 14+ki+-Fkm=n

(mnozinu vSech vrchold obarvime barvami nasledovné: jeden vrchol
vp barvou 0, dale k; vrchold barvou i, pro kazdé i; faktor % zarudi,
ze nezalezi na poradi barev 1,..., m, takze se vskutku jedna o

rozklad; v komponenté kazdé barvy zvolime kofenovy strom).
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Proto pro n > 1 plati

1 n!
U"ZZW Z 1!k1!...km!uk1”.uk’"

m>0 " 14+ki+-Fkm=n

(mnozinu vSech vrchold obarvime barvami nasledovné: jeden vrchol
vp barvou 0, dale k; vrchold barvou i, pro kazdé i; faktor % zarudi,
ze nezalezi na poradi barev 1,..., m, takze se vskutku jedna o
rozklad; v komponenté kazdé barvy zvolime kofenovy strom).
Vydélenim n! pak rekurenci vyrazné zjednodusime, zejména pfi

substituci U, = -

u 1 u Uk,
P S TP DR R

m>0 " ky+-Fkm=n—1

~ 1 ~ ~
Un:§ ml E Uy = Uk,

m>0 " ky+-+km=n—1
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~ 1 ~ .
n= — § Ul * Uk,

m:
m>0 ki+-+km=n—1
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~ 1 Z ~ .
un — ﬁ ukl “ e ukm
m>0 """ ky+-+km=n—1
Je vidét, Ze vnitini sumu dostaneme jako koeficient u x" 1 v m-té

mocniné fady U(x) = 3. 0, - x". Proto je
. 1~
U(x) = Z ﬁxU(x) ,
m>0

a tedy
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~ 1 ~ ~
unp = E— u ey
n m! Z ka K
m>0 ki+-+kn=n—1

1

Je vidét, ze vnitini sumu dostaneme jako koeficient u x" 7 v m-té

mocniné fady U(x) = 3. 0, - x". Proto je
. 1~
U(x) = Z ﬁxU(x) ,
m>0

a tedy
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Pokud vytvorujici funkce g(x) = 3,51 gnx" spliiuje vztah

x = f(g(x)),

kde f(0) = 0,f'(0) # 0, pak

gn = %[u"_l] <f(uu)>"
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Nebudeme se pokouset o rigorézni ditkaz, uvedeme jen, pro¢ by
viibec néjaky vztah mezi koeficienty f a g mél existovat a jak lze
pro mala n odvodit: Oznacime-li f(u) = >_,~; aku” a

g(x) = > ,51 bix!, pak dosazenim do sebe dostaneme vztah

x = f(g(x)) = ar(b1x + bpx® + b3x*> + ...)
+a(bix + bax* 4+ .. ) +az(bix .. )P 4
=a1bix+ (a1b2 + azb%)X2 + (31b3 + 82(b1b2 -+ bzbl) + a3b1°’)x3 H ...

ze kterého |ze induktivné pocitat (prvni koeficient a3 by = 1, dalsi
jsou nulové):

1 —a» 2a5 — aja
2 143
bl — b2 - 3 b3 = 5 ) U
a ay a3
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Resime U(x) = er(X), tj. U(x) spliuje vztah x = f(U(x)), kde
flu)=4%.

el
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Resime U(x) = er(X), tj. U(x) spliuje vztah x = f(U(x)), kde
f(u) = 5. Odtud z Lagrangeovy formule

By = o] <u /”eu>n

BT S
n n(n—1)! n!
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Resime U(x) = er(X), tj. U(x) spliuje vztah x = f(U(x)), kde
f(u) = 5. Odtud z Lagrangeovy formule

By = o] <u /”eu>n

n—1 n—1
_ 1[ n—11 .un _ 1 n _n
= —|u ]e = — =
n n(n—1)! n!
Protoze u, = %, dostavame odtud v, = n"~1 a nakonec

th =2 = n"2.
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Dalsi aplikace Lagrangeovy inverzni formule

Vratme se jesté kratce ke Catalanovym Cislam. Chtéli jsme vyfesit
rovnici

B(x) = xB(x)?> +1

a vyslednou funkci B(x) pak rozvést do mocninné fady.
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Dalsi aplikace Lagrangeovy inverzni formule

Vratme se jesté kratce ke Catalanovym Cislam. Chtéli jsme vyfesit
rovnici
B(x) = xB(x)?> +1
a vyslednou funkci B(x) pak rozvést do mocninné fady. Substituci
B(x) = C(x)+1 rovnici prevedeme na C(x) = x(C(x) + 1)? neboli
) _
(Ce)+1)2
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Dalsi aplikace Lagrangeovy inverzni formule

Vratme se jesté kratce ke Catalanovym Cislam. Chtéli jsme vyfesit
rovnici
B(x) = xB(x)?> +1
a vyslednou funkci B(x) pak rozvést do mocninné fady. Substituci
B(x) = C(x)+1 rovnici prevedeme na C(x) = x(C(x) + 1)? neboli
) _

(Ce)+1)2

Oznacime-li nyni f(u) = %<, je hledana funkce C(x) k této

(u+1)2”
funkci inverzni a podle Lagrangeovy formule jeji koeficienty jsou



Caleyho vztah pro pocet stromii
0000000e

Dalsi aplikace Lagrangeovy inverzni formule

Vratme se jesté kratce ke Catalanovym Cislam. Chtéli jsme vyfesit

rovnici
B(x) = xB(x)?> +1

a vyslednou funkci B(x) pak rozvést do mocninné fady. Substituci
B(x) = C(x)+1 rovnici prevedeme na C(x) = x(C(x) + 1)? neboli
) _

(Ce)+1)2
Oznacime-li nyni f(u) = ﬁ je hledana funkce C(x) k této
funkci inverzni a podle Lagrangeovy formule jeji koeficienty jsou

=2 (L) = S 1y

- %[u"—ll(l )= :,<n2—nl>
w1 Cr)-
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@ Rekurzivné propojené posloupnosti
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Rekurzivné propojené posloupnosti

Nékdy dokazeme snadno vyjadrfit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.
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Rekurzivné propojené posloupnosti

Nékdy dokazeme snadno vyjadrfit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.

Kolika zplsoby miizeme pokryt (nerozlisenymi) kostkami domina
obdélnik 3 x n?
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Rekurzivné propojené posloupnosti

Nékdy dokazeme snadno vyjadrfit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.

Kolika zplsoby miizeme pokryt (nerozlisenymi) kostkami domina
obdélnik 3 x n?

Snadno zjistime, ze ¢ = 0, = 3, ¢c3 = 0, dale klademe ¢ =1
(nejde jen o konvenci, ma to svou logiku).
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Rekurzivné propojené posloupnosti

Nékdy dokazeme snadno vyjadrfit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.

Kolika zplsoby miizeme pokryt (nerozlisenymi) kostkami domina
obdélnik 3 x n?

Snadno zjistime, ze ¢ = 0, = 3, ¢c3 = 0, dale klademe ¢ =1
(nejde jen o konvenci, ma to svou logiku).

Najdeme rekurzivni vztah — diskusi chovani ,na kraji“ zjistime, ze
Ch=2r_1+Ch2, rh=Cp1+r—2 rn=0,n =1, kde r, je pocet
pokryti obdélniku 3 x n, ze kterého jsme odstranili levy horni roh.
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Reseni (pokr.)

Hodnoty ¢, a r, pro nékolik malych n jsou:

n|0 1 2 3 4 5 6 7
cp,|1 0 3 0 11 0 41 O
ml{0 1 0 4 0 15 0 56
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Regeni (pokr.)

o Krok 1: ch =2r,_1+ch2+[n=0], rn=cp1+ rn2.
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Regeni (pokr.)

o Krok 1: ch =2r,_1+ch2+[n=0], rn=cp1+ rn2.
o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) + 1, R(x) = xC(x) + x2R(x).
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Regeni (pokr.)

o Krok 1: ch =2r,_1+ch2+[n=0], rn=cp1+ rn2.

o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) + 1, R(x) = xC(x) + x2R(x).
e Krok 3:
()= 1= n () = T
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Regeni (pokr.)

o Krok 1: ch =2r,_1+ch2+[n=0], rn=cp1+ rn2.

o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) + 1, R(x) = xC(x) + x2R(x).
e Krok 3:
1—x? X
C(X)_1—4x2+x4’ R(X)_1—4x2—|—x4'

o Krok 4: Vidime, Ze funkce C(x) je funkce x?, usettime si praci
tim, Ze uvazime funkci D(z) = 1/(1 — 4z + z?), pak totiz
C(x) = (1 — x*)D(x?), tj.

[x*"]C(x) = [x*"](1 = x*)D(x?) = [x"](1 — x)D(x), a tedy
Gn = dn - dnfl-
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Reseni (zavér)
Kofeny 1 — 4x + x? jsou 2 + /3 a 2 — /3 a jiz standardnim
zptisobem obdrzime

@V -V
T38| 3443
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Reseni (zavér)

Kofeny 1 — 4x + x? jsou 2 + /3 a 2 — /3 a jiz standardnim
zptisobem obdrzime

(2+\/§)”+(2—\/§)"
3—-3 343

Podobné jako u Fibonacciho posloupnosti je druhy séitanec pro
velkd n zanedbatelny a pro vSechna n lezi mezi 0 a 1, proto

e 2207

CGn =

3—+3

NapF. Co = 413403.
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