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Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. A&koliv je to pojem velice
jednoduchy, jeho dileZitost a uZitecnost v teorii &isel je
nedocenitelnd; projevuje se zejména ve struénych a pfehlednych
zapisech nékterych i velmi komplikovanych tdvah.
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Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. A&koliv je to pojem velice
jednoduchy, jeho dileZitost a uZitecnost v teorii &isel je
nedocenitelnd; projevuje se zejména ve struénych a pfehlednych
zapisech nékterych i velmi komplikovanych tdvah.

7 w7/

JestliZze dvé celd ¢isla a, b maji p¥i déleni pfirozenym &islem m tyz
zbytek, nazyvaji se a, b kongruentni modulo m (téz kongruentnf
podle modulu m), coz zapisujeme takto:

a=b (mod m).

V opaéném pripadé fekneme, Ze a, b nejsou kongruentni modulo
m, a piSeme

aZb (mod m).
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Pro libovolna a, b € Z, m € N jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

Q@ a=b (mod m),
@ a=b+mt provhodnét e Z,
©@ m|a—b.
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Zakladni vlastnosti kongruenci

Kongruence modulo m je relace ekvivalence, jejiz tf¥idy budeme
nazyvat zbytkové tfidy modulo m; jednd se o ¥adky v ndsledujici
tabulce:
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Zakladni vlastnosti kongruenci

Kongruence modulo m je relace ekvivalence, jejiz tf¥idy budeme
nazyvat zbytkové tfidy modulo m; jednd se o ¥adky v ndsledujici

tabulce:
—m 0 m
-m+1 1 m-+1
-1 m-—1 2m—1

Konkrétné tedy kongruence modulo m spliiuje ndsledujci vlastnosti:

@ a = a (mod m), tj. kongruence podle modulu m je reflexivni,

@ a=b (mod m) = b= a (mod m), tj. kongruence podle
modulu m je symetricka,

@ a=b (mod m), b=c (mod m) = a=c (mod m), tj.
kongruence podle modulu m je tranzitivni.
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N3asledujici trividlni vlastnost se hodi p¥i po&itani s konkrétnimi &isly
(zejména zapornymi, kde zbytek po d&leni m neni tolik pouZivany a
proto svadi k numerickym chybdm, nap¥. 120 = —10 =3

(mod 13) prvné odettenim 130 a poté p¥ittenim 13):

N

@ K libovolné strané miizeme pfidist libovolny ndsobek modulu:

a=b (modm) = a=b+k-m (mod m).
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@ Kongruence podle téhoZz modulu miZeme séitat, tedy i
vyndsobit tymz &islem:

ai=b; (mod m),
a, = by (mod m)

a=b (modm) = k-a=k-b (mod m).

= aj+ta=b+by (modm).
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@ Kongruence podle téhoZz modulu miZeme séitat, tedy i
vyndsobit tymz &islem:

ai=b; (mod m),
a, = by (mod m)

a=b (modm) = k-a=k-b (mod m).

= aj+ta=b+by (modm).

@ Kongruence podle téhoZz modulu mizeme ndsobit, tedy i
umocnit na totéZ &islo.

ay=b; (mod m),

= (e ) = ai-ax=by-by (mod m).

a=b (modm) = a*=b" (mod m).
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@ Kongruence podle téhoZz modulu miZeme séitat, tedy i
vyndsobit tymz &islem:

ai=b; (mod m),
a, = by (mod m)

a=b (modm) = k-a=k-b (mod m).

= aj+ta=b+by (modm).

@ Kongruence podle téhoZz modulu mizeme ndsobit, tedy i
umocnit na totéZ &islo.

ay=b; (mod m), .,
a=by (mod m) = ay-ax=b1-by (mod m).

=b (modm) = a*=b" (mod m).

@ Obg& strany kongruence miZeme vydélit &islem k, jestliZe je
nesoudélné s modulem.

k-a=k-b (mod m), (k,m)=1 = a=b (modm).

1
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o Jestlize n| m, pak
a=b (modm) = a=b (modn).

Naopak pokud a = b (mod n), dostdvdme m/n = k moZnych
feseni

a=b,a=b+n,...,neboa=b+(k—1)n (mod m).
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h kongruenci

o Jestlize n| m, pak
a=b (modm) = a=b (modn).

Naopak pokud a = b (mod n), dostdvdme m/n = k moZnych
feseni

a=b,a=b+n,...,neboa=b+(k—1)n (mod m).
e Jestlize m = [my, my] je nejmensi spolegny ndsobek, pak

a=b (modmy),a=b (mod m) & a=b (mod m).
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o Jestlize n| m, pak
a=b (modm) = a=b (modn).

Naopak pokud a = b (mod n), dostdvdme m/n = k moZnych
feseni

a=b,a=b+n,...,neboa=b+(k—1)n (mod m).
e Jestlize m = [my, my] je nejmensi spolegny ndsobek, pak
a=b (modmy),a=b (mod m) & a=b (mod m).

@ Obé strany kongruence a modul Ize vyndsobit nebo vydélit
libovolnym &islem

a=b (modm) < k-a=k-b (modk-m).
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Poznamka

Nékteré vlastnosti kongruenci jsme jiz pouzivali, aniz bychom si
toho povsimli — napfiklad p¥iklad z minulého tydne Ize
preformulovat do tvaru

a=1l (modm),b=1 (modm) = ab=1 (mod m),

coz je specialni p¥ipad zpfedhoziho tvrzeni.




Kongruence
0000e0

Poznamka

Nékteré vlastnosti kongruenci jsme jiz pouzivali, aniz bychom si
toho povsimli — napfiklad p¥iklad z minulého tydne Ize
preformulovat do tvaru

a=1l (modm),b=1 (modm) = ab=1 (mod m),

coz je specialni p¥ipad zpfedhoziho tvrzeni.

Poznamka

Nejde o ndhodu. Libovolné tvrzeni pouZivajici kongruence miZeme
snadno prepsat pomoci délitelnosti. UZite¢nost kongruenci tedy
netkvi v tom, Ze bychom pomoci nich mohli fesit tlohy, které bez
nich ¥esit nejsme schopni, ale v tom, Ze jde o velmi vhodny zpiisob
zapisu. Osvojime-li si ho, vyrazn& tim zjednodu¥ime jak
vyjadfovani, tak i nékteré tvahy. Je to typicky jev: v matematice
hraje vhodnd symbolika velmi zdvaZnou tlohu.
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Naleznéte zbytek po déleni &isla 520 &islem 26.
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520

Naleznéte zbytek po délenf &isla ¢islem 26.

DokaZte, Ze pro libovolné prvodislo p a libovolna a, b € Z plati

aP +bP =(a+ b)”? (mod p).
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Naleznéte zbytek po déleni &isla 520 &islem 26.

DokaZte, Ze pro libovolné prvodislo p a libovolna a, b € Z plati

aP +bP =(a+ b)”? (mod p).

A

Najdéte “inverzi” k &islu 39 modulo 47, tj. najdéte x takové, Ze
39-x =1 (mod 47).

A
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Inverze modulo m

Je-li a nesoudé&lné s modulem m, tj. (a, m) = 1, pak existuje FeSeni

a-x=1 (mod m).
Toto FeSeni zna&ime x = a~' a nazyvame inverzi k a modulo m.

JakoZto zbytkova tFida je toto FeSeni jediné.
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Inverze modulo m

Je-li a nesoudé&lné s modulem m, tj. (a, m) =1, pak existuje Feseni

a-x=1 (mod m).

1

Toto Feseni znacime x = a~+ a nazyvame inverzi k a modulo m.

JakoZto zbytkova tFida je toto FeSeni jediné.

.

Zobrazeni x (mod m) +— a-x (mod m) na zbytkovych t¥idach je
injektivni (vlastnost déleni); protoZe je zbytkovych t¥id na obsou
strandch stejng&, totiz m, jednd se o bijekci a jedni¢ka 1 (mod m)
ma jediny vzor. [

v
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Necht m € N, a, b € Z. Pokud (a, m) = 1, md kongruence

a-x=b (mod m)

pravé jedno Feseni x (mod m).

V obecném pFipadé oznatme d = (a, m). Pak md tato kongruence
FeSeni pravé tehdy, kdyZ d | b; Fesenim je pak pravé d zbytkovych
tFid x (mod m).
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Necht m € N, a, b € Z. Pokud (a, m) = 1, md kongruence
a-x=b (mod m)

pravé jedno Feseni x (mod m).

V obecném pFipadé oznatme d = (a, m). Pak md tato kongruence
FeSeni pravé tehdy, kdyZ d | b; Fesenim je pak pravé d zbytkovych
tFid x (mod m).

Podle pFedchozi v&ty inverze a—! (mod m) existuje a vyndsobenim
rovnice

a-x=b (mod m)

touto inverzi dostaneme (jediné) YeZeni

x=at-b (modm). O
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Dokon¢eni diikazu.

V obecném pf¥ipad€ d | m | (b — ax); protoze také d | a, dostdvame
opravdu d | b. Naopak, pokud d | b, vyd&lime obg strany i modul
nejvétsim spoleénym délitelem d a dostaneme p¥i oznadeni

a =a/d, b =b/d, m" = m/d ekvivalentni rovnici

a-x=b (modm)

kde jiz (a’, m") = 1. Podle prvni &&sti dostaneme jediné ¥eeni x
(mod m'), kterému odpovida pravé d YeSeni x (mod m). O
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Algoritmus

Zatneme s ekvivalentni soustavou dvou kongruenci
m-x=0 (mod m)
a-x=b (mod m)
a vzdy prvni rovnici systému nahradime rovnici vzniklou ode&tenim

vhodného nasobku druhé rovnice (tak abychom koeficient m
nahradili jeho zbytkem po d&leni &islem a),
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Algoritmus

Zatneme s ekvivalentni soustavou dvou kongruenci

m-x=0 (mod m)

a-x=b (mod m)

a vzdy prvni rovnici systému nahradime rovnici vzniklou ode&tenim
vhodného nasobku druhé rovnice (tak abychom koeficient m

nahradili jeho zbytkem po d&leni &islem a), dokud nedostaneme
koeficienty d a 0:

¢ (mod m)
0-x=k (mod m)
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Algoritmus

Zatneme s ekvivalentni soustavou dvou kongruenci

m-x=0 (mod m)

a-x=b (mod m)
a vzdy prvni rovnici systému nahradime rovnici vzniklou ode&tenim
vhodného nasobku druhé rovnice (tak abychom koeficient m

nahradili jeho zbytkem po d&leni &islem a), dokud nedostaneme
koeficienty d a 0:

x=c (mod m)
0-x=k (mod m)

Mame dvé moZnosti:

@ k =0 a soustava, a tedy i plvodni rovnice, ma ¥eSeni vzniklé
z prvni rovnice vydélenim d, totiz: x = ¢/d (mod m/d);
@ k # 0 a soustava, a tedy i plivodni rovnice, nema ¥eSeni.
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Redte 39x = 41 (mod 47)
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Redte 39x = 41 (mod 47)

Poznamka

Teoreticky, i kdyZ ne p¥ilis prakticky postup, pro jednoduchost v
ptripadé (a, m) = 1: z Bezoutovy véty dostaneme ka + Im =1,
pouZijeme

a-x=b=(ka+ Im)b= kab (mod m)

a vydélime a, takZze x = kb (mod m). (Zbyte€n& potitame
koeficient /.)
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Wilsonova véta

Pomoci véty o Yesitelnosti linedrnich kongruenci Ize dokazat mj.
vyznamnou Wilsonovu v&tu udavajici nutnou (i postalujici)
podminku prvodiselnosti. Takové podminky jsou velmi vyznamné ve
vypocetni teorii Cisel, kdy je tfeba efektivné poznat, je-li dané velké
¢islo prvodislem. BohuZel dosud neni zndmo, jak rychle vypoditat
moduldarni faktorial velkého ¢&isla, proto neni v praxi Wilsonova véta
k tomuto Géelu pouzivana.
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Wilsonova véta

Pomoci véty o Yesitelnosti linedrnich kongruenci Ize dokazat mj.
vyznamnou Wilsonovu v&tu udavajici nutnou (i postalujici)
podminku prvodiselnosti. Takové podminky jsou velmi vyznamné ve
vypocetni teorii Cisel, kdy je tfeba efektivné poznat, je-li dané velké
¢islo prvodislem. BohuZel dosud neni zndmo, jak rychle vypoditat
moduldarni faktorial velkého ¢&isla, proto neni v praxi Wilsonova véta
k tomuto Géelu pouzivana.

Véta (Wilsonova)

PFirozené Cislo n > 1 je prvocislo, pravé kdyZ

(n—1)!=-1 (mod n)

Vcelku pfimocary ditkaz je v u&ebnici.
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Soustavy linedrnich kongruenci o jedné nezndmé

Soustavy linearnich kongruenci

Mame-li soustavu linedrnich kongruenci o téZze neznamé, miZeme
podle ptedchozi véty rozhodnout o FeSitelnosti kazdé z nich.
V pfipadg, kdy aspoii jedna z kongruenci nema ¥eSeni, nem3 ¥eSeni

ani celd soustava. Naopak, jestlize kazdd z kongruenci feSeni m4,
upravime ji do tvaru x = ¢; (mod m;).
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Soustavy linearnich kongruenci

Mame-li soustavu linedrnich kongruenci o téZze neznamé, miZeme
podle ptedchozi véty rozhodnout o FeSitelnosti kazdé z nich.

V pfipadg, kdy aspoii jedna z kongruenci nema ¥eSeni, nem3 ¥eSeni
ani celd soustava. Naopak, jestlize kazdd z kongruenci ¥eSeni m3,
upravime ji do tvaru x = ¢; (mod m;). Dostaneme tak soustavu
kongruenci

x=c (mod m;)

x=ckx (mod my)
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Soustavy linearnich kongruenci

Mame-li soustavu linedrnich kongruenci o téZze neznamé, miZeme
podle ptedchozi véty rozhodnout o FeSitelnosti kazdé z nich.

V pfipadg, kdy aspoii jedna z kongruenci nema ¥eSeni, nem3 ¥eSeni
ani celd soustava. Naopak, jestlize kazdd z kongruenci ¥eSeni m3,
upravime ji do tvaru x = ¢; (mod m;). Dostaneme tak soustavu
kongruenci

x=c (mod m;)

x=ckx (mod my)

Z¥ejmé stali vyfesit pFipad k = 2, YeSeni soustavy vice kongruenci
snadno obdrzime opakovanym feSenim soustav dvou kongruenci.
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Cinska zbytkova véta (CRT)

Ve &tvrtém stoleti se Cinsky matematik Sun Ze (Sun Tsu) ptal na
Cislo, které p¥i déleni tfemi davd zbytek 2, pt¥i déleni péti zbytek 3 a
p¥i déleni sedmi je zbytek opét 2.



Soustavy linedrnich kongruenci o jedné nezndmé
[ Jelele]

Cinska zbytkova véta (CRT)

Ve &tvrtém stoleti se Cinsky matematik Sun Ze (Sun Tsu) ptal na
Cislo, které p¥i déleni tfemi davd zbytek 2, pt¥i déleni péti zbytek 3 a
p¥i déleni sedmi je zbytek opét 2.

Véta (Cinska zbytkova véta)

Necht my, ..., m, € N jsou po dvou nesoudélna, c1,...,ci € Z.
Pak plati: soustava

x=c¢ (mod my)

x=ck (mod my)

md jediné FeSeni modulo my - my - - - my.
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Budeme se zabyvat pouze soustavou dvou kongruenci. Uvazujme
zobrazen{

x (mod mimy) — (x (mod my),x (mod my)),

které zbytkové tfidé modulo myms pfifadi dvojici odpovidajicich
zbytkovych tfid modulo m; a modulo my. Toto zobrazeni je
injektivni (viz vlastnosti kongruenci: x =y (mod m;), x =y
(mod mp) = x =y (mod mimy)).
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(o] lele)

Budeme se zabyvat pouze soustavou dvou kongruenci. Uvazujme
zobrazen{

x (mod mimy) — (x (mod my),x (mod my)),

které zbytkové tfidé modulo myms pfifadi dvojici odpovidajicich
zbytkovych tfid modulo m; a modulo my. Toto zobrazeni je
injektivni (viz vlastnosti kongruenci: x =y (mod m;), x =y

(mod my) = x =y (mod mymy)). Na obou stranich pfitom
mame stejny pocet prvki mimy, jedna se tedy o bijekci a dvojice
(c1,c2) ma jediny vzor — tim je zbytkova tfida ¢ (mod mymo)
takovd, Ze ¢ = ¢; (mod my), ¢ = ¢ (mod my), tedy Fedeni
soustavy. L]
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Necht c1, ¢, jsou celd &isla, my, mo pFirozend. Oznaéme
d = (m1, mp) a m = [my, my]. Soustava dvou kongruenci

x=c (mod my)

¢ (mod my)

v pFipadé c; # ¢ (mod d) nema FeSeni. JestliZze naopak ¢ = ¢
(mod d), pak existuje celé &islo ¢ tak, Ze x € Z vyhovuje soustavé,
pravé kdyz vyhovuje kongruenci

x=c (mod m).
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[e]e] o)

Necht c1, ¢, jsou celd &isla, my, mo pFirozend. Oznaéme
d = (m1, mp) a m = [my, my]. Soustava dvou kongruenci

x=c (mod my)

¢ (mod my)

v pFipadé c; # ¢ (mod d) nema FeSeni. JestliZze naopak ¢ = ¢
(mod d), pak existuje celé &islo ¢ tak, Ze x € Z vyhovuje soustavé,
pravé kdyz vyhovuje kongruenci

x=c (mod m).

Ma-li soustava né&jaké feseni x € Z, plati nutné& x = ¢; (mod d),
x = ¢ (mod d), atedyic; = ¢ (mod d). Odtud plyne, Ze
v piipadé c; #Z ¢ (mod d) soustava nemiize mit ¥eden.
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Dokonéeni dikazu.

UvaZujme opét zobrazenf
¢ (mod m)— (¢ (mod my),c (mod my)),

které zbytkové tfidé modulo m p¥ifadi dvojici odpovidajicich
zbytkovych t¥id modulo m;, my. Toto zobrazeni je opét injektivni.
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[e]e]e] )

Dokonéeni dikazu.

UvaZujme opét zobrazenf
¢ (mod m)— (¢ (mod my),c (mod my)),

které zbytkové tfidé modulo m p¥ifadi dvojici odpovidajicich
zbytkovych t¥id modulo m;, my. Toto zobrazeni je opét injektivni.
Potitejme dvojice t¥id ze zadani, tj. takové, Ze c; = ¢ (mod d).
Libovolné ¢; (mod my) ur€uje c; (mod d) a to odpovida pravé
my/d tfiddm ¢ (mod my). Dohromady tak je t&chto dvojic

my - (my/d) = [m1, my] = m a zobrazeni je opét bijekce (jen jsme
potfebovali zmensit mnoZinu napravo ze viech dvojic na ty
“kompatibilni"). Zbytek dikazu je stejny. Ol
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Algoritmus

Prvné obména na algoritmus pro jednu rovnici: soustavu

x=c (mod m;)

x=c (mod mp)
prepiseme na ekvivalentni

my-x=mp-c1 (mod mymy)

my-x=my-c (mod mmy)

a vyre$ime podobné jako predtim.
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Algoritmus

Prvné obména na algoritmus pro jednu rovnici: soustavu

x=c (mod m;)

x=c (mod mp)
prepiseme na ekvivalentni

my-x=mp-c1 (mod mymy)
my-x=my-c (mod mmy)
a vyre$ime podobné jako predtim.

O n&co lepsi byva prevedeni prvni rovnice na “parametricky”’ tvar
X = my -t + ¢y, dosazeni do druhé rovnice

m-t+ca=c (modm),

vyFeseni vzhledem k t, dosazeni do x = my - t 4+ ¢; a pFevedeni na
“implicitn” tvar.
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Reste systém kongruenci
x= 1 (mod 10)

x= 5 (mod 18)
x=—4 (mod 25).
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Reste systém kongruencfi

1 (mod 10)
5 (mod 18)
—4  (mod 25).

X
X
X

Vysledkem je x =221 (mod 450).
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Cinskou zbytkovou vétu miZeme pouZit také ,,v opaéném sméru®.

Reste kongruenci 23941x = 915 (mod 3564).
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Cinskou zbytkovou vétu miZeme pouZit také ,,v opaéném sméru®.

Reste kongruenci 23941x = 915 (mod 3564).

Rozlozme 3564 = 22 .3%.11. ProtoZe ani 2, ani 3, ani 11 ned&l{
Cislo 23941, plati (23941,3564) = 1 a ma tedy kongruence Feseni.
Protoze ((3564) = 2-(33-2) - 10 = 1080, je ¥Fe¥eni tvaru

x = 915 - 239411979 (mod 3564). Uprava &isla stojiciho na pravé
strané by v8ak vyzadala znaéné usili. Proto budeme kongruenci
fesit ponékud jinak.




Soustavy linedrnich kongruenci o jedné nezndmé
oe

Vime, Ze x € Z YeSenim dané kongruence, pravé kdyz je feSenim
soustavy
23941x = 915 (mod 22)

23941x =915 (mod 3%)
23941x = 915 (mod 11).
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Vime, Ze x € Z YeSenim dané kongruence, pravé kdyz je feSenim
soustavy
23941x = 915 (mod 22)

23941x =915 (mod 3%)
23941x = 915 (mod 11).

Vytesime-li postupné kazdou z kongruenci soustavy, dostaneme
ekvivalentni soustavu

3 (mod 4)
—3 (mod 81)
—4  (mod 11),
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oe

Vime, Ze x € Z YeSenim dané kongruence, pravé kdyz je feSenim
soustavy
23941x = 915 (mod 22)

23941x =915 (mod 3%)
23941x = 915 (mod 11).

Vytesime-li postupné kazdou z kongruenci soustavy, dostaneme
ekvivalentni soustavu

=3 (mod 4)
= -3 (mod 81)
=—4 (mod 11),

odkud snadno postupem pro FeSeni soustav kongruenci dostaneme
= —1137 (mod 3564), coZ je také ¥eSeni zadané kongruence.
v

= = — - =
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Moduldrni reprezentace Cisel

P¥i potitani s velkymi &isly je nékdy vyhodnéjsi nez s dekadickym ¢i
bindrnim zapisem C&isel pracovat s tzv. moduldrni reprezentaci (téz
residue number system), kterd umoZiuje snadnou paralelizaci
n&kterych vypo&tl s velkymi &isly (algebraickych, nefunguje nap¥.
porovnavani &isel; navic je potfeba hlidat preteceni). Takovy
systém je uren k-tici moduld (obvykle po dvou nesoud&lnych) a
kaZdé cislo mensi neZ jejich soulin je pak jednozna&né
reprezentovano k-tici zbytkd (jejichz hodnoty neptevy3uji p¥islusné
moduly) — viz nap¥. http://goo.gl/oM25m.


http://goo.gl/oM25m

Soustavy linedrnich kongruenci o jedné nezndmé
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Pétice modull 3,5,7,11,13 ndm umozni jednoznaéné
reprezentovat &isla mensi nez 15015 a efektivné provadét

(v p¥ipadé potteby distribuovang) b&zné aritmetické operace.
Vypo&téme napt. soudin Cisel 1234 a 5678, v této modularni
soustavé reprezentovanych péticemi [1,4,2,2,12] a [2,3,1,2,10].
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Pétice modull 3,5,7,11,13 ndm umozni jednoznaéné
reprezentovat &isla mensi nez 15015 a efektivné provadét

(v p¥ipadé potteby distribuovang) b&zné aritmetické operace.
Vypo&téme napt. soudin Cisel 1234 a 5678, v této modularni
soustavé reprezentovanych péticemi [1,4,2,2,12] a [2,3,1,2,10].
Soutin provedeme po slozkach a dostaneme [2,2,2,4, 3], coZ na
zavér pomoci CRT prevedeme zpét na 9662, coz je modulo 15015
totéz jako 1234 - 5678.
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