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Při p̌renosu informace zpravidla docháźı k jej́ı deformaci. Budeme
pro jednoduchost pracovat s modelem, kdy jednotlivé částečky
informace jsou bud’ nuly nebo jedničky (tj. prvky v Z2) a
p̌renáš́ıme slova o k bitech.

Přenosové chyby chceme

1 rozpoznávat

2 opravovat

a za t́ım účelem p̌ridáváme dodatečných n − k bit̊u informace pro
pevně zvolené n > k. Mluv́ıme pak o (n, k)-kódu.
Všech slov o k bitech je 2k a každé z nich má jednoznačně určovat
jedno kódové slovo z 2n možných. Máme tedy ještě

2n − 2k = 2k(2n−k − 1)

slov, které jsou chybové. Lze tedy tušit, že pro veliké k nám i malý
počet p̌ridaných bit̊u dává hodně redundantńı informace.
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Při p̌renosu informace zpravidla docháźı k jej́ı deformaci. Budeme
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Všech slov o k bitech je 2k a každé z nich má jednoznačně určovat
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Úplně jednoduchým p̌ŕıkladem je kód kontroluj́ıćı paritu. Kódové
slovo o k + 1 bitech je určené tak, aby p̌ridáńım prvńıho bitu byl
zaručen sudý počet jedniček ve slově.

Pokud p̌ri p̌renosu dojde k lichému počtu chyb, p̌rijdeme na to.
Dvě r̊uzná kódová slova se p̌ri tomto kódu vždy lǐśı alespoň ve
dvou pozićıch, chybové slovo se ale od dvou r̊uzných kódových slov
lǐśı pouze v pozici jedné. Nemůžeme proto umět chyby opravovat
ani kdybychom věděli, že došlo k právě jedné.
Nav́ıc neuḿıme detekovat tak obvyklé chyby, jako je záměna dvou
sousedńıch hodnot ve slově.
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Definice

Hammingova vzdálenost dvou slov je rovna počtu bit̊u, ve
kterých se lǐśı.

Věta

1 Kód odhaluje r a méně chyb právě, když je Hammingova
vzdálenost kódových slov alespoň r + 1.

2 Kód opravuje r a méně chyb právě, když je Hammingova
vzdálenost kódových slov alespoň 2r + 1.
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Definice

Lineárńı kód je injektivńı lineárńı zobrazeńı g : (Z2)
k → (Z2)

n.
Matice G typu n/k reprezentuj́ıćı toto zobrazeńı v standardńıch
baźıch se nazývá generuj́ıćı matice kódu.

Pro každé slovo u je
v = G · u

p̌ŕıslušné kódové slovo. Pro jednoduchost budeme p̌redpokládat, že
kód p̌ridává dodatečnou informaci a pro konkrétnost tedy, že v má
blokový tvar v = ( Puu ), kde Pu je ona dodatečná informace a u je
původńı vektor. Proto matice G bude ḿıt blokový tvar

G =

(
P
Ik

)
.
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Věta

Je-li g : (Z2)
k → (Z2)

n lineárńı kód s (blokově zapsanou) matićı

G =

(
P
Ik

)
,

potom zobrazeńı h : (Z2)
n → (Z2)

n−k s matićı

H =
(
In−k P

)
má následuj́ıćı vlastnost: slovo v je kódové, právě když H · v = 0.

Důkaz.

Slovo v = ( xy ) je kódové, právě když v = Gy =
(
Py
y

)
, protože v

takovém p̌ŕıpadě jsme schopni původńı slovo y dekódovat z
informačńıch bit̊u. Slovo v je tedy kódové, právě když x = Py , což
je p̌resně podḿınka H( xy ) = 0.
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Matici H z věty se ř́ıká matice kontroly parity p̌ŕılušného
(n, k)–kódu, součinu Hv ř́ıkáme syndrom slova v .

Význam syndromu

Pokud Hv ̸= 0, hledáme co nejbližš́ı kódové slovo, tj. co nejmenš́ı
e tak, aby H(v + e) = 0. Přitom p̌ričteńı jedničky na i-tém ḿıstě
způsob́ı změnu hodnoty p̌resně o i-tý sloupec kontrolńı matice H.
Chceme tedy syndrom Hv vynulovat p̌ričteńım co nejmenš́ıho
počtu sloupc̊u matice H.
V levé submatici máme právě sloupce s jednou jedničkou.
Kdybychom využ́ıvali pouze tyto sloupce (opravovali pouze
kontrolńı bity), poťrebujeme opravit p̌resně tolik bit̊u, kolik
obsahuje syndrom Hv jedniček, nav́ıc p̌resně na stejných pozićıch.
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Kdybychom využ́ıvali pouze tyto sloupce (opravovali pouze
kontrolńı bity), poťrebujeme opravit p̌resně tolik bit̊u, kolik
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Naopak, necht’ h je lineárńı zobrazeńı, jehož matice je tvaru
H =

(
In−k P

)
. Pak můžeme sestrojit lineárńı kód s matićı

G =
(
P
Ik
)
a podle věty pak H bude matice kontroly parity. Jsme

tedy schopni lineárńı kód zadat jeho (lineárńı) kontrolou parity.

Př́ıklad

Jednoduše to lze ilustrovat na klasické kontrole parity, kde
h(x0, . . . , xk) = x0 + · · ·+ xk je zjevně lineárńı s matićı

H =
(
1 1 · · · 1

)
,

kýženého tvaru. Nemuśıme tedy specifikovat matici kódu, tu lze z
matice kontroly parity odvodit.

V daľśı části uvedeme konstrukci polynomiálńıch kódů skrze jejich
matici kontroly parity.
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Jak konstruovat kódová slova, abychom je snadno rozpoznali?
Kontrolu parity jsme už viděli, daľśı triviálńı možnost je prosté
opakováńı bit̊u – nap̌r. (3, 1)–kód bere jednotlivé bity a pośılá je
ťrikrát po sobě.

Docela systematickou cestou je využit́ı dělitelnosti polynomů.
Zpráva b0b1 . . . bk−1 je reprezentována jako polynom
m(x) = b0 + b1x + · · ·+ bk−1x

k−1 ∈ Z2[x ].

Definice

Necht’ p(x) = a0 + · · ·+ an−kx
n−k ∈ Z2[x ] je polynom s a0 = 1,

an−k = 1. Polynomiálńı kód generovaný polynomem p(x) je
lineárńı (n, k)–kód, jehož slova jsou polynomy stupně menš́ıho než
n dělitelné p(x) a jehož kontrola parity je lineárńı zobrazeńı h
pośılaj́ıćı polynom na jeho zbytek po děleńı p(x).
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pośılaj́ıćı polynom na jeho zbytek po děleńı p(x).
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Zobrazeńı h je opravdu lineárńı (zbytek součtu je součet zbytk̊u).
Polynomy stupně menš́ıho než n − k jsou automaticky zbytkem po
děleńı p(x), takže je na nich h identita a matice H je tedy tvaru

H =
(
In−k P

)
,

jak je poťreba.

Sestaveńı matic

Nast́ıńıme nyńı, jak matici P sestavit. Jej́ı prvńı sloupec je zbytek
xn−k a sestává se tedy z koeficient̊u p(x) stupně menš́ıho než
n − k . Daľśı sloupec je zbytkem xn−k+1 = x · xn−k a źıskáme jej
tedy z p̌redchoźıho sloupce vynásobeńım x , p̌ričemž p̌ŕıpadný
výskyt xn−k nahrad́ıme jeho zbytkem, tedy prvńım sloupcem P.
Konkrétně tedy sloupec posuneme dol̊u a p̌ŕıpadná jednička se p̌ri
p̌retečeńı nahrad́ı p̌ričteńım prvńıho sloupce. Takto postupujeme i
pro daľśı sloupce – posouváme p̌redchoźı, p̌ri p̌retečeńı p̌rič́ıtáme
prvńı!



(n, k)–kódy Lineárńı kódy Polynomiálńı kódy
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(n, k)–kódy Lineárńı kódy Polynomiálńı kódy

Př́ıklad

1 Polynom p(x) = 1 + x generuje (n, n − 1)–kód kontroly parity
pro všechna n ≥ 3.

2 Polynom p(x) = 1 + x + x2 generuje (3, 1)–kód opakováńı
bit̊u.

Prvńı tvrzeńı plyne z toho, že 1 + x děĺı polynom v(x) tehdy a jen
tehdy, když v(1) = 0 a to nastane tehdy, když je ve v(x) sudý
počet nenulových koeficient̊u. Druhé je žrejmé.



(n, k)–kódy Lineárńı kódy Polynomiálńı kódy

Matice p̌ŕıslušná k polynomu p(x) = 1 + x + x3 a j́ım určenému
(7, 4)–kódu je

G =



1 0 1 1
1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


.



(n, k)–kódy Lineárńı kódy Polynomiálńı kódy

Přenos slova v ∈ Z2[x ] dopadne p̌ŕıjmem polynomu

u(x) = v(x) + e(x)

kde e(x) je tzv. chybový polynom reprezentuj́ıćı vektor chyby
p̌renosu.

Analýza

Chyba je rozpoznatelná pouze, když generátor kódu p(x) neděĺı
e(x). Máme proto zájem o polynomy, které nevystupuj́ı jako
dělitelé zbytečně často. Připomeňme, že matice kontroly parity
obsahuje ve sloupćıch zbytky po děleńı x i polynomem p(x). Pokud
chceme, aby kód rozpoznal jednoduché chyby, nesḿı matice
kontroly parity obsahovat žádný nulový sloupec – to totiž odpov́ıdá
p(x) | x i . Pokud chceme, aby kód rozpoznal dvojité chyby, nesḿı
matice kontroly parity obsahovat žádný sloupec dvakrát – to totiž
odpov́ıdá p(x) | x i + x j . Při počtu řádk̊u m = n − k , tak může P
obsahovat maximálně n = 2m − 1 sloupc̊u.
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(n, k)–kódy Lineárńı kódy Polynomiálńı kódy

Definice

Ireducibilńı polynom p(x) ∈ Z2[x ] stupně m se nazývá primitivńı,
jestliže p(x) ∤ (1 + xℓ) pro ℓ < 2m − 1, a teprve p(x) | (1 + xℓ) pro
ℓ = 2m − 1.

Věta

Je-li p(x) primitivńı polynom stupně m, pak pro všechna
n ≤ 2m − 1 rozpoznává p̌ŕıslušný (n, n −m)–kód všechny
jednoduché a dvojité chyby.

Důsledek

Je-li q(x) primitivńı polynom stupně m, pak pro všechna
n ≤ 2m − 1 rozpoznává (n, n−m− 1)–kód generovaný polynomem
p(x) = q(x)(1 + x) všechny dvojité chyby a všechna slova s lichým
počtem chyb.
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(n, k)–kódy Lineárńı kódy Polynomiálńı kódy

Tabulka dává o informace o výsledćıch p̌redchoźıch dvou vět pro
několik polynomů:

primitivńı polynom kontrolńı bity délka slova

1 + x + x2 2 3
1 + x + x3 3 7
1 + x + x4 4 15
1 + x2 + x5 5 31
1 + x + x6 6 63
1 + x3 + x7 7 127

1 + x2 + x3 + x4 + x8 8 255
1 + x4 + x9 9 511
1 + x3 + x10 10 1023
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(n, k)–kódy Lineárńı kódy Polynomiálńı kódy

Nástroje pro konstrukci primitivńıch polynomů dává teorie
konečných poĺı. Souviśı s tzv. primitivńımi prvky v Galoisových
poĺıch G (2m).

Ze stejné teorie lze také dovodit p̌ŕıjemnou realizaci děleńı se
zbytkem (tj.) ově̌rováńı, zda je p̌rijaté slovo kódové, pomoćı
zpožd’ovaćıch registr̊u. Jde o jednoduchý obvod s tolika prvky,
kolik je stupeň polynomu.
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