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P¥i pfenosu informace zpravidla dochazi k jeji deformaci. Budeme
pro jednoduchost pracovat s modelem, kdy jednotlivé ¢astecky
informace jsou bud nuly nebo jednigky (tj. prvky v Z,) a
pfenasime slova o k bitech.
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P¥i pfenosu informace zpravidla dochazi k jeji deformaci. Budeme
pro jednoduchost pracovat s modelem, kdy jednotlivé ¢astecky
informace jsou bud nuly nebo jednigky (tj. prvky v Z,) a
pfenasime slova o k bitech.

P¥enosové chyby chceme

© rozpoznavat
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a za tim G&elem p¥idavame dodate¢nych n — k bitl informace pro
pevn& zvolené n > k. Mluvime pak o (n, k)-kodu.

Vech slov o k bitech je 2 a kazdé z nich ma jednoznaéné urtovat
jedno kédové slovo z 2" moZnych. Mame tedy jesté

2n — ok = ok(2n=k 1)

slov, které jsou chybové. Lze tedy tusit, Ze pro veliké kK ndm i maly
pocet pfidanych bitli davd hodné redundantni informace.
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Uplné jednoduchym p¥ikladem je kéd kontrolujici paritu. Kédové
slovo o k + 1 bitech je uréené tak, aby pfidanim prvniho bitu byl
zaruéen sudy pocet jednicek ve slové.
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slovo o k + 1 bitech je uréené tak, aby pfidanim prvniho bitu byl
zaruéen sudy pocet jednicek ve slové.

Pokud p¥i ptenosu dojde k lichému po&tu chyb, pfijdeme na to.
Dvé rizna kédova slova se p¥i tomto kddu vidy lisi alespori ve
dvou pozicich, chybové slovo se ale od dvou rliznych kédovych slov
liSi pouze v pozici jedné. NemiZeme proto umét chyby opravovat
ani kdybychom védéli, Ze doslo k pravé jedné.
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Uplné jednoduchym p¥ikladem je kéd kontrolujici paritu. Kédové
slovo o k + 1 bitech je uréené tak, aby pfidanim prvniho bitu byl
zaruéen sudy pocet jednicek ve slové.

Pokud p¥i ptenosu dojde k lichému po&tu chyb, pfijdeme na to.
Dvé rizna kédova slova se p¥i tomto kddu vidy lisi alespori ve
dvou pozicich, chybové slovo se ale od dvou rliznych kédovych slov
liSi pouze v pozici jedné. NemiZeme proto umét chyby opravovat
ani kdybychom védéli, Ze doslo k pravé jedné.

Navic neumime detekovat tak obvyklé chyby, jako je zdména dvou
sousednich hodnot ve slové.
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Hammingova vzdalenost dvou slov je rovna po&tu bitl, ve
kterych se lisi.
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Hammingova vzdalenost dvou slov je rovna po&tu bitl, ve
kterych se lisi.

© Kod odhaluje r a méné chyb pravé, kdyZ je Hammingova
vzdalenost kédovych slov alespori r + 1.

© Kod opravuje r a méné chyb pravé, kdyZ je Hammingova
vzdalenost kédovych slov alespori 2r + 1.

\,
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Linedrni kédy
[ JeJele]

Linedrni kéd je injektivni linedrni zobrazeni g : (Zp)* — (Z)".
Matice G typu n/k reprezentujici toto zobrazeni v standardnich
bazich se nazyva generujici matice kédu.
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[ JeJele]

Linedrni kéd je injektivni linedrni zobrazeni g : (Zp)* — (Z)".
Matice G typu n/k reprezentujici toto zobrazeni v standardnich
bazich se nazyva generujici matice kédu.

Pro kazdé slovo u je
v=G-u

ptislusné kédové slovo. Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze
kéd pridava dodateénou informaci a pro konkrétnost tedy, Zze v ma
blokovy tvar v = (), kde Pu je ona dodate¢nd informace a u je
ptvodni vektor. Proto matice G bude mit blokovy tvar

o= (i)
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Je-li g : (Z2)* — (Zy)" linedrni kdd s (blokové& zapsanou) matici

5= ()

potom zobrazeni h : (Z3)" — (Z2)"~% s matici

H=(T,x P)

ma ndsledujici vlastnost: slovo v je kodové, pravé kdyZz H - v = Q.
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Je-li g : (Z2)* — (Zy)" linedrni kdd s (blokové& zapsanou) matici

5= ()

potom zobrazeni h : (Z3)" — (Z2)"~% s matici

H=(T,x P)

ma ndsledujici vlastnost: slovo v je kodové, pravé kdyZz H - v = Q.

Slovo v = () je kédové, pravé kdyz v = Gy = (FY), protoZe v
takovém p¥ipad& jsme schopni pivodni slovo y dekddovat z

informacnich bitd. Slovo v je tedy kédové, pravé kdyz x = Py, coz
O

je presn& podminka H(3) = 0.
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Matici H z véty se ¥ika matice kontroly parity p¥ilusného
(n, k)=kédu, souinu Hv ¥ikdme syndrom slova v.
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Pokud Hv # 0, hleddme co nejbliZsi kddové slovo, tj. co nejmensi
e tak, aby H(v 4 e) = 0. P¥itom pfitteni jednitky na i-tém misté
zplsobi zménu hodnoty pfesné o i-ty sloupec kontrolni matice H.
Chceme tedy syndrom Hv vynulovat pfi¢tenim co nejmensiho
podtu sloupcli matice H.
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Matici H z véty se ¥ika matice kontroly parity p¥ilusného
(n, k)=kédu, souinu Hv ¥ikdme syndrom slova v.

Vyznam syndromu

Pokud Hv # 0, hleddme co nejbliZsi kddové slovo, tj. co nejmensi
e tak, aby H(v 4 e) = 0. P¥itom pfitteni jednitky na i-tém misté
zplsobi zménu hodnoty pfesné o i-ty sloupec kontrolni matice H.
Chceme tedy syndrom Hv vynulovat pfi¢tenim co nejmensiho
podtu sloupcli matice H.

V levé submatici mame pravé sloupce s jednou jednickou.
Kdybychom vyuZivali pouze tyto sloupce (opravovali pouze
kontrolni bity), potfebujeme opravit presng tolik bitd, kolik
obsahuje syndrom Hv jedniéek, navic pfesné na stejnych pozicich.
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Naopak, necht h je linedrni zobrazeni, jehoZ matice je tvaru
H= (H,,_k P). Pak mizeme sestrojit linedrni kdd s matici
G= (]ﬁ) a podle véty pak H bude matice kontroly parity. Jsme
tedy schopni linedrni kéd zadat jeho (linedrni) kontrolou parity.
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H= (H,,_k P). Pak mizeme sestrojit linedrni kdd s matici
G= (]ﬁ) a podle véty pak H bude matice kontroly parity. Jsme
tedy schopni linedrni kéd zadat jeho (linedrni) kontrolou parity.

Jednoduse to Ize ilustrovat na klasické kontrole parity, kde
h(xo, ..., Xk) = Xo + - - - + Xk je zjevné linedrni s matici

H=(1 1 - 1),

kyZeného tvaru. Nemusime tedy specifikovat matici kédu, tu lze z
matice kontroly parity odvodit.
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Naopak, necht h je linedrni zobrazeni, jehoZ matice je tvaru
H= (H,,_k P). Pak mizeme sestrojit linedrni kdd s matici
G= (]ﬁ) a podle véty pak H bude matice kontroly parity. Jsme
tedy schopni linedrni kéd zadat jeho (linedrni) kontrolou parity.

Jednoduse to Ize ilustrovat na klasické kontrole parity, kde
h(xo, ..., Xk) = Xo + - - - + Xk je zjevné linedrni s matici

H=(1 1 - 1),

kyZeného tvaru. Nemusime tedy specifikovat matici kédu, tu lze z
matice kontroly parity odvodit.

V dalsi &asti uvedeme konstrukci polynomialnich kédi skrze jejich
matici kontroly parity.



Polynomialni kédy
[ ]

Plan predndsky

© Polynomisini kédy



Polynomialni kédy
00000000

Jak konstruovat kédova slova, abychom je snadno rozpoznali?
Kontrolu parity jsme uz vidéli, dalsi trividlni moznost je prosté
opakovani bitl — nap¥. (3,1)-kdd bere jednotlivé bity a posila je
t¥ikrat po sobé.
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m(x) = by + bix + - + be_1x¥71 € Zs[x].
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Jak konstruovat kédova slova, abychom je snadno rozpoznali?
Kontrolu parity jsme uz vidéli, dalsi trividlni moznost je prosté
opakovani bitl — nap¥. (3,1)-kdd bere jednotlivé bity a posila je
t¥ikrat po sobé.

Docela systematickou cestou je vyuziti délitelnosti polynomi.
Zprava bgb;y ... bx_1 je reprezentovana jako polynom

m(x) = by + bix + - + be_1x¥71 € Zs[x].

Necht p(x) = ag + - - - + an_kX" ¥ € Zs[x] je polynom s ag = 1,
an_kx = 1. Polynomialni kéd generovany polynomem p(x) je
linedrni (n, k)-kéd, jehoZ slova jsou polynomy stupn& mensiho nez
n délitelné p(x) a jehoZ kontrola parity je linedrni zobrazeni h
posilajici polynom na jeho zbytek po d&leni p(x).
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Zobrazeni h je opravdu linedrni (zbytek souttu je soulet zbytki).
Polynomy stupné mensiho neZ n — k jsou automaticky zbytkem po
d&leni p(x), takZe je na nich h identita a matice H je tedy tvaru

H:(]I,-,,k P)7

jak je potfeba.
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Zobrazeni h je opravdu linedrni (zbytek souttu je soulet zbytki).
Polynomy stupné mensiho neZ n — k jsou automaticky zbytkem po
d&leni p(x), takZe je na nich h identita a matice H je tedy tvaru

H:(]In,k P)7

jak je potfeba.

Sestaveni matic

Nastinime nyni, jak matici P sestavit. Jeji prvni sloupec je zbytek
x"~K a sestava se tedy z koeficientii p(x) stupn& mengiho ne¥

n — k. Dal¥i sloupec je zbytkem x"~%+1 = x . x"=k 3 ziskame jej
tedy z pfedchoziho sloupce vyndsobenim x, p¥icemz p¥ipadny
vyskyt x"~% nahradime jeho zbytkem, tedy prvnim sloupcem P.
Konkrétné tedy sloupec posuneme doll a pfipadna jedni¢ka se pfi
preteeni nahradi pri¢tenim prvniho sloupce. Takto postupujeme i
pro dalsi sloupce — posouvame ptedchozi, p¥i pteteleni pfi¢itame
prvni!

A
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@ Polynom p(x) = 1+ x generuje (n, n — 1)-kéd kontroly parity
pro vSechna n > 3.

@ Polynom p(x) = 1 + x + x? generuje (3, 1)~kéd opakovéni
bitd.

Prvni tvrzeni plyne z toho, Ze 1 + x dé&li polynom v(x) tehdy a jen
tehdy, kdyZ v(1) = 0 a to nastane tehdy, kdyZ je ve v(x) sudy
pocet nenulovych koeficientl. Druhé je zfejmé.
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Matice pf¥islugna k polynomu p(x) = 1+ x + x> a jim uréenému
(7,4)-kédu je

()

Il
OO O O R K
OO O M KFE O
O OO KRR
_— O OO, OKF
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P¥enos slova v € Z[x] dopadne p¥{jmem polynomu
u(x) = v(x) + e(x)

kde e(x) je tzv. chybovy polynom reprezentujici vektor chyby
prenosu.
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P¥enos slova v € Z[x]| dopadne p¥ijmem polynomu
u(x) = v(x) + e(x)

kde e(x) je tzv. chybovy polynom reprezentujici vektor chyby
prenosu.

Chyba je rozpoznatelnd pouze, kdyZz generator kédu p(x) ned&li
e(x). Mame proto zdjem o polynomy, které nevystupuji jako
délitelé zbyte¢né &asto. P¥ipomerime, Ze matice kontroly parity
obsahuje ve sloupcich zbytky po d&leni x’ polynomem p(x). Pokud
chceme, aby kéd rozpoznal jednoduché chyby, nesmi matice
kontroly parity obsahovat Zadny nulovy sloupec — to totiz odpovidd
p(x) | x'. Pokud chceme, aby kéd rozpoznal dvojité chyby, nesmi
matice kontroly parity obsahovat Zadny sloupec dvakrat — to totiz
odpovida p(x) | x' + x/. P¥i pottu ¥adkii m = n — k, tak mlze P
obsahovat maximdlné n = 2™ — 1 sloupct.

A
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Ireducibilni polynom p(x) € Z;[x] stupn& m se nazyva primitivni,
jestlize p(x) 1 (1 + x%) pro £ < 2™ — 1, a teprve p(x) | (1 + x*) pro
£=2"—1.
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jestlize p(x) 1 (1 + x%) pro £ < 2™ — 1, a teprve p(x) | (1 + x*) pro
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Je-li p(x) primitivni polynom stupné m, pak pro vsechna
n < 2™ — 1 rozpoznavd pfislusny (n,n — m)—kdd vSechny
Jjednoduché a dvojité chyby.
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Ireducibilni polynom p(x) € Z;[x] stupn& m se nazyva primitivni,
jestlize p(x) 1 (1 + x%) pro £ < 2™ — 1, a teprve p(x) | (1 + x*) pro
£=2"—1.

Je-li p(x) primitivni polynom stupné m, pak pro vsechna
n < 2™ — 1 rozpoznavd pfislusny (n,n — m)—kdd vSechny
Jjednoduché a dvojité chyby.

Dusledek

Je-li g(x) primitivni polynom stupné m, pak pro vsechna

n < 2™ —1 rozpozndvd (n,n — m — 1)—kdd generovany polynomem
p(x) = q(x)(1 + x) v3echny dvojité chyby a viechna slova s lichym
poctem chyb.
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Tabulka dava o informace o vysledcich p¥edchozich dvou vét pro
nékolik polynomd:
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Tabulka dava o informace o vysledcich p¥edchozich dvou vét pro
nékolik polynomd:

primitivni polynom  kontrolni bity délka slova

14 x+ x? 2 3

1+ x+x3 3 7

14+ x+ x* 4 15

14+ x2+x° 5 31

14 x4+ x° 6 63
1+x3+x7 7 127

14+ x2+x3 4 x4+ x8 8 255
1+x*+x° 9 511

1+ x3+x10 10 1023



Ndstroje pro konstrukci primitivnich polynom{i dava teorie
kone&nych poli. Souvisi s tzv. primitivnimi prvky v Galoisovych
polich G(2™).
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Ndstroje pro konstrukci primitivnich polynom{i dava teorie
kone&nych poli. Souvisi s tzv. primitivnimi prvky v Galoisovych
polich G(2™).

Ze stejné teorie Ize také dovodit pFfijemnou realizaci délenfi se
zbytkem (tj.) ov&Fovani, zda je pFijaté slovo kddové, pomoci
zpozd ovacich registrii. Jde o jednoduchy obvod s tolika prvky,
kolik je stupen polynomu.
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