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Motivace
[ Jelele]e]

Kombinatorika = uméni pocitat

Casto potfebujeme umét spotitat, kolika moznymi zpiisoby se néco
miZe stat!

Nebyva to jednoduché a nasim cilem nyni bude vybudovat zakladni
prostfedky pro feseni uloh obdobnych témto:

Analyza algoritmi: Nap¥. chceme zjistit otekdvany pocet
porovnani béhem algoritmu Quicksort.
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Casto potfebujeme umét spotitat, kolika moznymi zpiisoby se néco
miZe stat!

Nebyva to jednoduché a nasim cilem nyni bude vybudovat zakladni
prostfedky pro feseni uloh obdobnych témto:

Analyza algoritmi: Nap¥. chceme zjistit otekdvany pocet
porovnani béhem algoritmu Quicksort.

Odvozeni Cayleyho formule: Chceme znat pocet riiznych stromi
na danych n vrcholech.
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Quicksort — analyza prlimérného p¥ipadu

Ukézka implementace (divide and conquer):

if L= []: return []

return gsort([x for x in L[1:] if x < L[O0]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x >= L[0]]
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Quicksort — analyza prlimérného p¥ipadu

Ukézka implementace (divide and conquer):

if L= []: return []

return gsort([x for x in L[1:] if x < L[O0]])
+ L[0:1]
+ gsort ([x for x in L[1:] if x >= L[0]]

@ Polet porovnani p¥i rozd&leni (divide): n — 1.
@ (Ptedpoklad ndhodnosti): Pravdépodobnost toho, Ze prvek
L[0] je k-ty nejvétsi, je %
© Velikost t¥idénych poli ve fazi conquer: k —1 a n— k.
Pro stfedni hodnotu poltu porovnani tak dostdvame rekurentni
vztah:

1
Cn:n—l—l—ZE(Ck_l—i-Cn_k).
k=1
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"1
Cn:n—l—i-ZE(Ck,l—i-Cn,k), Co=0.

n
C,=n—1+ g Z Ci_1 symetrie obou sum
n
n
nChp=n(n—1)+2 Z Ci_1 vyndsob n
k=1
(n—1)Ch1 = (n—1)( )+ 22 Ci_1 tentyZ vyraz pro C,_1

nCp,=(n+1)Cho1 +2(n— 1) odelteno a upraveno
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nC,=(n+1)C-1+2(n—1)

PYestoZe jsme jiZz rekurenci vyrazné zjednodusili, takZze je moZné
jednoduse iterativné hodnoty C, dopoditat, je &asto Zadouci tyto
hodnoty konkrétn& (nebo alespoii pfiblizn&) vyjadFit explicitn& jako
funkci n.
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VyteSeni rekurence

nC,=(n+1)C-1+2(n—1)
PYestoZe jsme jiZz rekurenci vyrazné zjednodusili, takZze je moZné
jednoduse iterativné hodnoty C, dopoditat, je &asto Zadouci tyto
hodnoty konkrétn& (nebo alespoii pfiblizn&) vyjadFit explicitn& jako
funkci n.
Nejprve si pomiizeme drobnym trikem, kdy vydélime obé& strany
vyrazem n(n+1):

C,, N C,,,l 2(”*1)
n+1  n n(n+1)

Nyni tento vztah ,rozbalime" (telescope, p¥ip. si pomizeme
substituci B, = C,/n+ 1):
C 2(n—1 2(n—2 2-1 C
), _2An-1) 20-2) 21 G
n+1 n(n+1) (n—1)n

"T2.3" 2
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Odkud

C = k

R . —
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Vyraz se¢teme napf. pomoci rozkladu na parcidlni zlomky
k 2 1
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(Hn = Y_4_1 % je souget prvnich n €lenii harmonické Yady).
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VyteSeni rekurence

Odkud .
C - k
" _9 Z S
n+1 — (k+1)(k+2)
Vyraz se¢teme napf. pomoci rozkladu na parcidlni zlomky

k -2 _ 1
m = % k+1 a dostaneme

Ch 1
—2(Hpr -2+ ——
n+1 (n+l +n+1)7

odkud
Ch=2(n+1)Hpt1 —4(n+1)+2

(Hn = Y_4_1 % je souget prvnich n €lenii harmonické Yady).
P¥itom je mozné odhadnout H, ~ 1" d7X + v, odkud

Co~2(n+1)(In(n+ 1)+ —2) +2.
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Pravidlo souctu a soudinu

Vyluéujici se moznosti s¢itdme, vzdjemné nezavislé a soutasné se
vyskytujici pfipady se ndsobi.
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Pro pocet variaci plati

v(in,k)=n(n—1)---(n—k+1)

pro viechny 0 < k < n (a nula jinak).

Urcete, kolika zplsoby Ize z 15 poslanci vybrat ¢tyfélennou komisi,
neni-li moZné, aby jisti 2 poslanci pracovali spolu.

Vysledek je (V) — (%)) = 1287.
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Kombinace a variace s opakovanim

Necht je mezi n danymi prvky p; prvki prvniho druhu, po prvki
druhého druhu, ..., px prvki k-tého druhu,

p1+ p2+ -+ px = n, potom pro polet porfadi téchto prvki s
opakovanim, P(pi,...,pk), plati

n!

P ]_,..., k = .
(p Pk) PR
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(o] lelele]e)

Kombinace a variace s opakovanim

Necht je mezi n danymi prvky p; prvki prvniho druhu, po prvki
druhého druhu, ..., px prvki k-tého druhu,

p1+ p2+ -+ px = n, potom pro polet porfadi téchto prvki s
opakovanim, P(pi,...,pk), plati

n!

P ]_,..., k = .
(p Pk) PR

Pro variace k-tého stupné s opakovanim z n prvki plati

V(n, k) = n*.
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Pro kombinace s opakovanim, C(n, k), plati

Pocet kombinaci s opakovanim k-té ttidy z n prvki je pro vsechna
0<kalO<n

C(n k) = <"+:_1>.
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Princip inkluze a exkluse

UvaZujme obecnou koneénou mnozinu M a jeji podmnoZiny
A1,...,Ak. Budeme psat |M| pro polet prvki mnoZiny M, tj. pro
mohutnost mnoziny M.

k
M\ LAY = M+ (1Y X a0 ay)).

1<i <--<ij<k
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DokaZeme (pokud moZno kombinatorickou dvahou):

n
1 1
Aritmetick4 Fada Z K — ”(”;) _ (”;L )

-1
Geometrickd fada Z X

Tx—1

n
Binomicka véta (x+y)= Z (Z) xkyn=k
k=0
n
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P¥iklady kombinatorickych rovnosti

DokaZeme (pokud moZno kombinatorickou dvahou):

n
1 1
Aritmetick4 Fada Z K — ”(”;) _ (”;L )

-1
Geometrickd fada Z X

Tx—1

n
Binomicka véta (x+y)= Z (Z) xkyn=k
k=

0
n
k 1
Horni binomick4 fada Z ) = <n + 1>
o \ m+
m

+n ~ (m n
k 1 =
Vandermondova konvoluce < , ) ;) <k) (r — k)
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Odkazovaci strategie

Ve vézeni je 100 véziid s &isly jedna az sto. V uzaviené mistnosti je
100 krabitek s &isly jedna aZ sto a v kaZdé z nich ndhodné&
rozdélené papirky s &isly také 1 az sto. Do mistnosti budou po
jednom postupné vchazet vézni a kazdy smi otevfit 50 krabic, vézni
pritom spolu nekomunikuji. Jestlize kazdy z nich najde svoje &islo,
vdechny pusti, v opaéném p¥ipadé& viechny popravi.

Doporulte néjakou rozumnou strategii pro vézné ...
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Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné

potrebuji a doplriuji.
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Mame v penéZzence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme minerdlku za 22
K&. Kolika zplisoby to umime, aniZ bychom ztratili pfeplatek?
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Mé&lo by byt zfejmé, Ze hledany polet Yeseni je diky

(Cauchyovskému) zptisobu ndsobeni polynomu pravé koeficient
u x?2 ve vysledném polynomu.
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Hleddme zjevné &isla i, j a k takova, Ze i + j + k = 22 a zaroveii
i€{0,1,2,3,4}, j€{0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.

UvaZme sou&in polynomi (tfeba nad redlnymi &isly)

(x4 3 x) (PP x4 x4 xB4xA0) (O 4x 5 4 x 104 x1P).

Mé&lo by byt zfejmé, Ze hledany polet Yeseni je diky

(Cauchyovskému) zptisobu ndsobeni polynomu pravé koeficient

u x%2 ve vysledném polynomu. Skuteén& tak dostdvame Etyf¥i

moznosti 3 x5+3x2+1x1,3x5+2x%x2+3x%x1,
2Xx54+b5x24+2%x1a2xb54+4x2+4x1:
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postup Ize ale s vyhodou zobecnit.
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Hledame p¥irozena ¢&isla ai, ap, as, a1p, azo a asp takova, Ze a; je
nasobkem i pro vdechna i € {1,2,5,10,20,50} a zarovefi

a1 + ax + as + a10 + azo + asop = 100. Podobné jako vy3e je vidét,
Ye pozadovany potet lze ziskat jako koeficient u x190 v

A+x+x2+. )0 +x2+x+.. )0+ +x19+..)
A+ x4+ X0 4+ YA+ x4+ x4 )A+ X0 x100 )
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u x190 &im¥ se op&t dostaneme k polynomiim (nicmén& nekonena
geometricka fada ma jednodu¥¥i vzorec pro soulet!).
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V krabici je 5 ¢ervenych, 10 modrych a 15 bilych mi¢kd, micky
stejné barvy pfitom nelze rozeznat. Kolika zplisoby je mozné vybrat
soubor 7 mi¢kl k vyzkouseni? A o kolik miii to bude, kdyZ chceme
aspofi 1 &erveny, aspoii 2 modré a aspori 3 bilé?
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nekonecnou ¥adu; pfitom ale neni problém vSechny vypocty kon&it
u x190 &im¥ se op&t dostaneme k polynomiim (nicmén& nekonena
geometricka fada ma jednodu¥¥i vzorec pro soulet!).

V krabici je 5 ¢ervenych, 10 modrych a 15 bilych mi¢kd, micky
stejné barvy pfitom nelze rozeznat. Kolika zplisoby je mozné vybrat
soubor 7 mi¢kl k vyzkouseni? A o kolik miii to bude, kdyZ chceme
aspofi 1 &erveny, aspoii 2 modré a aspori 3 bilé?

Hledany potet je roven koeficientu u x’ v soutinu

(T+x+x2+ X)L +x+ x4+ +x0) (1 x+ 52+ +xP).




Vytvotujici funkce
(e]e] lele]

Drobny rozdil je v tom, Ze se nyni nejednd o polynom, ale
nekonecnou ¥adu; pfitom ale neni problém vSechny vypocty kon&it
u x190 &im¥ se op&t dostaneme k polynomiim (nicmén& nekonena
geometricka fada ma jednodu¥¥i vzorec pro soulet!).

V krabici je 5 ¢ervenych, 10 modrych a 15 bilych mi¢kd, micky
stejné barvy pfitom nelze rozeznat. Kolika zplisoby je mozné vybrat
soubor 7 mi¢kl k vyzkouseni? A o kolik miii to bude, kdyZ chceme
aspofi 1 &erveny, aspoii 2 modré a aspori 3 bilé?

Hledany potet je roven koeficientu u x’ v soutinu

(T+x+x2+ X)L +x+ x4+ +x0) (1 x+ 52+ +xP).

KdyZz mame predepsany néjaky pocet jako nejmensi moZny, prosté
zacneme az od pfislusnych mocnin.




Vytvotujici funkce
00080

Vyuzitim operaci s polynomy lze velmi snadno odvodit také
nékteré kombinatorické vztahy, které zname jiz z d¥ivéjska.
VyuZijeme pFitom binomickou vétu.



Vytvotujici funkce
00080

Vyuzitim operaci s polynomy lze velmi snadno odvodit také

VyuZijeme pFitom binomickou vétu.

Véta (binomicka)

Pron e N ar eR plati

En: <Z>xk = (14x)".

k=0

Na pravou stranu se miZeme divat jako na sou&in n polynomf,
leva je zdpisem polynomu vzniklého jejich rozndsobenim.



Vytvotujici funkce
00080

Vyuzitim operaci s polynomy lze velmi snadno odvodit také

VyuZijeme pFitom binomickou vétu.

Véta (binomicka)

Pron e N ar eR plati

En: <Z>xk = (14x)".

k=0

Na pravou stranu se miZeme divat jako na sou&in n polynomf,
leva je zdpisem polynomu vzniklého jejich rozndsobenim.
Dosazenim ¢&isel x = 1, resp. x = —1 dostdvame zndmé vzorce:

Dusledek




Vytvotujici funkce
Q000e

Podivdme se ted na ob& strany v binomické v&t& ,spojityma
o¢ima" a s vyuZitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombina&nimi Zisly.

Disledek

Plati




Vytvotujici funkce
Q000e

Podivdme se ted na ob& strany v binomické v&t& ,spojityma
o¢ima" a s vyuZitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombina&nimi Zisly.

Disledek

Plati

Na obé strany binomické véty se podivame jako na polynomidlni
funkce. Derivaci levé strany dostaneme n(1 + x)"1, derivaci pravé
strany (Zlen po &lenu) pak Y _; k(})x*~1. Dosazenim x =1
dostaneme tvrzeni. O
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