Kapitola 1

Délitelnost v Z, nejvétsi spolecny
délitel, Bézoutova rovnost

1.1 Opakovani z prednasky

Necht d, n € Z. Rekneme, ze d déli n, pokud 3k € Z takové, ze n = d - k. PiSeme d | n
Také fikame, Ze n je délitelné d. Snadno se vidi, Ze n | n a pokud d | n a n | m, pak d | m.
Jedn4 se tedy o pfedusporfaddéni na mnoziné celych ¢isel. Déle plati, Ze pokud a | b a b | a,
pak b = +a. AZ na znaménko se tedy jednd o usporadani.

Nejvétsim spolecngm délitelem dvou &isel a, b € Z rozumime takové d € Z, ze d | a,
d | b a kazdé c € 7Z spliujici ¢ | a a ¢ | b spliiuje také ¢ | d. Jedn4 se o spoleéného délitele
nejvétsiho vzhledem k relaci |.

Véta. Pro a, b € Z existuje jejich nejvetsi spolecny delitel.

Tohoto délitele zapisujeme nsd(a, b), ged(a, b) nebo jen (a,b). Je uréen jednoznacéné az
na znaménko.

Diikaz — Eukleiduv algoritmus. Délime vétsi ¢islo mensim se zbytkem. V néasledujicim kroku
vzdy vezmeme za novy délenec délitel z predchoziho kroku a za novy délitel zbytek z pred-
choziho kroku. ProtoZe se zbytky zmensSuji (vici délitelnosti), po koneéném pocétu kroku
dostaneme za zbytek nulu a algoritmus se zastavi. Posledni nenulovy zbytek je nejvétsim
spolecnym délitelem.

Protoze pri ziskavani zbytku se odecitaji nasobky délence, neméni se spolecni délitelé,
tedy ani nejvétsi spoleény délitel. O

Pokud (a,b) = 1, nazyvame tato ¢isla nesoudélngmi. Uvedeme nékteré vlastnosti nej-
vétsiho spole¢ného délitele:
(a,b) = (b,a) (1.1)
(a,b) = (a,b+ ak) :
(a,b) =1= (a,bc) = (a,c) (1.3)
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Vlastnost (1.2)) vlastné odpovidé Eukleidovu algoritmu.

Véta (Bézoutova rovnost). Necht m, n € Z. Oznac¢me d := (m,n). Poté existuji p, q € Z
takové, Ze pm + q,n = d.

Pozndmka. Koeficienty p a q, nazyvané Bézoutovymi, nejsou uréeny jednoznacéné. Existuje
totiz nekoneéné mnoho dvojic ¢isel r a s takovych, ze rm + sn = 0 (napiiklad r = kn,
s=—kmprokeZ).Pakd=(p+7)m+(qg+s)n.

Diikaz. Koeficienty lze zjistit zpétnym dosazovanim do Eukleidova algoritmu. Nejvétsi spo-
lecny délitel si vyjadiime jako rozdil délence a nasobku délitele. Poté si vyjadiujeme délence
pomoci predchozich kroku algoritmu. O

Nejvétsiho spole¢ného délitele i Bézoutovy koeficienty pro ¢isla m, n lze spocitat také

upravou matice
1 0 m
01 n

elementarnimi fddkovymi Gpravami (nad Z! — tedy jen pfi¢tenim k-nésobku jednoho fadku
k druhému, prohozenim fadka a vynasobenim jednoho fadku invertibilnim cislem, tedy

+1) do tvaru
p qgd
r s 0

kde pm 4+ gn = d = (m,n) a rm + sn = 0. Béhem provddéni dprav ve tfetim sloupci
provadime vlastné Eukleidiav algoritmus, tudiz d je skutecné (m,n). Navic elementérni
radkové tpravy zachovavaji tu vlastnost, Ze souc¢tem m-nasobku prvniho sloupce a n-na-
sobku druhého sloupce dostaneme treti sloupec, z ¢ehoz je vidét, Ze p a ¢ jsou skutecné
Bézoutovy koeficienty.

1.2 Priklady resené na cvicCeni
Priklad 1.1. Dokazte, Ze pro vsechna cela Cisla n plati
e n? dava zbytek 0 nebo 1 po déleni 4,
o n? d4va zbytek 0, 1 nebo 4 po dé&leni 8.

Reseni. Obecnd mame-li uréovat zbytek vyrazu f(n) po déleni d, musime uvazovat n = d k,
n=dk+1,...,n=dk+ (d—1). V nékterych pripadech si mizeme situaci zjednodusit
znalosti vyrazu f(n). Protoze (dk + ¢)? = d*k® + 2d k ¢ + ¢, stadi uvaZovat d' takové, Ze
d”? i 2d’ jsou délitelné d.

e Stadi uvaZovat n =2k nebon =2k + 1. Pak

n? = (2k)% = 42



nebo
n*=02k+1)?=4k>+4k+1=4(k*+k)+1
tedy zbytek n? po déleni 4 je skutetné 0 nebo 1.

o 7 pfedchoziho bodu bychom mohli jiz vyvodit, %e zbytek n? po d&leni 8 je 0, 1, 4
nebo 5. Na dilkaz budeme potiebovat uvazovat n =4k, n=4k+1, n = 4k+2 nebo
n =4k — 1 (posledni protoze 4k +3 =4(k+1) — 1). Pak

n® = (4k)* = 16 k* = 8 (2k?),
n*=4k+1)?=16k>+8k+1=82k*+k)+1,
n?=(4k+2)?=16k>+16k+4=8(2k* +2k) +4

nebo
n*=(4k—-1)=16k>-8k+1=8(2k*— k) + 1.
Zbytek po déleni n? osmi je tedy skutecné 0, 1 nebo 4.

A

Priklad 1.2. Najdéte nejvétsiho spolecného délitele cisel 89, 55 a cisel 157, 58.
Reseni. Pouzijeme Eukleidfiv algoritmus. Délime postupné se zbytkem.

89 =55-1+34 157 =58 -2+ 41

55 =34-14+21 58 =41-1417

34=21-1+13 41 =17-2+7

21=13-1+8 17=7-2+3

13=8-1+5 7T=3-2+1

8=5-1+3 3=1-3+4+0

5=3-1+2

3=2-1+1

2=1-2+0
Vidime, Ze (89, 55) =1 a (157,58) = 1. Obé dvojice ¢isel jsou nesoudélné. A

Pozndmka. Vypocet Eukleidova algoritmu je nékdy mozné zkratit uzitim zapornych zbytki.
Vzdy pak vybirame zbytek s mensi absolutni hodnotou. V ptipadé cisel 89 a 55 se vypocet
zkrati vyrazné.

89=255-2-21

95=21-3-8

21=8-3-3
8=3-3-1
3=1-34+0
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Priklad 1.3. Nejdéte nejvétsiho spoleéného délitele a Bézoutovy koeficienty pro dvojice
¢isel 157, 58 a 123, 91.

Reseni. Vezméme si vypocet (157, 58) Eukleidovym algoritmem a vyjadiime si zbytky.

157 =58 -2 441 ~ 41 =157 —2- 58
58 =41-1417 ~ 17 =58 — 41
41=17-247 ~ 7T=41-2-17
17=7-2+3 ~ 3=17-2-7
7T=3-2+1 ~ 1=7-2-3

Nésledné pocitame

(157,58) =1=7—-2-3=7-2-(17—-2-7)=5-7—2-17 =
=5.(41—-2-17)—2-17=5-41—-12-17 =
—=5.41—12-(58 —41) =17-41 —12-58 =
=17- (157 —2-58) — 1258 = 17 - 157 — 46 - 58.

Miuzeme také pocitat metodou upravy matic.
1 0 157 1 -2 41 1 -2 41 3 -8 7
0 1 58 0 1 58 -1 3 17 -1 3 17
(3 -8 7 N 17 —46 1 N 17 —46 1
-7 19 3 -7 19 3 —58 157 0

Vidime, 7e 17 - 157 — 46 - 58 = 1 = (157,58) a —58 - 157 + 157 - 58 = 0. Pro druhou dvojici
¢isel 123 a 91 pocitdme jiz jen Gpravou matic.

10 123y (1 =132\ (1 -1 32)
01 91 0 1 91 -3 4 =5
(-1 23 2y (=17 23 2\ (=91 123 O0) (37 =50 1
-3 4 -5 =37 50 -1 =37 50 -1 -91 123 O
Tudiz 37-123 —50-91 =1 = (123,91) a —91 - 123+ 123-91 = 0. A

Piiklad 1.4. Zjistéte, pro kterd n € N je é&islo n® — n2 + 2n + 1 délitelné &slem n — 2.

Reseni. Divdme se na vyrazy jako na polynomy. Pak miizeme vyuzit metodu déleni poly-
nomu se zbytkem. Plati

n—n?+2n+1=(Mn-2)(n*+n+4)+9.

Jisté n — 2| (n—2) (n? +n+4). M&-li n — 2 délit n® —n? +2n + 1, musi délit také rozdil
n*—n?4+2n+1—(n—2)(n®+n+4) =9. Tedy hleddme, kdy n —2 déli 9. Pron—2> 9
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to jisté neplati (a | b = a < b), stadi tedy uvazovat n < 11. Vidime, Ze pak to je jen pro

n € {1,3,5,11}.
Pokud bychom uvazovali ilohu pro vSechna celd ¢isla, mohli bychom ziskat podobné
omezeni zdola (n > —7) a n by mohlo byt jesté —1 nebo —7. A

Priklad 1.5. Zjistéte pro kterda n € N je 7n + 1 délitelné 3n + 4.

Reseni. Predpoklddejme, 7e 3n+4 | 7Tn+ 1. Jisté 3n+4 | —6n—8. Pak 3n+4 | (Tn+
+4) — (6n+8) =n — 7. Posloupnosti 3n + 4 a n — 7 jsou aritmetické, pficemz 3n + 4
roste rychleji nez n — 7. Pokud budou obé kladné a 3n +4 > n — 7 pak n — 7 (a tudiz
ani 7n + 1) nebude délitelné 3n + 4. To nastane pro n > 8. Staci otestovat délitelnost pro
n=1, ..., 7. ZapiSeme si hodnoty do tabulky.

n 1 2 3 | 4|5 6 | 7
3n+4 | 7 |10 | 13|16 | 19 | 22 | 25
n—7|—-6|-5|-4|-3|-2|-1|0

Vidime, Ze pouze pro n = 7 bude 3n+4 délit 7n+1. Skuteéné 3-7+4 = 25 déli 7-7+1 = 50.
UvazZovali-li bychom tlohu pro cel4 éisla, ziskali bychom podobné i omezeni zdola (musi
byt n > —5) a zjistili bychom, Ze n mizZe byt jesté —1 nebo —3. A

Piiklad 1.6. Najdéte nejv&tsiho spole¢ného délitele &isel 23 — 1 a 228 — 1.

Resend. Poéitani s &sly by bylo naro¢né, miizeme vSak tlohu zobecnit a poéitat nejvétsiho
spole¢ného délitele polynomt n% — 1 a n®® — 1. Jejich hodnoty v 2 jsou totiZ pravé nase
¢islal] Hodnota nejvétstho spole¢ného délitele téchto polynomt v 2 bude tak nejvétsim
spolecnym délitelem téchto cisel. Poc¢itame Eukleidovym algoritmem

n63_1= (n28_1)(n35+n7)+n7_1
n28_1: (n7_1)(n21+n14+n7+1)+0
pricemz druhé rovnost je vlastné vzoreckem pro c¢asteény soucet geometrické rady s kvo-

cientem n”. Plat{ tedy n” — 1 = (n% — 1,n? — 1) a tedy (2% — 1,228 — 1) = 127. Navic
méme i koeficienty Bézoutovy rovnosti: 127 = (2% — 1) — (235 4 27) (228 — 1). A

Priklad 1.7. Oznacéme F;, ¢leny Fibonacciho posloupnosti, tj. Fy := 0, F; :=1a F, =
=F,_1+ F, —2 pron Z 2. Spoéitejte (Fn, Fn—l); (Fn,Fn_z), (Fn,Fn_3), (Fn, Fn_4).

Resend. (F,, F,, — 1) uréime indukcf vGéi n. Pokud n = 1, mdme (Fy, Fp) = (1,0) = 1.
Predpoklddejme, 7e n > 2 a pro vSechna m < n je (F,, F,_1) = 1. MiZeme pouzit
rekurentni vztah.

(Fay Fac1) = (Foot + g, Ft) 2 (Foeg, Fust) 201 (1.4)

!Samoziejmé bychom mohli poéitat rovnou s &iselnymi vyrazy stejné jako s polynomy,



Dva po sobé jsouci ¢leny Fibonacciho posloupnosti jsou tedy nesoudélné. Aby davaly ostatni
vyrazy smysl, musi byt n > 2, takZe muzeme rovnou pouzit rekurentni vztah.

(Fny Frng) = (Fu1 + Foog, Frmg) = (Fpo1, Frz) = 1

Déle pocitdme podobné

(1.2
(Fn7 Fn—3) = (Fn—l + Fn—27 Fn—3) = (2 Fn—Z + Fn—3a Fn—3)

) ) 2 F,_ s
= (2Fpes, Frg) B2 (2,1, ) = 3 5UdE ) )
1 F,_3 liché

(FnaFn—4) (2Fn—2 +Fn—3aFn—4) = (3Fn—3 +2Fn—4aFn—4)

@©3), (T2 3 3| F,-
= (3 Fn—3a Fn—4) "" (37 Fn—4) = .o | ‘
1 jinak

A
Dodatkova tloha. Dokaite, Ze pro m, n € N plati (Fi,, F,) = Fimn)-

P| Nejprve dokdZeme pomocn4 tvrzeni.

i) Plati
0 1\"_ (F... F,
11 “\FE F.

coz dokazeme indukci. Pro n = 1 tvrzeni plati. Predpokladejme platnost pro n, do-
kazeme ji pro n + 1.

0 1\"" _ (0 1\" (0 1\ip (Fy F,\ (0 1)_
11 11 1 1) \F, F,u 1 1)
_ Fn Fn—1+Fn _ Fn Fn+1
Fn+1 Fn+Fn+1 Fn+1 Fn+2
ii) Plati Fypyn = Fino1 Fn + Fp Foy1 = Fpy1 Fy + F Fy_1. Toto dokdZeme z [i). Mdme
totiz

Frint Fuen \ _ (0 1\ 0 (0 1\™ (0 1\"p
Foin Fpini)  \1 1 11 1 1)~
_ Fm—l Fm . Fn—l Fn _ Fm—lF—1+Fan Fm—an+Fan+l
B Fm Fm+1 Fn Fn+1 B Fan—1+Fm+1Fn Fan+Fm+1Fn+1

pri¢emz pozadované rovnosti najdeme na antidiagonéle.

2Podle https://www.cut-the-knot.org/arithmetic/algebra/FIbonacciGCD.shtml.
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iii) F,, déli F,, . Toto dokdZeme indukei viéi k. Pro k = 1 (nebo k = 0) tvrzeni plati —
F,. | F,. | 0. Pfedpoklddejme, Ze F,, | F,,,x a poCitejme

i)
Fm(k+1) = ka-l—m kaFm—H + Fr Frng—1
pricemz F;,, déli oba scitance vpravo podle indukéniho predpokladu.

iv) (Fm, Fink+1) = 1. Toto je disledkem [iii), mame tedy F,,, = F,, - d pro néjaké d. Déle
méme podle (1.4) Bézoutovu rovnost (Fx, Fink+1) =1 =k Fp1 +1- Fpp =k -
g1+ 1-d-F.

Bez Gjmy na obecnosti polozme n = m k + r. Pocitejme

i) i), (1-2)
(Fm> Fn) = (Fma ka+'r) (Fm, Fok B+ Fok Fr_l)
= (Fma ka—l—l Fr) , (Fm, Fr)

coz je vlastné Eukleiduv algoritmus pro indexy Fibonacciho posloupnosti. Po konecné
mnoha krocich bychom tedy dospéli k tomu, Ze (Fi, Fn) = (Fimn), Fo) = Fimmn), COZ
jsme méli dokazat.

Z dokéazeného bychom mohli vyfesit predchozi (mirné pozménénou) tdlohu. MuZeme
napiiklad Tict, ze (Fr, Fot1) = Finnt1) = Fin1) = F1 = 1. Podobné (F,,, 1) = Fina) =1,
jelikoz Fy = Fy = 1. (Fy, Fry3) = Fln3) coz je F1 = 1 nebo F3 = 2. (Fy,, Fry4) = Flp ), coZ
je Fy = F5 =1 nebo F, = 3. Déle mtuzeme napiiklad fict, ze (F,, Fo,) = F,. A
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