Kapitola 2

Kongruence, modularni inverze

2.1 Opakovani z prednasky
Piirozené &slo n nazveme prvocislem, jsou-li jeho déliteli pouze 1 a p. Cislo, které neni
prvocislem nazyvame sloZengm. Mnozinu vSech prvocisle znacime zpravidla P.

Véta (Zékladni véta aritmetiky). Libovolné ¢islo n € N lze rozloZit na soucin prvocisel,
a to jednoznacné aZ na poradi ciniteli.

Pozndmka. Prvocislo p je souCinem jediného prvocisla, 1 je souCinem prazdné mnoziny
prvocisel.

Déavaji-li a a b stejny zbytek po déleni m, nazyvame je kongruentnimi modulo m, coz
piSeme a = b (mod m). Mame nésledujici charakterizaci kongruence.

a=b (modm) <= a=b+mkpronéjakék€Z < m|a—b

Dale je kongruence modulo m reflexivni, tj. a = a, symetrickd, tj. a = b = b = a, a
tranzitivni, tj. a = b a b = ¢ dava a = c. Jedna se tedy o relaci ekvivalence. Déle plati a = b
(mod m) davd a = b+ k- m (mod m).

Kongruence podle téhoz modulu lze s¢itat a nasobit stejnym cislem, lze je nasobit i
umocnit na totéz ¢islo. Déle je-li (m, k) = 1, pak

ak=bk (modm)=a=0b (modm).

Pro n | m ndm kongruence modulo m déva kongruenci modulo m. Obréicené dostavame
m/n riznych feSeni, a = bneboa=b+n, ..., a =b+ (m/n— 1)n (mod m). Déle je-li
[m1, mse] = mlmy/(my, ms), mame

a=b (modm;)i (modms) <= a=0b (mod [my,ms]).
Stejnym cislem muzeme néasobit i délit obé strany a modul, tj.
a-k=b-k (modm-k) <= a=b (modm).
Cislo b nazyvame inverzi k &islu a modulo m (nebo také moduldrni inverzi), jestlize

a-b=1 (mod m).
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Véta. Moduldrni inverze k a modulo m ezistuje jedind prdvé tehdy, kdyz (a,m) = 1.

Diikaz. Zobrazeni nasobeni a je diky vlastnosti déleni kongruenci injektivni, mé tedy zbyt-
kova tfida reprezentovatelna vzor. Protoze je pocet tfid m, jedna se o bijekci a vzor je
jediny.

Obracené, pokud jsou a a m soudélné, nasobeni a neni injektivni a nulova tfida ma
nenulovy vzor. Existuje tedy nenulové b tak, 7e a - b = 0 (mod m) a inverze nemuze
existovat. O]

Véta (Cinsks zbytkova véta (Sun-Tsu)). Necht my, ...my € N jsou po dvou nesoudélné.
Poté md soustava
z=c¢ (modm;)

proi=1, ..., k, ¢c; € Z jediné reSeni modulo my - - - - - my.

2.2 Priklady resené na cviceni
Piiklad 2.1. Najdéte zbytek po déleni &isla 53 &islem 91, to samé pro 53900000,

Reseni. Mizeme poditat mocniny 5 modulo 91. Méme 5% = 25, déle

53 =125 =34 5% =47.5=235=—38
5%°=34.-5=170= —12 59 =-38-5=-190 = —8
55=-12-5=—60=31 510=_8.5=—40
50=31-5=155=64 5= —40-5=—200 = —18
5 =64-5=320 =47 52=-18-5=-90=1

vSe modulo 91. Vime tedy, Ze 5'> =1 (mod 91), tudiz
5% = (52)° -5 =5 =64 (mod 91).

Jelikoz 3000000 je délitelné 12, mame rovnou 53900 =1 (mod 91). A
Jiné reseni. Mame rozklad 91 = 7 - 13. Vime, zZe

52=—-1 (mod 13) = 5% =(-1)* = -1 (mod 13)
=-22a2"=1 (mod7)=5=(-2°=2"=1"=1 (mod 7)

TudiZ je 5%° kongruentni —1 modulo 13 a 1 modulo 7.

Pfedpoklddejme z € {0,...,90} takové, Ze 5°° = z (mod 91). Poté 5% = z (mod 13)
i (mod 7). Podle Cinské zbytkové véty existuje jediné takové z mezi 0 a 90. MiZeme
napiiklad prochazet 7k + 1 a hledat mezi nimi néjaké ¢islo kongruentni —1 modulo 13.

kK (0]1|2 3|4 |5 |6 |7|8|9 /(101112
Tk+1|1(8]15|22]29 36|43 |50 |57 |64 |71| 78|85
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Vidime, ze 64 = 13 - 5 — 1, takze hledanym zbytkem je cislo 64.
U ¢&isla 5300000 e pogftani jednodussi. Modulo 7 spoéitdme stejné zbytek 1, zbyva
spocitat zbytek modulo 13.

53000000 — (__1)1500000 _ 1 (104 13)
Méme tedy hned (pouZijeme opét Cinskou zbytkovou vétu) 539090 =1 (mod 91). A
P¥iklad 2.2. Dokazte, Ze 25 | 722"+2 — 472" 4 28271 pro kazdé n € N.
Resend. Vime, 7e
72=-3 (mod 25)

47= -3 (mod 25)
28= 3 (mod 25)

tudiz
7227F2 47?7 4 282771 = (=3)2" 2 _ (=3)2" 4 32l =
=32 3 43 =32 (27 -3+ 1) = 3" .25 =0 (mod 25)
coZ jsme méli dokdzat. A
Piiklad 2.3. Spoctéte 35-! modulo 132.

Resend. Pocitame (132,35) a Bézoutovy koeficienty (napfiklad) pomoci tiprav matice.
1 0 132 N 1 -3 27 N 1 -3 27 N 4 —-15 3 N
01 35 0 1 35 -1 4 8 -1 4 8
N 4 -15 3 N 13 —-49 1 N 13 —-49 1
-9 34 2 -9 34 2 =35 132 0
Méme tedy 13 - 132 — 49 - 35 = 1, neboli —49 - 35 = 1 (mod 132). Hledanou modulérni
inverzi je tedy —49 = 83 (mod 132). A

Jiné teSeni. Vime, Ze 132 = 22-3-11 a 35 = 5- 7, takZe (35,132) = 1 a moduldrn{ inverze
existuje. Pouzijeme metodu rozkladu. Hledame tedy x takové, ze

35z=1 (mod4), (mod3)i (mod 11)

Nebot 36 = 4 -9, vidime, Ze z = —1 (mod 4). Rovnéz 36 = 3 - 12, tedy také z = —1
(mod 3). Nakonec 33 = 3 - 11, takze

35x=2z=1 (mod1l)|-6
12z=x2=6 (mod 11)

Z (4,3) =1 vime, 7e z = —1 (mod 4-3 = 12), tedy mezi &isly tvaru 12k — 1 hleddme &islo
tvaru 11/ — 6. Jinymi slovy hleddme mezi ¢isly tvaru 117 + 7 ¢islo délitelné 12.
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l o(1{2 (3|45 |6 |78 9 |10]11
11147718 29|40 |51 |62| 73|84 |95 | 106 | 117 | 128

Vidime, Ze se jedné o ¢islo 84, hledanou modularni inverzi je tedy 83.
Pti hledani x jsme si tlohu rozlozili na feseni soustavy kongruenci

35z=1 (mod 4)
352 =1 (mod 3)
35z=1 (mod 11)

kterou jsme si prevedli na

~1 (mod 12)
6 (mod 11).

x
x
Tuto soustavu lze fesit také tak, Ze si z prvni kongruence vyjadiime x = 12k — 1, které
nasledné dosadime do druhé kongruence, kterou resime. Pak mame

12k—1=6 (mod 11)
12k=7 (mod 11)
k=7 (mod 11)

tedy k = 111+ 7. Nésledné z = 12k —1 =12- (111+7) — 1 = 1321 + 83, tedy =z = 83
(mod 132). A

Piiklad 2.4. Spoditejte 55~ modulo 132.

Reseni. Mame rozklady 132 = 22.3 .11 a 55 = 5 - 11. Tedy (132,55) = 11 > 1 a
modulédrni inverze neexistuje. Skutecné napiiklad 12 #Z 0 (mod 132), ale 55-12 = 5-132 =0
(mod 132). A

P¥iklad 2.5. Dokazte, Ze n = (893° + 4)?° — 1 je délitelné &islem 176 = 11 - 16.

Resend. Nebot (11,16) = 1, stadi dokazat, Ze n je délitelné 11 i 16. Diky 880 = 80-11 = 55-16
vime, Ze 893 =2 (mod 11) a 893 = —3 (mod 16). Poté

n=(2"+4)*-1=36" -1 diky 893 =2 (mod 11)
=30 _1 nebot 36 =3 (mod 11)
=(-2)'-1=2"-1 jelikoz 3 = —2 (mod 11)
=(-1)*-1=0 (mod 11) protoze 2° = —1 (mod 11).
Podobné
n= ((—3)5 + 4)20 -1 kvili 893 = —3 (mod 16)
=(-3+4*-1=1"-1=0 protoze (—3)* =81 =1 (mod 16).
Tudiz také n = 0 (mod 176), coz jsme méli dokdzat. A
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Piiklad 2.6. Dokazte, Ze pro kaZdé n € N je 42"+ — 10n — 4 délitelné 25.

Ndpovéda. Pouzijte 16" — 1= (16 —1)(1+ 16+ --- + 16" = 151 (mod 25).
Resend. Nejprve indukei dokaZeme tvrzeni z ndpovédy. Pro n = 1 méme 16 — 1 = 15 = 15
(mod 25). Pfedpoklddejme nyni, Ze tvrzeni plati pro n a pocitejme pro n + 1:

I P.

16" —1=16-(16"—-1)+16 — 1 16-15n+16—-1=

=225n+15-(n+1)=15-(n+1) (mod 25)
nebot 25 | 225. Pak je dikaz jednoduchy:
42" _10n—-4=4-(16"-1)—10n=4-15n—-10n=50n=0 (mod 25)

tedy opravdu 25 déli 427! — 10n — 4 pro kazdé n € N. A
Piiklad 2.7. Dokazte, Ze &islo 52° + 230 je sloZené.
Reseni. Chceme najit n&jaké &islo (vétsi nez 1), které déli nase 5% + 2%°. Vime, ze

52=—1 (mod 13) 26=—1 (mod 13)
(prvni kongruence je jasnd, u druhé si vzpomeneme na cvideni [2.1). Pak

57 +2% = (5) " 4+ (2°)" = (-1)° + (-1’ =1-1=0 (mod 13)

a tedy 13 | 520 + 230 a jedn4 se skutecns o ¢islo sloZené. A
Jiné feSeni. Protoze 520 + 230 = (5%)° 4 (26)° je soudet dvou lichych mocnin, mizeme si
vzpomenout na vzorecek a Tici, ze jako soucin se jedna o ¢islo sloZené.

Odvodime tedy pro pripomenuti vzorecky pro soucty lichych a rozdily libovolnych moc-
nin. Mame ¢asteény soucet geometrické rady

q"—l:(q—l)(l+q++qn_1) (21)

NapiSeme-li si ¢ = § pro néjaka a, b > 0 a vyndsobime-li nisledné (2.1) b" s tim, Ze na
pravé strané ndsobime prvni zdvorku b a druhou 6" !, dostaneme vzorec pro rozdil mocnin:

a" —b"=(a—b)- (0" +ab" P+ a?b" P+ +a" P+ a" 2 b+ a" ). (2.2)

Vzorec pro soudet lichych mocnin lze jiz odvodit z (2.2). Dosazenim a = —c a s vyuZitim
toho, Ze pro liché mocniny a mame minus a pro sudé mocniny plus, dostavame

—" =" =(—c=b)- (" =" P+ PV — "D — VP4 Y
z ¢ehoz po vynasobeni —1 mame
= (c+b) - =" A — T = 2+ VY.
V naSem piipadé pak
520 4 930 _ (54)5 n (26>5 _ (54 n 26) _ (516 _ 51296 4 58912 _ p54ol8 | 224)

tedy 52 4 230 je &islo slozené. VSimnéme si, ze 5* + 26 = 689 = 13 - 53. A
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Priklad 2.8. Odvodte pravidla pro délitelnost 11, 9, 7 pomoci dekadického zapisu.

Reseni. Vezméme &islo n € N a zapisme si ho jako n = ¥7_,a; 10° pro a; € {0,...,9}.
Zacneme s délitelnosti deviti. Nebot je 10 =1 (mod 9), mame

n=>a10'=> a; (mod9)
i=0 i=0

¢imz dostavame znamé pravidlo — n je délitelné deviti prave, kdyz je délitelny jeho ciferny
soucet. Iteraci dostaneme, Ze je délitelné n praveé, kdyz je délitelny jeho superciferny soucet.
ProtoZe 9 = 32, plati tento ditkaz i pro trojku. Délitelnost jedenActi lze FeSit podobns,
jelikoz 10 = —1 (mod 11). Nésledné

T

nzgaiIOiEZai(—l)i: > ai— > a; (mod 11)

i=0 i sudé % liché

a dostavame, Ze n je délitelné jedenacti pravé tehdy, kdyz je délitelny rozdil soucti jeho
sudych cifer a jeho cifer lichych. Opét miZeme postup iterovat. Pro délitelnost sedmi jiz
nelze pouzit Cisté dekadicky zapis, nicméné muzeme pouzit nasledujici pozorovani. Mame
7-11-13 =1001. Zapiseme-li si n jako n =327 _b; - 10007 pro b; € {0,...,999}, miZeme
diky 1000 = —1 (mod 1001) fict, Ze

n=> b;-1000 => b; (-1 = Y bj— > b (mod 1001)
7=0 7=0 j sudé 7 liché

a tedy i modulo 7, 11 i 13. Mtzeme tedy fici, Ze je n délitelné 7, 11 nebo 13 pravé tehdy,
je-li délitelny rozdil soucti jejich sudych a lichych trojcisli. I tento postup lze samoziejmé
iterovat, abychom nakonec skonéili mezi 0 a 999. A
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