Kapitola 3

Reseni linearnich kongruenci,
primitivni koreny, Eulerova funkce

3.1 Opakovani z prednasky

Resfme kongruenci ¢/ z = b’ (mod n'). MiiZzeme si ji vydélit d := (a/,¥’,n) a dostat kon-
gruenci

ar=b (mod n)
kterou si prevedeme pfidanim vzdy platné kongruence na soustavu

ar=b (mod n)

nr=0 (modn)
a tu ekvivalentnimi ipravami prevedeme do tvaru
z=c (mod n)
0z=e (mod n)
kde nasledné mame dvé moznosti:

e ¢ =0 (mod n), pak z = ¢ (mod n) je FeSeni, modulo n’ pak mame d feSeni: z = c,
r=c+n,c+2n,...,z=c+(d—1)n (mod n');

e ¢ #0 (mod n), pak pivodni kongruence nem4 feseni.

Soustavu kongruenci (maji-li kazd4 jednotlivé feSeni) si miZeme podle pfedchoziho
vzdy prevést do tvaru

z=c¢; (mod nyg)

=c; (mod ny)
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z=c; (mod ny)

ktera m4 feseni pravé tehdy, kdyz ¢; = ¢; (mod (n;,n;)). Toto Teseni je pak jediné modulo
[my, ..., mg]. Soustavu fesime tak, Ze si (tfeba) z prvni kongruence vyjadiime paramet-
ricky & = nj t; + ¢1, coZ néasledné dosadime do (tfeba) druhé kongruence, kterou vyfesime
vzhledem k t1, tedy t; = ma to + ¢}, coZ nésledné dosadime za x a dosadime do (napiiklad)
tfeti kongruence a postup iterujeme.

Eulerova funkce ¢ je pro ptirozené ¢islo n zadané nésledujicim predpisem

p(n)=K{meN|m<na(mmn)=1}.
Je celkem ziejmé, Ze pro prvoéislo p je p(p) = p — 1. Déle ¢(p*) = p*~1 - (p — 1). Eulerova
funkce je multiplikativni, tj. pro a, b takova, ze (a,b) = 1) mame p(a - b) = ¢(a) - p(b).
Napiseme-li si tedy n jako souéin mocnin prvocisel

muzeme spocitat
on)=pi - (pr—1)----- PP (o - 1).

Véta (Eulerova). Pro a, n takovd, Ze (a,n) =1 plat{ a®™ =1 (mod n).
Véta (mal4 Fermatova). Pro prvocislo p a a jim nedélitelné plati a®~! =1 (mod p).

Pro a a n takovd, ze (a,n) = 1 ¢islo r nazveme 7ddem a modulo n, jestlize se jednd
. v/ VY7 yd v h /
o nejmensi &islo takové, Ze a” = 1 (mod n), neboli pokud a” = 1 (mod n), pak r | 7.
Existence fadu je zarucena Eulerovou vétou.

Véta (Lagrangeovd]). Rdd cisla a modulo n déli o(n).

Cislo a je primitivni koren modulo n, jestlize pro kazdé b existuje k takové, ze a* = b
(mod n).

Véta. Primitivni koren modulo prvocislo existuje.

Pfi hleddni primitivniho modulo p je potfeba najit ¢islo, jehoZ Fad je pravé p(p) = p—1.
Diky Lagrangeové vété si mizeme vypsat vSechny délitele p — 1 do Hasseovského diagramu
(uspotédaného délitelnosti), kde nasledné staci testovat modulo p ,,submaximélni“ mocniny
¢isel a, tj. takové, které v Hasseovském diagramu lezi tésné pod p — 1. Pokud by totiz byla
kongrentni jedné i mensi mocnina a, byla by jedné kongruentni i néktera ,submaximélni“
mocnina.

1Jedn4 se o specialni piipad Lagrangeovy véty o koneénjch grupach. Ta fika, Ze ¥4d prvku grupy déli
rad grupy.
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3.2 Priklady resené na cviceni
Piiklad 3.1. VyfeSte kongruenci 74z = 22 (mod 168).
Resend. Kongruenci si miiZeme prepsat do tvaru 37z = 11 (mod 84). ProtoZe (37, 84)

= 1, mé kongruence jediné feSeni. Pfiddme si platnou kongruenci 84z = 0 (mod 84) a
ekvivalentnimi dpravami resime soustavu kongruenci.

37z= 10
v (mod 84)
84r= 0
10x = -22
3Tz = 11} (mod 84)
10x = =22
(mod 84)
—3z= 15
r= 23
d &4
—3r = 15} (mod 84)
r= 23 (mod 84)
Oz= &4 o

Vidime, ze z = 23 (mod 84). Pak z = 23 nebo 107 = 84 + 23 (mod 168). Skutecné

74.23 =1702=1680+22=22 (mod 168)
74107 =74-84+74-23 =37-168+74-23 =22 (mod 168)

tedy méame dvé feSeni modulo 168. A
Priklad 3.2. Vyfeste soustavu kongruenci

z=10 (mod 25)

z=6 (mod 11).
Resend. Jelikoz (25,11) = 1, m4 podle Cinské zbytkové véty soustava feSeni, a to mezi 0
a 11 - 25 = 275 jediné. Jednim ze zpusobu feSeni je vypisovat si do tabulky ¢isla tvaru

25k + 10 a cisla tvaru 117 + 6. Mame hodnoty

z € {10, 35,60, 85, 110, 135, 160, 185, 210, 235, 260}

z € {6,17,28,39,50,61,72,83,94,105,127, 138, 149, 160, . . . }

pricemz vidime, ze x = 160 a dale pocitat nemusime. Tento zptsob je jednoduchy, nicméné
prochazet mnoho cisel byva zdlouhavé.
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Jinou moznosti je spocitat si Bézoutovy koeficienty pro ¢isla 25 a 11. Mame 1 = 4-25—
—9-11 (ovéfte sami), takZe miZzeme Fici, ze 4-25 =1 (mod 11) a —9-11 =1 (mod 25).
MuzZeme v obou rovnicich predstavit jednicku, tedy

z=-9-11-10 (mod 25)
z= 4-25-6 (mod 11)
pricemz kazda z hodnot je kongruentni nule vii¢i druhému modulu. Vidime tedy, ze
r=-9-10-11+4-25-6 = -390 = 160

modulo 25 i modulo 11, tedy také modulo 11 - 25 = 275.
Treti metodou reseni je vyjadrit si z prvni rovnice x parametricky a dosadit do rovnice
druhé. Z prvni rovnice vidime, ze x = 25k + 10. Poté fesime

25k+10=6 (mod 11)
3k—1=6 (mod 11)

nebot 25 =3a10= -1 (mod 11), pak

3k=7 (mod 11)
6

k
k (mod 11)

kde v poslednim kroku jsme si vynasobili kongruenci 4, jelikoz 3-4 =12=1a7-4=28=6
(mod 11), a tedy k = 111+ 6. Celkem

z =25k +10 = 25 (111 + 6) + 10 = 2751 + 160,
¢imz dostédvame FeSeni z = 160 (mod 275). A

Priklad 3.3. Vyfteste soustavu kongruenci

1 (mod 15)
4 (mod 21)
6 (mod 25).

T
T
T

Reseni. ResSime pouze metodou parametrického dosazovani. Z prvni kongruence vyjadiime
x =15k + 1, dosazenim do druhé kongruence ziskdme

15k+1=4 (mod 21)
15k =3 (mod 21)

odtud zkracenim obou stran kongruence i modulu tfemi
5k=1 (mod 7)
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k=3 (mod?7)

¢imz dostédvame tii feSeni, k = 3, k = 10 a £k = 17 (mod 21), nicméné vSechna tato feseni
lze psat dohromady jako k = 71+ 3. Mame tedy

z=15k+1=15(71+3)+1=1051+46
coz dosadime do tfeti kongruence

1051 +46 =6 (mod 25)
105/ = —40 (mod 25)
50=10  (mod 25)

nebot 1051 = 1051 —25-4l =5l a —40 = —40+2-25 =10 (mod 25), dile zkracenim
obou stran kongruence i modulu péti

=2 (mod 5)

takze mame FeSeni. Modulo 25 bychom dostali 5 feseni, [ = 2, 7, 12, 17 nebo 22 (mod 25),
nicméné vsechna lze psat jako [ = 5¢ 4 2. Dosadime tedy do x

x =105+ 46 = 105 (5t + 2) + 46 = 525t + 256
a méame FeSeni z = 256 (mod 525), pfiCemz 525 = [15, 21, 25]. Skutecné

256 =1+15-17
=4+21-12
=6+25-10
a jednd se o feSeni. A
Priklad 3.4. Najdéte primitivni kofen modulo 19 a modulo 53. Poté popiste vsechny
primitivni koreny.

Resent. Protoze 19 i 53 jsou prvoéisla, v obou piipadech primitivni kofeny existuji. Nejprve
poéitejme modulo 19. Podle Fermatovy véty pro kazdé k € N mdme k'® = 1 (mod 19).
Méme pravé 18 = ¢(19) ¢isel nesoudélnych s 19, takze maji-li rizné mocniny primitivntho
kofene dat vSechny t¥idy kongruence, musi mit primitivni koren ¥4d 18. R4d obecného &isla
modulo 19 je délitelem 18 (Lagrangeova véta), tedy ¢isla mohou mit ¥ad 1, 2, 3, 6, 9 nebo
18. Nakreslime si Hasseovsky diagram déliteld 18 uspotadany délitelnosti

18
/N
6 9
N S (3.1)
2 3
\1/
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odkud vidime, Ze stadi najit a takové, Ze a® ani a® neni kongruentni 1 modulo 19. Pokud by

totiz byla kongruentni jedné mensi (v diagramu (3.1)) mocnina a, byla by 1 kongruentni i
mocnina Sestd nebo devata. Hledame tedy takové a. Jedna to nebude, zkusime dvojku:

20=64=7 (mod 19)
nebot 19 - 3 = 57, dale
29 =203 =206.22=7.8=56=-1 (mod 19)

kde jsme vyuzili predchoziho. M4 tedy 2 tad 18 a je primitivnim kofenem modulo 19.
Ostatni primitivni kofeny jsou ty mocniny 2, kde je exponent nesoudélny s 18. Déle jsou
primitivnimi kofeny tedy 2° = 13, 27 = 14, 21! = 15, 213 = 3 a 21" = 10 (mod 19). Obecné
pocet primitivnich kofent bude ¢(18) = 6.

Pro primitivni kofen modulo 53 hledame ¢islo fadu 52, obecné mohou mit ¢isla 7ad 1,
2, 4, 13, 26 nebo 52. Nakreslime si opét Hasseovsky diagram délitelia 52 = 13 - 4.

/ \
/ \ /° 42)
\1/

a vidime, Ze staci ovérovat ¢tvrtou a 26. mocninu. Mizeme zkousSet rizna cisla, zacneme
opét dvojkou:
2' =16

coz neni kongruentni 1, déle 26 = 64 = 11 (mod 53), tudiz

226 = 20442 — (26)2.22 =11 .4 = (11%)%-4 (mod 53)
s vyuzitim 112 =121 =15 (mod 53) méame

2% =15%-4=15-(15-4)=15-60=15-7=105= —1 (mod 53)
kde jsme vyuzili, Ze 60 = 7 (mod 53) a 2 - 53 = 106. Tudiz 2 m4 Fad 52 a je primitivnim
korenem modulo 53. Ostatni primitivni kofeny jsou pravé ty mocniny 2, kde exponent je
nesoudélny s 52. Je jich ¢(52) = 24. A
Piiklad 3.5. Urcete (10), ¢(100), ¢(1000) a ¢ (256).
Resend. Poéitdme podle vzorct

©(10) = p(2) - p(5) =1-4 =4,
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u 10 by to Slo i odhadnout, nesoudélna jsou 1, 3, 7 a 9,

©(100) = p(2%) - p(5*) =1-2-4-5 = 40,
©(1000) = (2%) - p(5°) =1-4-4-25 = 400,
©(256) = p(28) =1-27 = 128,

¢imz mame hodnoty spocitany. A
Piiklad 3.6. Naleznéte vSechna m € N takovd, ze ¢(m) = 38, respektive p(m) = 16.

Reseni. Mame rozklad 38 = 2 - 19. M4-li p | m, musi p — 1 | 38. ProtoZe 19 + 1 = 20 nen{
prvoéislo, musi byt p — 1 = 2, tedy p = 3. Pak by mélo byt m = 3%, nicméné pak

p(m)=2-3""1=2.19

pricemz 19 neni mocnina 3. Tudiz takové m neexistuje.

Pro ¢(m) = 16 mdme p | m = p — 1 | 16, a pokud by p délilo m i ve vyS$8i mocniné,
muselo by pak i p | 16. Déliteli 16 jsou 1, 2, 4, 8 a 16, mezi nimiz hleddme p — 1. Pak p
muZe byt 2, 3, 5 nebo 17 (9 neni prvodéislo), pfiCem? jediné 2 se muze vyskytovat i ve vySsi
mocniné. MiiZeme si tedy rozepsat m = 2% -3°-5¢. 174, kde b, ¢, d € {0,1}. Prochazime
vSechny pripady.

I) Nejprve vyfesme piipad 17 | m. Poté m = 17k a o(m) = ¢(17)-p(k) = 16 p(k) = 16,
tedy (k) =1, tudiz k = 1 nebo 2. Mame tedy m = 17 nebo 34.

I1) Pokud 17 nedéli m, mdme m = 2%-3°-5¢ kde b, c € {0, 1}, tedy méme &tyii moZnosti
kombinaci b a ¢, podle nichz vzdy dopocitame a. Pak mame

i)b=c=0m=2%a¢p(m)=1-2"1=16 =24 tedy a =5 am = 32;

i) b=1,c=0:m=2"-3ap(m)=2-2°1=16, pak a =4 a m = 48;

iii) b=0,c=1:m=2%-5a p(m) =2°"1.4=16, a = 3 a m = 40;

iv) b=c=1:m=2%-3-5a ¢p(m) =2%"1.8 =16, tudiz a = 2 a m = 60.
Dohromady pak muze byt m € {17, 32, 34,40, 48,60}. A
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