Kapitola 4

Kongruence, kvadratické zbytky,
Legendretiv symbol

4.1 Opakovani z prednasky

Definice. Cislo a nazveme kvadratickijm zbytkem modulo n, pokud kongruence
r>=a (mod n)

mé TeSeni.

Véta (27 z pfednéasky). Bud p liché prvocislo a a &islo s nim nesoudélné. Pak kongruence

z? = a (mod p) md Teseni prdvé tehdy, kdyz a7 =1 (mod p).

Definice. Pro prvodcislo p a ¢islo a definujeme Legendreuv symbol predpisem

1 a je kvadraticky zbytek modulo p,

(E) := 4 —1 a neni kvadraticky zbytek modulo p,

P 0 a je soudélné s p.

Cteme ,,a vzhledem k p*“.

Jednoduchym dusledkem Véty je, Ze pro liché prvocislo p a a s nim nesoudélné mame
-1
e) = 4"z . Nyni uvedeme dal$i vlastnosti Legendreova symbolu.

i) Pokud a = b (mod p), pak (%) = (ﬁ),

D ()= 6)-0)

iv) pro liché prvoéislo ¢ plati (%) = (5) . (—1)% 5.
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Pomoci téchto vlastnosti je mozné Legendretv symbol dopocitat.

Zastavme se na chvili u vlastnosti fiii). U nich poéitdme znaménko, jehoZ vypodet si
muzeme zjednodusit. Vzpomenme si na Priklad Tam jsme dokazali, Ze pro libovolné
n je zbytek n? po déleni osmi 0, 1, nebo 4. To jsme dokazovali tak, %e jsme uvaZovali n
zbytkové tiidy po déleni 4. Vzhledem k tomu, Ze p je liché prvocislo, mame p =4k +£1 pro
néjaké k € N. Pak

pPP—1=4k+1)?-1=16k>£8k+1-1=8(2k*+k).

Tudiz I% bude tvaru 2 k2 + k. Pak

(C1)F = (-1 = (1 = (-1

a vidime, Ze sta¢i najit k p nejblizsi nasobek 4 a podivat se na paritu podilu. Ten bude
sudy, pouze pokud bude tento nejblizsi nasobek 4 délitelny osmi, jinymi slovy p £ 1 = 81,
neboli p = +1 (mod 8). Pokud bude podil lichy, bude pak p+1 =4 (mod 8), neboli p = 3
nebo 5 (mod 8). TudiZ mame pro p liché

2 _(_1)%_ 1 p=1nebo7 (mod 8),
B "~ |-1 p=3nebo5 (mod 8).

p

Podobné muzeme fesit i vlastnost . Zde bude exponent lichy pouze tehdy, pokud
bude p%l ‘12;1 liché, neboli pokud nebudou ani p — 1 ani ¢ — 1 délitelné 4, neboli pokud p i
q budou kongruentni 3 modulo 4. Tedy mtiZeme napsat opét

(ﬂ) _ {—Eﬁg p=g=3 (mod 4),
P ) jinak

4.2 Priklady resené na cviceni

5
Piiklad 4.1. Urdete posledni cifru &sla 37" a posledni dvé cifry &isla 132024,

Resend. Hleddme vlastné (kladny) zbytek po déleni &isla 3™ desti. Vime, 7 32 =9 = -1
(mod 10). TudiZ 3* = 1 (mod 10). MiiZeme si napsat exponent 7'*° = 4k + I. Pak

37115 _ 34k:+l — (34)k: . 3l = 1k . 3l — 3l (mod 10) (41)

Musime tedy uréit I. Hleddme zbytek 7' po délenf 4. Vime, 7e 7> = 49 = 1 (mod 4).
NapiSeme-li si exponent 115 = 2m + n, uvidime, Ze

7115 _ 72m+n — (72)m S =1m . = (IIlOd 4) (42)

Stadi tedy urdit zbytek 11° po déleni 2. OvSem 11 je liché &islo, 115 tedy také a m = 1.
Pak, diky (4.2), méme
T =7'=7=3 (mod 4),
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tedy | = 3. Dosazenim do (4.1)) dostdvame

7115

=3"=9.3=-1-3=-3=7 (mod 10)

a posledni cifra cisla 37115 je .
Hleddme zbytek 132024 po déleni 100. Vime, Ze »(100) = 40, tedy 13*° =1 (mod 100).
Poté
132024 — 1340-50+24 — (1340)50 . 1324 = 1324 (mod 100)’

tedy staci pocitat mocniny 13 modulo 100. Mame

13 =69 (mod 100)
13* =692 =61 (mod 100)
132 =61 =21 (mod 100)
16' =212 =41 (mod 100)

a odtud 13* = 13'6.13% = 41 - 21 = 61 (mod 100). Také bychom mohli zjistit, Ze 13%° =
= 13%.13* = 41-61 = 1 (mod 100), takZe bychom vid&li, Ze f4d 13 modulo 100 je
nejvyse 20 (ve skutecnosti je to 20, ovéite sami), takZe pak bychom méli rovnou 13292 =
= 13101-20+4 = 134 = 61 (mod 100). Posledni dvé cifry &isla 132°2* jsou tedy 61.

Jind, lepsi, metoda je pocitat zvladst modulo 4 a modulo 25. Protoze 13 = 1 (mod 4),
méme rovnou, Ze 1320 =1 (mod 4). Jelikoz p(25) = 5-4 = 20, médme 13?° = 1 (mod 25).
(Odtud bychom vidéli, Ze ¥4d 13 modulo 100 je 20.) Pak 132°%* = 13* (mod 25), takZe
pocitame

13> =169 = —6 (mod 25),
13* = (-6)>=36 =11 (mod 25),

tudiz 1320 je kongruentni 1 modulo 4 a 11 modulo 25. ReSenim soustavy linearnich kon-
gruenci pak dostaneme, Ze 13202* = 61 (mod 100). A

Priklad 4.2. Urcete vSechna n € N takova, Ze
a) 52" =8 (mod 13);
b) 52" = —7 (mod 22).

Reseni. Zaéneme @) Nejprve zjistime ¥4d 5 modulo 13. Vime, 7ze 52 = 25 = —1 (mod 13),
tedy 5 =1 (mod 13) a 4d 5 je 4. TudiZ si miZeme vyraz upravit

53t =53 = (5%)" = (52 . 5)" = (—=1-5)" = (=5)" (mod 13).
Nésledné zjistime, ze —5 = 8 (mod 13), tudiZ kongruence plati pro n = 1. Jelikoz fad 5

modulo 13 je 4, budou se kongruence opakovat s periodou 4. Dostavame tedy, Ze tak bude
pron =4k + 1, nebolin =1 (mod 4).
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Resfme @ Upravujeme si vyraz
577 =522 = (577" =330 =35 (mod 22)
n n 8
nebot 25 = 3 (mod 22). Nésledn& miizeme potitat rekurentns 3*""" = (3%")" modulrn
mocniny. Pak

¥=03Y2=81>=(-7)2=49=5 (mod 22)

3 =38 = (3) =55 =25'=3' =81=~7 (mod 22)
(Zde vidime, Ze pro n = 2 kongruence plati.)
e n=23:
3 = (3%) = (-7 =" =49 =5' =25 =3 =9 (mod 22)
e n=4:
3% = (3°) ' =9°=3° = (3) =5 =3 (mod 22)

takZze pro n > 5 muzeme vyuzit rekurentniho vztahu, posloupnost bude periodicka (jelikoZ
8
3% = (384> = 3% atd.). Celkem tedy mdme

n=0 (mod 4)
n n =1 4
SR L S (mod4) 0 22)
—7 n=2 (mod 4)
9 n=3 (mod 4)
takze feSenim jsou vSechna mn kongruentni 2 modulo 4. A

Priklad 4.3. Urcete, zda je 7 kvadratickym zbytkem modulo 13.

Resend. Jingmi slovy fesime, jestli m4 kongruence 2 = 7 (mod 13) feSeni. Pouzijeme Vétu
27 7z prednésky. Kongruence m4, fefeni pravé tehdy, kdyz 7"z = 1 (mod 13). Pocitdme
tedy 7% modulo 13. 7> = 49 = —3 (mod 13), takZe

7= () =(-3°=-21=-1#1 (mod 13)

a 7 neni kvadratickym zbytkem modulo 13. Skutecné, muzeme si do tabulky s vyuZzitim
toho, Ze £ = 13 — z (mod 13), napsat do tabulky hodnoty druhych mocnin modulo 13

T +1 | +2 | 3| +4 | £5 | +6
22 modulo 13 1 4| —-4] 3| -1|-3
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odkud vidime, Ze jedinymi kvadratickymi zbytky modulo 13 jsou £1, £3 a +4. A
Piiklad 4.4. Reste kongruenci 3224+ —5 =0 (mod 13).

Resend. Polynom 322 +  — 5 nemé v Z kofeny, dale postupujeme podobné jako bychom
resili kvadratickou rovnici v C, totiz dpravou na c¢tverec, kde ovSem pocitdme modulo 13,
tedy misto déleni ndsobime moduldrni inverzi

Nejprve si polynom vyndsobime moduldrni inverzi k 3. Jelikoz 3-4 = 12 = —1 (mod 13),
mame

32°4+4—-5=a—42+20=2>—42+7.

Nyni jiZz pfimo upravujeme na &tverec, protoze 4 se da vydélit dvéma. Nebot (z — 2)2 =
=x2—4x1+4, 2> —4x = (x—2)2—4, a tudiZ je piivodni polynom kongruentni (z — 2)?+ 3,
tedy ptvodni kongruence je ekvivalentni kongruenci

(r—2)>=-3 (mod 13).

Tato m4 FeSeni, nebot —3 je kvadraticky zbytek modulo 13 (viz konec feseni Prikladu
odkud také vidime, ze £ — 2 = +6 (mod 13)), neboli z = 8 nebo 9 (mod 13). A

Piiklad 4.5. Reste kongruence 22 — 3z —10=0a x2 —3x — 14 = 0 (mod 49).

Reseni. Nejprve fesime kongruenci 2 — 3z — 10 = 0 (mod 49). V Z[z] méme rozklad
z?2 — 31 — 10 = (z + 2) (x — 5), tedy automaticky z = —2 nebo 5 (mod 49) je FeSenim
kongruence. Zjistime, zda existuji i jina feSeni metodou dpravy na Ctverec

Zjistime moduldrn{ inverzi k 2. Mame 2 - 25 = 50 = 1 (mod 49). Pak nase verze ,,%“
je 3-25 =75 = 26 (mod 49). Pak mdme 2 - 26 = 3 (mod 49), tedy miZzeme doplnit na
¢tverec, pouze dopo&itame 262 modulo 49. Mame

26 =2%.13"=(4-13)-13=52-13=3-13=39=—10 (mod 49),
tedy
(zx—26)>=2°>—-3z—10 (mod 49).

Vidime, e 26 také fesi nasi kongruenci. Mame tedy 2> — 3z — 10 = 0 pro z = —2, 5 nebo
26 (mod 49) |

Polynom z? — 3z — 14 nad Z nerozloZime (ovéite sami), ale miZeme si jej diky pied-
chozimu vyjadrit jako

r?—3r—-14=2"-32—-10—4=(z—26)>—4 (mod 49)

1Ve skutecnosti fakt, Ze 13 je prvodislo, dava, ze zbytkové t¥idy modulo 13 spolu se sé¢itdnfm a ndsobenim
tvori téleso, takZe polynomidlni kongruence muze mit nejvyse tolik feSeni, kolik je stupenn polynomu.

249 neni prvoéislo, tudiz zbytkové t¥idy modulo 49 netvoii téleso a miiZe se stat, Ze polynomy mohou
mit vice ,kofent“ (tj. éisel, kde hodnota je délitelnd 49), nez je stupein polynomu. Kupiikladu kongruence
2?2 —1 =0 (mod 8) m4 &ty¥i kofeny, +1 a £3, i kdyZ je stupei polynomu pouze 2.

3Zde si viimnéte 26 = —2 =5 (mod 7). 49 = 72 je mocnina prvoé&isla. Pokud bychom uvaZovali projekci
feSeni tlohy modulo 7 (coZ je prvocislo, takZe mdme maximalné dvé feSen{), budou vSechna kongruentni
(modulo 7 bychom dostali polynom (z + 2)?). Podobné, u polynomu z2? — 1 modulo 8 jsou vSechna Fesen{
kongruentni modulo 2.
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kde na pravé strané mame rozdil druhych mocnin, takze si jej mizeme napsat jako

(x —26)> — 22 = (z — 26 — 2) (x — 26 + 2) = (v — 28) (x — 24),
tudiZ feSenimi kongruence 2 — 3z — 14 = 0 jsou pouze z = 24 nebo 28 (mod 49). A
Piiklad 4.6. Reste kongruenci 22 = 58 (mod 163).

Resend. Nejprve zjistime, jestli je 58 kvadratickym zbytkem modulo 163 (sami ovéite, Ze je
to prvocislo). VyuZijeme k tomu Legendretiv symbol. Mame rozklad 58 = 2 - 29 Poéitdme

S8y _(2) (29
163)  \163 163
diky vlastnosti [ii),

_ (c1)5= (%) (e B

2_
diky vzorcum z vlastnosti a , kde (—1)"5 = —1, nebot 163 = 3 (mod 8), a
163—1 29—1

(-1)7z 7z =1, jelikoz29=1 (mod 4),

diky vlastnostem [i) a fiil pfi¢emZ trojku mame ve druhé mocning, takZe druh4 mocnina

Legendreova symbolu bude jisté 1 ((3,29) = 1), a pro dvojku pouZijeme stejny vzorecek
2021

a (—=1)7s = —1, jelikoz 29 = 5 (mod 8). 58 tedy je kvadraticky zbytek modulo 163 a
muzeme prejit k FeSeni kongruence. Mame

1631 o8

_r8l — (29 _
58 2 =58 _<163) 1 (mod 163)

tedy si celou rovnici mizeme vynéasobit jednickou, zleva psanou jako 1 a zprava jako 588!.
Dostaneme
> =58% (mod 163)

tedy odmocnénim ziskdme x = 458! (mod 163). Zbyva spocitat moduldrni mocniny 58.
Méame

582 = 3364 = 104 = —59 (mod 163)
58 = —59 .58 = —3422 =1 (mod 163)

tudfZ vidime, Ze 58* = 582 = —59, tedy vidime, Ze feSenimi jsou z = 59 nebo 104
(mod 163). A
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Piiklad 4.7. Reste kongruenci 22 = 58 (mod 157).

Reseni. Opét nejprve s pomoci Legendreova symbolu ovérime, ze ma kongruence reseni
(sami ovéfte, ze je 157 prvocislo). Mame

58 2 29 15721 157 157—1 29-1
(ﬁ)‘(ﬁ)'(ﬁ)—“” 8 -(29) (=1)

15721

dlky vlastnostem ' ' ' pfifemz (—1)" s = —1, jelikoz 157 = 5 (mod 8), a
157 1 29—
=1, protoze 29 =1 (mod 4),

)

29—-1 3-1

diky VlastnostemH) ' , déle se 2 vyskytuje v druhé mocniné a (—1)"z =z =1,
protoze 29 =1 (mod 4)

)

diky vlastnosti [i) a tomu, Ze 2 neni kvadraticky zbytek modulo 3 (vSechny druhé moc-
niny dévaji zbytek 0 nebo 1). Kongruence tedy mé feSeni. MiZeme pfistoupit k samot-
nému Feseni. JiZ nemtiZzeme pouZit trik s nadsobenim 587 =1 (mod 157), protoZe bychom
na pravé strané dostali lichou mocninu. Odmocnénim 587 = 1 dostaneme 58 = +1
(mod 157), zbyva urcit znaménko. (Pokud by to byla jednicka, mohli bychom rovnici vyn4-
sobit 583°, pokud —1, musime vymyslet néco jiného.) Napiiklad moduldrnim umoctiovanim
ziskdme

581 = 58 588 = 14
582 = 67 5816 = 39
58% = 93 5832 = 108

tedy 5839 = 5832H4+2+l = (108 - 93) - (67 - 58) = —4 - 118 = —1 (mod 157). Déle vime,
7e 2 neni kvadraticky zbytek modulo 157 (spocitali jsme vyse), tedy 278 = <%) = -1,
tim pddem 43° = 2™ = —1 (mod 157). Pak 43% .58 = (-1) - (-=1) = 1 (mod 157).
Vynésobime-li si kongruenci z2 = 58 (mod 157) &tyfmi, oviem pséno vlevo jako 4 a vpravo
jako 4%0 . 5839 dostaneme

42* = 4% .58 (mod 157)

odkud odmocnénim ziskdme 2z = £20 . 580, Vynisobenim moduldrni inverzi k dvojce,
tedy % =79 dostaneme

r==4(4-58)°-79 (mod 157).
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Zbyva urcit modularni t¥idu vyrazu napravo. 4 - 58 = 232 = 75 (mod 157), déle

75% = —27 (mod 157)
75* = (-27)% = —56 (mod 157)
758 = (—-56)? = —4 (mod 157)
75 = (—4)® = 16 (mod 157)
7520 = 75 . 75 = —56 - 16 = 46 (mod 157)

a vynésobenim moduldrni inverzi ke dvojce, 79, dostaneme, Ze (4-58)
TudiZ méme FeSeni = 23 nebo 134 (mod 157).
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20.79 = 23 (mod 157).
A



	Kongruence, kvadratické zbytky, Legendreův symbol
	Opakování z přednášky
	Příklady řešené na cvičení


