Kapitola 7

Kdédovani

7.1 Opakovani z prednasky

Pracujeme nad abecedou {0,1}. P¥i pouziti (n,k)-kédu pfendSime slova o k bitech, kde
(na zaGatek) pfiddvdme n — k kédovych bitd abychom dostali kédova slova o n bitech.
Hammingovou vzddlenosti dvou slov (stejné délky) rozumime pocet bitt, ve kterych se lisi.

Véta (28 z prednéasky). Kdd odhaluje r a méné chyb privé tehdy, kdyZ je minimdini
Hammingova vzddlenost kédovych slov alesponi v + 1. Kod opravuje 7 a méné chyb privé
tehdy, kdyz je Hammingova vzddlenost kodovych slov alespori 21 + 1.

Linedrnim (n, k)-kédem rozumime injektivni linedrni zobrazeni g: (Z/2)* — (Z/2)".
Ve standardnich béazich je reprezentovano n x k matici G, které fikdme generujici matice
kédu g. Pokud pridavame kdédové bity na zacatek slova, bude mit matice blokovy tvar

G= (i’) . (7.1)

Matice P je rozmért (n — k) x k. Linedrn{ zobrazeni h: (Z/2)" — (Z/2)"7*, zadané ve
standardnich bézich matici
H:= (I, P) (7.2)

o rozmeérech k X m, nazyvame zobrazenim kontroly parity kédu zadaného zobrazenim g,
matici H pak matici kontroly parity tohoto kédu.

Véta (29 z pfednéasky). Necht linedrni kéd g s generujici matici G md zobrazeni, respektive
matici, kontroly parity h, resp. H. Potom kodovd slova kédu g jsou prdavé ker h, tedy slovo
v je kédové prdvé tehdy, kdyZ h(v) = 0.

Pro dané slovo v € (Z/2)" nazyvdme s := h(v) € (Z/2)"* syndromem slova v, ktery
pouzivame pri dekdédovani.

Pro dekdédovani ptijatého slova v si spocitdme jeho syndrom s. Na konec priddme nuly
(podatek (Z/2)*), ziskdme slovo s|0.. .0, které miiZeme povaZovat za bod (Z/2)". Pficte-
nim kédovych slov ziskdme afinni podprostor (Z/2)™ vsech chybovych slov odpovidajicich
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syndromu s. Pokud predpokladame, Ze pri prenosu doslo k nejmensimu mnozZstvi chyb,
hledame v tomto podprostoru slovo s nejmensim poc¢tem jednicek, jednicky totiz zname-
naji odchylku od kédovych slov. Hledanym kédovym slovem je pak slovo, z néhoz vzniklo
pri¢tenim syndromu nase slovo s nejmensim poctem jednicek. Je-li takovych slov vice, zna-
mend to, ze danou chybu neumime opravit a mame vice moznosti pro kédové slovo a tim
i pro pivodni zpravu.

Jiny zptsob dekddovani je zakddovat informacni bity prijaté zpravy z, ¢imz vznikne
kédové slovo u. Rozdilem z — u ziskdme chybu e. Nasledné minimalizujeme podet jednicek
v e pomoci sloupct generujici matice G. Oba postupy jsou ekvivalentni, jelikoz sloupce
matice G zadévaji bazi im g, tudiz se pri¢itdnim téchto vektorti k bodu e pohybujeme
uvnitf afinnitho podprostoru chybovych slov prinalezicich syndromu s.

Jednim ze zpusobii, jak zadat linedrni kdd je pomoci polynomi. Polynomy zde zapi-
sujeme sefazené od absolutniho ¢lenu ke ¢lenu vedoucimu. Bud p(z) = ap + a1z + -+ - +
+a,_x " * polynom stupné n—k nad Z/2. Polynomidinim kédem generovanym polynomem
p je kod, pro néjz je zobrazenim kontroly parity déleni polynomem p se zbytkem. Jedné
se o linedrni (n, k)-k6d. Jeho vstupni slova jsou polynomy nad Z/2 stupné mensiho nez k,
zobrazenim g je pak f — p- f, kde f je dany vstupni polynom. Kédovymi slovy jsou pak
tedy polynomy stupné mensiho nez n délitelné polynomem p.

Chceme najit generujici matici a matici kontroly parity. Polynomy stupné mensiho nez
n — k lze chapat jako zbytky po déleni polynomem p, tudiz je na nich zobrazeni h identita.
Matice H je, zapisujeme-li polynomy jako n-tice koeficientii vzestupné vzhledem ke stupni,
skutecns tvaru (7.2)). Zbyva zjistit, jak vypad4 matice P. Sloupce matice H jsou zbytky po
délen{ polynomt z* polynomem p, totéZ bude platit i pro sloupce matice P. Prvni sloupec
bude pravé zbytek po déleni p polynomu z" %, je to tedy sloupec koeficientt &lenfi nizsich
stupnd polynomu p psany zdola nahoru. Dalsi sloupce jsou zbytky po déleni p monomi
vyssiho stupné. Ty vsak dostaneme ze zbytku z"* vynisobenim z, kde piipadng monom
2"~ * nahradime pi¥islusnym zbytkem. V praxi tedy posouvdme piedchozi sloupec doldi, na
prvni misto pfiddme nulu a pfi preteceni jednicky nahote pricitdAme prvni sloupec matice
P. Je jasné, Ze pak generujici matice bude tvaru (7.1))[]

7.2 Priklady resené na cviceni

Priklad 7.1. Mnozinu ¢tyt slov chceme prenaset bindrnim kdédem
a) rozpoznavajicim jednoduché chyby;

b) opravujicim jednoduché chyby.

Jakou nejmensi délku slov (chceme pro vSechna slova stejnou) mizeme mit? Dejte piiklad
takovych ¢étyt slov.

Mohli bychom psét matici P i shora doli, ale pak bychom dostali jinou generujici matici. Jednalo by
se 0 nas polynomialni kéd nikoli ve standardni bazi prostoru polynomi, ale v permutované bazi.
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Reseni. Mame slova 00, 01, 10 a 11. Nejprve fesime @) Pottebujeme, aby minimalni Ham-
mingova vzdalenost kédovych slov byla 2. Vidime, Ze staci napiiklad kéd zajistujici sudy
pocet jednicek. Na zacatek pridame 0 nebo 1 tak, aby byl pocet jednicek ve slové vzidy
sudy. Kédova slova pak budou 000, 101, 110 a 011. Je zfejmé, Ze se budou liSit minimalné
na trech pozicich. Tento kéd bude generovany matici

11
Gi=|1 0],
01

coz je linearni (3,2)-kéd.

Pro b)) potfebujeme, aby byla vzdalenost kédovych slov minimélné 3. Jednou moznosti
je opakovat kazdy bit t¥ikrat. Dostali bychom (6,2) k6d, nicméné pfiddvdme mnoho biti.
Zkusime tedy najit néjaky kod, ktery pridava méné bit. MiZeme vypozorovat, Ze vstupni
slova maji mezi sebou minimélni Hammingovu vzdalenost 1 a kédové slova kédu z[a) maiji
minimdln{ vzdélenost 2. Ddme-li je tedy za sebe kddové slovo z[a] a vstupni slovo, uvidime,
ze se budou nova kédova slova liSite minimalné ve dvou bitech na prvnich tfech pozicich
a v jednom bitu na poslednich dvou pozicich, tedy celkem minimalné ve tfech bitech.
Mame tedy kédova slova 00000, 10101, 11010 a 01111. Jedna se o kédova slova linearniho
(5,2)-kédu daného matici

Gy =

OO - =
—_O O

Ovérme, Ze jsou pétibitova kédova slova skutecné minimélni délky. Predpokladejme
pro spor, ze existuje kdd s ¢tyfmistnymi kédovymi slovy. Bez (ijmy na obecnosti mizeme
predpokladat, Ze tento kod pridava na bity na zacatek kédovych slov. Bud ab00 kédové
slovo odpovidajici 00. Pak, mé-li se od néj kédové slovo odpovidajici 01 liSit na tfech
pozicich, musi jim byt a’b'01, kde (-)’ zna¢i opa¢ny bit. Tutéz argumentaci lze pouzit i pro
slovo 10, tudiz jsou od sebe kédova slova pro 01 a 10 vzdalena o 1.

Jinak lze fesit ilohu pomoci grafii. Na mnozinu vSech slov délky n se mizeme divat jako
na graf, kde hrana spojuje kazdé dva vrcholy, které se od sebe lisi jen v jednom bitu. Z kaz-
dého vrcholu tak bude vychazet pravé n hran. Graf bude mit tvar n-rozmérné krychle, nebo
se na néj muzeme divat jako na Hasseovsky diagram podmnozin n-prvkové mnoZiny (pak
n-tice nul a jedni¢ek odpovidaji charakteristickym funkcim danych podmnozin). Napiiklad
pro n = 3 budeme mit néasledujici diagram.
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Je vidét, ze vrcholy 000, 100, 101 a 011 jsou od sebe oddéleny vzdy minimélné dvéma
hranami. Odtud bychom mohli vyFesit o). Vidime, Ze pro n = 3 méme v krychli dost
vrcholid na to, abychom byli schopni najit ¢tvefici tak, Ze mezi kazdymi dvéma vrcholy je
minimalni délka cesty alespon 2.

Pokud chceme jednoduché chyby i opravovat, potfebujeme minimalni délku cest mezi
dvéma slovy alespon 3. To si mizeme preformulovat na tvrzeni: ,Pro zadné dva vrcholy
v nasi Ctvefici neexistuji jim incidentni hrany se spoleénym druhym vrcholem.“ Pokud
n = 4, mame celkem 16 vrcholi, 4 z nich jsou nase slova, takze zbyva 12 vrcholti. Jenze
z kazdého z naSich vrcholi vedou ¢tyfi hrany do celkem 16 vrchold, tudiz musi druhé
vrcholy nékterych z nich byt spolecné. Pro n = 5 mame celkem 32 vrchold, 4 kédové,
z kazdého z nich vede 5 hran do celkem 20 vrcholu. Zbyva 28 vrchold, tedy je jich dost na
to, abychom byli schopni najit ¢tverici s pozadovanou vlastnosti.

Tento grafovy piistup ndm umoziuje tlohu zobecnit. Pro dané 2% hleddme minim4lni
2" takE] aby kédova slova délky n odhalovala / opravovala jednoduché chyby. Hledame
minimalni n takové, ze v n-rozmérné krychli 1ze najit 2* vrcholt tak, aby minimalni pocet
hran mezi nimi byl 2, resp. 3.

M4-li byt minimalni vzdélenost vrchold 2, stadi vzit n = k + 1. To je proto, ze (k + 1)-
-rozmérnd krychle je vlastné dvojice k-rozmérnych krychli, kde ,,odpovidajici si“ vrcholy
jsou spojeny hranou. Vezmeme pak z prvni krychle polovinu vrcholt (od sebe oddélenych
minimdlné 2 hranami), z druhé krychle pak druhou polovinu.

Pro opravovani chyb hleddme podobné minimalni n tak, abychom v n-rozmérné krychli
byli schopni najit 2% vrcholl tak, Ze nemaji spoleéné ¥4dn& druhé vrcholy hran z nich
vychédzejici. Mame celkem 2" vrcholdl, kédovych vrcholi je 2%, z kaZdého z nich vychézi n
hran. Zbylych vrcholi je 2" — 2*. Potiebujeme, aby mezi nimi bylo alesponi 2* - n vrchold,
neboli

2F.n < om — 2k
coz odpovida
n —logy(n+1) > k.

ProtoZe je N dobfe uspofddand mnoZina, ma nerovnice pro dané k jediné fesenif A

2Vstupni slova musi byt néjaké délky, feknéme k, staci tady tlohu uvazovat v zévislosti na délce vstup-
nich a kédovych slov.

3 Alternativné bychom se na nerovnici mohli divat z druhé strany. Ze slov délky n lze vytvorit kéd
opravujici jednoduché chyby ve slovech maximélné délky n — log,(n + 1).
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Priklad 7.2. Pomoci linedrniho k6du daného matici

zakodujte zpravu 101.

Reseni. Zprava 101 je sloupcovym vektorem z = (1,0,1)T. Kédovani probih4 tak, ze dany
vektor z vynasobime zleva generujici matici G, kde dostaneme vektor

110 1
1 01 1 0
k=1]1 00 0Ol=1|1
010 1 0
0 01 1
a hledané kédové slovo je 10101. A

Pozndmka. Misto nasobeni sloupcovych vektort zleva jsme mohli také nasobit rfadkové
vektory zprava transponovanou matici.

Pf¥iklad 7.3. Urdete vSechna kédova slovy (3,2)-kédu generovaného polynomem z + 1.
Urcete generujici matici tohoto polynomiélniho kédu.

Reseni. Mame polynom p(z) = 1+ z. Kéd g je ddn nisobenim polynomem p. Vstupni
slova budou polynomy f(x) = ag + a; z, kde a;, 7 € {0,1}. Pak

9(f)(@) = (- f)(z) = ao + (a0 + a1) = + a1 2°.
Méame &tyfi mognosti pro polynom f:
L. f(z) =0: (p- f)(z) =0,
2. flz)=1:(p- f)(z) =1+u=,
3. fz) == (p- f)(z) =2+ 27
4. f(x)=1+z: (p- fllz)=1+z+z+ 22 =1+ 22

Polynom f reprezentuje slovo aga;, podobné pro kédovy polynom. Vstupni i kédova slova
si muzeme zapsat do nasledujici tabulky

vstupni slovo | 00| 01| 10| 11
koédové slovo | 000 | 011 | 110 | 101
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Vidime, Ze vSechna kédova slova obsahuji sudy pocet jednicek. Kod g je skutecné kddem
zajistujicim sudy pocet jednicek. Nam zvyklé vyjadieni, kde kédovy bit pfidavame na
zalatek slova m4 pak tento kéd napiiklad v bézi (z, 1, z?).

Zobrazeni h pfifazuje polynomu stupné 2 zbytek po déleni p(x) = 1 + z. Hleddme
zbytek po déleni p polynomu z3-2 = z. Plati

z=(1+z)-1+1
tedy zbytek je 1. Zbytek polynomu z? je pak x, které si nahradime 1. Mdme tedy matici
P= (1 1) ,

matici kontroly parity

H=(11 1)
a generujici matici
11
G=1[1 0f. A
01

Priklad 7.4. Urcete generujici matici a matici kontroly parity (7,2)-k6du generovaného
polynomem p(z) = x° + z* + x2 + 1. Dekédujte pfijaté slovo 0010111 za predpokladu, Ze
pri prenosu doslo k nejmensimu moznému mnozstvi chyb.

Reseni. Nejprve si zjistime matici P. Jejim prvnim sloupcem bude (vzestupné sefazeny)
zbytek po déleni z° polynomem p. Je vidét, Ze to bude z* + z% + 1, neboli (1010 1)7.
Druhym sloupcem pak bude (z* + 2%+ 1) - £ = 2° + 23 + x, kde si 25 nahradime zbytkem,
tedy vyjde z* + z° + 22 + z + 1. Pak vyjde matice

o

I
_H O R OR
[ S SO Sare w—y

z ¢ehoz ziskdme matici H pfidanim I5 blokové na prvni sloupec, tedy

an

Il
OO O O -
O OO = O
OO = OO
O = O OO
= O OO
HO RO R
el e
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a matici G pridanim I, blokové na druhy radek, tedy

()

|
oL, O, O
—_ O e e e

Dekédujme zpravu 00101|11, kterd odpovidé vektoru v.= (001011 1)T. Mdme dvé
moznosti, jak tlohu fesit. Informacni bity prijaté zpravy jsou 11. Zakédujeme si zpravu
(11)™. Dostaneme kédové slovo u = (010101 1)T, nésledné si spoéitdme chybu pfenosu
e=v—u=(0111100)T. Prvnich 5 biti chybového vektoru je totoZnych se syndromem
ZPravy v:

0
1000011 0 0
01 00O0CO0CT1 1 1
s=H-v=|0010011 0f=]1
0001001 1 1
0000111 1 1

1

Nyni se snazime minimalizovat pocet jednicek chyby e pomoci sloupcti generujici matice
G. Pfi¢tenim druhého sloupce G ziskdme novy chybovy vektor € = (1000001)™. Je vidét,
Ze prictenim prvniho nebo druhého sloupce matice G k € by se pocet jednicek zvysil.
Puvodni zpravu ziskdme pfi¢tenim minimélni chyby €’ k pfijaté zpravé v, dostaneme zpravu
(1010110)7T, tedy ptivodni odeslan4 informace byla 10.

Jinou moznosti je pouzit metody lineadrni geometrie. Jiz jsme si spocitali syndrom s
zpravy v. V (Z/2)" si spoéitdme obraz kédu g (sestdvajici z kédovych slov). PiSeme-li
vstupni slova jako sloupce matice, bude jeji nasobek zleva G odpovidat matici kddovych
slov. SloZenymi zavorkami znacime, Ze sloupce matice jsou pravé vstupni / kédova slova,
jedné se tedy spiSe o mnozinu / prostor sloupcovych vektort, nez o matici.

( )

11 0110
01 0101

o011 _|FH ooy JoT 10
G{0101}=01{0101}=0101’
11 0110

10 0011

01 01 0 1]

Obraz kédu g tvoii vektorovy podprostor v (Z/2)7. Afinni podprostor chybovych slov se
syndromem s dostaneme pfi¢tenim vektoru (s 00)T, coZ ddv4 (s pfihlédnutim k notaci se
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slozenymi zévorkami jako vyse)

+ 9

[ R e Y S G GG\
O OO O O OO
=R i e B i
OB R OMFEOM
-0 = OO
|
OO R P K F~FO
_ O OO oo
O OO KM -
R R RO OO

N Ve \ 7

Nyni v mnoziné chybovych slov hledame to s nejmensi chybou, tedy sloupec s nejmensim
poctem jednicek. V prvnim sloupci mame 4 jednicky, ve druhém 2, ve tfetim 3 a ve ¢tvrtém
opét 4. Vidime, Ze musime vzit druhy slupec. Poslana zprava odpovidala souc¢tu druhého
sloupce s obdrzenou zpravou, tedy

(1000001)"+(0010111)"=(1010110)"

coz odpovidéa zpravé 10101|10 a pavodni slovo bylo 10. A

Piiklad 7.5. Urcete generujici matici a matici kontroly parity (7,4)-kédu generovaného
polynomem z* + z + 1. Dekédujte pfijatd slova 100/1001 a 101]0110 za pFedpokladu, Ze pii
prenosu doslo k nejmensimu moznému mnozstvi chyb.

ResSend. Zjistime si matici P. Zbytek po déleni z° polynomem z3 + z + 1 je = + 1. Zbytek
z* je 2% + z, zbytek x° je 23 + 22, ktery si pfevedeme na 2% + z + 1, a nakonec zbytek
2% je x* + 3, ktery ji pfevedeme na z? + x + z + 1 = 2% + 1. Psanim koeficientd zbytki
zdola nahoru do sloupci (tedy koeficient u z2 na posledni f4dek, u = na prostfedni a u 1
na hornf) ziskdme matici

1011
P=[111 0},
0111
z ni matici kontroly parity
1000111
H=|0101110
0011011
a generujici matici
1011
1110
0111
G=[1000
0100
0010
0001
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ObdrZeli jsme zpravu 100/1001. Informaéni bity jsou 1001, zakédujeme si tedy vektor
(1001)T matici G.

1011 0
1110 1
(1) 01113 1
G-OleOO 0:1
1 01001 0
0010 0
0 001 1

Chybu prenosu obdrzime odectenim vysledku od obdrzené zpravy.

o
Il
R OoOOoOR KRR, RO
|
—_ OO = OO -
Il
SO O O ==

Pri¢tenim tfetiho sloupce matice G sniZime pocet jednicek a dostaneme novou chybu

(D\

Il
OO OO - = =
+
O, OO M M=
Il
ORH OO O OO

Vidime, Ze pfi¢tenim libovolného sloupce matice G by se pocet jednicek zvysil. Chyba €’
je tedy minimalni, ptivodni zpravu dostaneme prictenim této minimalni chyby k prijaté
ZPrave:

= O O OO
I

_oo O O O O
Il

= ==

a odesland zpréva byla 100|1011, tedy puvodni slovo bylo 1011.
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ObdrZeli jsme druhou zprévu 101|0110. Zakédujeme si slovo 0110 kédem g.

O = = O

O OO = O M =
SO = O MF=O
O OO
_ O OO = O -
Il
O, R, OOoOOoO M

Chybu ziskame odec¢tenim od kédového slova od pfijaté zpravy.

(¢)
Il
OR MFHFOFOM
|
O R = OO O =
Il
SO o O = OO

Vidime, Ze pric¢tenim libovolného sloupce matice G k chybé e by se pocet jednicek zvysil.
Mizeme proto rovnou Fici, Ze je chyba minimalni a piivodni zprava byla

O = = O MO M
I

S oo O~ OO
Il

O == OO O =

a poslané slovo bylo 0110. To je déno tim, Zze dojde-li k (jednoduché) chybé na kédovych
bitech, je vysledné chyba jiz minimalni.

Chceme-li Tesit tlohu pomoci linedrni algebry, spocitame si nejprve mnozinu kdédovych
slov, kde konvence se zavorkami je stejnd, jako v prikladu (7.4

1011
(1)1}(1) 0000O0OO0CO0OO0OI1TI1I1T1I11T11
1000 0000111100001111({_
0100 0011001100110011(
0010 01 0101010101O0101
0 001
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Spocditame si syndrom prvni piijaté zpravy 100[1001.

S — O O

100101 1)
Ten si doplnime nulami na konci a zjistime afinni podprostor chybovych slov syndromu s;

0101110
0010111

|

Vv

pri¢tenim k linedrnimu podprostoru kédovych slov.

|
SV —
O~ O - = = O
S OO = O
—, O - - - OO
— OO - O - -
OO == O — O
O = = O O
- O O OO
OO — O = ™
- o OO - O
- O OO
O+ - O +H O O
O O O O v
= — OO O O
—n O - OO O
rOOOOOOO\

+
— - — OO O OO

cCoo A —A A~
— O A~ O
— o O
O O - - OO
O - O~
— - OO O
— oo OO -
OO —H—-H O OO
— - O O
O == O O
OO H O O
— O OO - OO
— O O O
S OO OO HO
O OO O O -
r1110000\

v

, COZ je v naSem

k

ce
dé& t¥eti sloupec, tedy minimélni chyba je (00000 10)* a piivodn{ zprdvu 100/1011

¢tem jedni

$im po¢
té.

€ prija

v

jsme ziskali prictenim minimalni chyby ke zprav

v

Mezi danymi chybovymi slovy si najdeme to s nejmen
pripa
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Nyni si spo¢itdme syndrom druhé piijaté zpravy 101|0110.

1

0
1001011 1 0
se=[010111O0|-{0f=10
0010111 1 1

1

0

Doplnime jej nulami a pricteme k nému linearni podprostor kédovych slov z ([7.3)), abychom
ziskali afinni podprostor chybovych slov daného syndromu.

0 (01 1001101001100 1)

0 00111100110000T1°1

1 011010010110100°1

of[+{0000000011111111}=

0 000011110000111°1

0 001100110011001°1

0 01 0101010101010 1
(011 001101001100 1)
00111100110000°T1T1
1001011010010110
=¢{000000O0O011111111,
0000111100001111
00110011001100°1°1
010101010101010 1]

Vidime, Ze nejmensi pocet jedni¢ek ma prvni chybové slovo, takze odec¢tenim tohoto chy-
bového slova od obdrzené zpravy dostaneme

1 0 1
0 0 0
1 1 0
0[—-|0] =10
1 0 1
1 0 1
0 0 0
a posland zpréva byla 001|0110, ptavodni informace 0110. A
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