Kapitola 8

Kombinatorika

8.1 Opakovani z prednasky
kombinatorické pravidlo souctu pocty vzajemné vylucujicich se moznosti se scitaji

kombinatorické pravidlo soucinu pocty nezavislych a soucasné se vyskytujicich moz-
nosti se mezi sebou nasobi

permutace pocet bijekci n-prvkové mnoziny do sebe je n!

kombinace pocet vybéra k prvki z n prvki (k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny)

* n\ n! n-(n—=1)----- (n—k+1)
k] Kl(n—k)! k!

variace pocet pofadi k prvki z n prvka (uspofadanych k-tic z n-prvkové mnoziny) mizeme
ziskat jako pocet vybért k prvki z n prvka krét pocet (dobrych) uspofadéni k prvki,
tedy jako

(Z’)-k!=n'(n—1) ..... (n—k+1)

permutace s opakovanim prvka raznych druhtt mame-li p; prvki prvniho druhu, po
prvkt druhého druhu, ..., py prvka k-tého druhu, pak pocet permutaci p; + ps +
+ - - - 4+ pr prvki s opakovanim prvka danych druhi je

(pr+p2+-- 4+ )
pi!l-pal-eee Dx!

variace s opakovinim pocet potfadi k prvki z n prvki s opakovanim je n*

kombinace s opakovanim pocet kombinaci k£ prvkia z n prvku s opakovanim odpovida
ekvivalentné
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e poctu rozdéleni k stejnych prvka do n krabicek,
e poctu rozmisténi n — 1 oddélovacti mezi linedrné sefazenych k stejnych prvkia

e poctu permutaci k +n — 1 prvka a oddélovact s opakovanim k prvki a n — 1
oddélovacii

pricemz pocet poslednich je
(k+n—-1)! (k—l—n—l) _ <k+n—1>
El(n —1)! k n—1
8.2 Priklady resené na cviceni
Priklad 8.1. Urcete pocet feSeni rovnice
r+y+2=2024
v Ny, respektive v N.

Reseni. Nejprve tlohu fesime nad Ny. Mame 2025 mo¥nosti pro z (zr =0, 1, ..., 2024).
Pro kazdou z téchto moZnosti mame 2024 — z + 1 moZnosti proy (y =0, 1, ..., 2024 — x).
Kazda z téchto dvojic z a y jednoznacné urcuje z = 2024 — x — y. Staci tedy secist pres
vSechny mozZnosti pro £ moznosti pro y v zavislosti na x.

2024 2024 2025 - 2024
2(2025—.73) =2025-2025 — Z x=2025-2025 — — 5 =
=0 =0

=2025-(2025 —1012) =2025-1013 = 2051 325.
Miuzeme si rovnéz zapsat ¢islo 2024 jako souéet dvou tisic dvaceti ¢étyt jednicek.

2024 =1+1+4---+1
2024

Néasledné se ptame, kolik z nich prindlezi z, kolik y a kolik z. Hledame tedy, kolika zpi-
soby je mozné rozdélit 2024 stejnych prvka na t¥i hromadky. Jedna se tedy o kombinace
s opakovanim, pocet moznosti je tedy

(2 024 + 2) _ (2 026) _ 2026-2025 _ 51 395,

2 2 2
Resime-li rovnici v N, musi byt x, y i z miniméalné 1. MiZeme si tedy zavést nové
proménné xg ;= — 1, yop ;= y — 1 a 29 := 2z — 1, které jiz budou z Ny. Po vyjadfeni si

proménné x, yo a 29 dosadime do pivodni rovnice a dostaneme

To+1+y+1+2+1=2024
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neboli

To + Yo + 20 = 2021,

pricemz pocet feSeni nové rovnice je stejny jako pocet feSeni ptivodni rovnice — ke kazdé
proménné bychom pricetli 1. Napriklad druhym zpiisobem feseni pak dospéjeme k poctu

fefent (%) = (*3°) = 2045253, A

Priklad 8.2. Kolika zpiisoby miiZzeme zapsat ¢islo 22 500 000 jako
a) soudin dvou pfirozenych &isel;
b) souéin t¥i pfirozenych éisel?

Resend. Hledame vlastné podet feSeni rovnice z - y = 22500000, resp. z -y - z = 22 500 000
v N. Nejprve si uréime prvociselny rozklad 22 500 000. Celkem snadno méame

22500000 = 225 - 100000 = 152 -10° =32.5%2.2°.55=25.3%2. 5",

Resime nejprve E[) Vzhledem k tomu, ze y = 225(;& je jednoznacné uréené z, zajima

nas pocet = takovych, ze x déli 22500000, tedy pocet délitelid tohoto cisla. NapiSeme si
x = 2%-3%. 5°. Pak mohou byt a € {0,1,...,5}, b € {0,1,2} a c € {0,1,...,7}. Mdme
tedy 6 moznosti pro a, 3 moznosti pro b a 8 moznosti pro c. Volby jsou na sobé nezavislé,
celkem mame tedy 6 - 3 - 8 = 144 moznosti pro = a celkem 48 feSeni.

Jinak se na tlohu miizeme divat tak, ze zvlast délime 5 dvojek, 2 trojky a 7 pétek na
dvé hroméadky (jedna pro z a jedna pro y). Rozdéleni dvojek, trojek a pétek jsou na sobé
nezavisla. Mame tedy tfi nezavislé kombinace s opakovanim, tedy pocet feseni je

5+1 2+1 7T+1
) () () conscran

Nyni fesime b)), jiZz pouze druhou moZnosti (je jednodussi). Délime 5 dvojek, 2 trojky a
7 pétek zvlast na tii hromadky (pro z, y a z), jedné se tedy opét o t¥i nezavislé kombinace
s opakovanim, pocet reseni @ je

(3 (5 (59 -() o) o) -ovwroomesm o

Pozndmka. Pokud bychom fFesili tlohu aZ na poradi ciniteli, zkomplikovala by se. V [a)
by stacilo vydélit podet feseni dvéma (pocet permutaci dvouprvkové mnoziny). 22 500 000
neni druhd mocnina, takze pocet déliteld je sudy, a délitele jde sparovat tak, Ze soucin
da vzdy kyzené Cislo. AZ na poradi tedy lze cislo 22500000 zapsat jako soucin dvou 72
riznymi zpusoby. Pro druhou mocninu by byl pocet déliteli lichy — pak bychom odecetli
1 (pro prislusnou odmocninu), vydélili dvéma (parovani délitelii) a zase bychom 1 pFicetli.

Cést @ by jiz byla slozitéjsi. Museli bychom uvazovat Sestiprvkovou grupu permu-
taci t¥iprvkové mnoziny. A¢ 4536 je délitelné Sesti, nestaci pouze vysledek vydélit. Museli
bychom pouzit Burnsideovo lemma. Pro kazdou permutaci bychom urcili pocet fixnich
bodi, tedy pocet trojic z, y, z, které se zobrazi samy na sebe. Nasledné bychom pocty

secetli a na zavér vydélili 6.
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Priklad 8.3. Kamaradi Artem, Barbora, Cyril, Danuse a Ervin jdou spolu do kina. V kiné
si sednou do fady vedle sebe. Kolika zpiisoby si mohou posedat, pokud chtéji, aby

a) Barbora sedéla vedle Cyrila;
b) DanusSe nesedéla vedle Artema;
c) nastaly moZnosti [a)) i[b]) soutasné?

Reseni. Oznadime si osoby A, B, C, Da E. V @) muzeme uvazovat B a C za jednu osobu
a pak vysledek vynédsobit dvéma — B a C se mohou vzdy prohodit. Zbyvaji 4 ,,osoby“ (tfi
osoby a jedna dvojice), které mizeme libovolné permutovat. Mdme tedy 2-4! = 2-24 = 48
moznosti.

V b)) miZzeme zjistit poet vSech rozesazeni a odedist podet moznosti, kdy A a D sedi
vedle sebe. Mame 5! — 2 - 4! = 120 — 48 = 72 moznosti.

Ulohu |c) Fe$ime podobné jako @ s tim, Ze zaroven B a C povaZujeme za jednu osobu.
Permutujeme 4 ,j0soby“ s tim, Ze odecitame 2 - 3! moznosti, kdy A a D sedi vedle sebe.
Celkem méme 2 - (4! —2-3!) =2 (24 — 12) = 2 12 = 24 moznosti. A

Priklad 8.4. a) Kolika zpiisoby se muze rozesadit 5 osob v pétimistném auté, kdyZ jen
dva lidé maji ridi¢sky prikaz?

b) V autobuse je vedle mista pro fidi¢e jesté 25 mist k sezeni. Kolika zptsoby se miize
rozesadit 20 cestujicich a 2 1idic¢i?

Reseni. a) Nejprve posadime jednoho fidide. Nésledné méme 4! = 24 moznosti, jak se
rozesadi zbytek osazenstva. Pro kazdou moznost mizeme prohodit fidice, mame tedy
celkem 48 moznosti.

Jinak lze tlohu reSit tak, Ze mame 2 moznosti, kdo si sedne na misto ridice, pak 4
moznosti, kdo na misto spolujezdce a na zadnim sedadle mame postupné 3, 2 a 1
moznost. Vysledek vynasobime, mame tedy 2-4 -3 -2 -1 = 48 mozZnosti.

b) Méme 2 moZnosti, kdo si sedne na misto Fidi¢e. Druhy ¥idi¢ mé 25 moZnosti k sezeni,

prvni cestujici 24, druhy 23, atd., pfiCemz posledni, dvacaty, cestujici ma 5 volnych
sedadel. Mame tedy celkem 2-25-24----- 6 - 5 moznosti.
Druhy zpisob feSeni je nejprve vybrat 21 sedadel pro cestujici (pro 20 cestujicich a
druhého Fidice), to je mozné (3?) zpusoby, nasledné pro kazdy vybér sedadel mame 21!
rozesazeni, a pro kazdé rozesazeni navic dvé moznosti (prohazujeme fidice). Celkovy
pocet moznosti je tedy

25 25! 25!
2. 21l=2. T oll= A
(21) 211 4! 4-3

Priklad 8.5. Vysledné poradi tymu prvni ligy se ztratilo, naslo se pouze relativni poradi
vSech sedmi tymi z Cech a relativni poradi vSech Sesti tymi z Moravy. Kolika zpisoby lze
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z téchto casteénych tudaju sestavit poradi prvni ligy? Kolika zpiisoby by to bylo mozZné,
pokud by se prvni ligy dcastnily jesté tii tymy ze Slezska, jejichZ relativni poradi také
zname?

Reseni. Potadi tymi z Cech je znadmé, stejné jako poradi tymi z Moravy. Pii uréovani cel-
kovyjrch pofadi nés tedy pouze zajima, jestli je tym na daném misté z Cech, nebo z Moravy.
Uréujeme proto pocéet moznosti, jak mezi sebe tymy seradit. Pokud si napriklad predsta-
vime tymy z Cech jako prvky a tymy z Moravy jako oddélovade, zaéina tloha pFipominat
kombinace s opakovanim. Mame tedy (726) = (163 = 1716 moznosti.

Jinak lze tdlohu chapat tak, Ze urcujeme pocet permutaci tfinactiprvkové mnoziny,
pfitem? za stejné povaZujeme ty permutace, kde prohazujeme mezi sebou tymy z Cech
a mezi sebou tymy z Moravy. Pak vyjde 71,—?%', moznosti, coz je totéz, co (163> = (173)

Pfiddme-li tymy ze Slezska, jiz prvni zptsob (ktery je vlastné ekvivalentni s druhym)
nevede na kombinacni ¢islo. Pocet feSeni je podebné

(74+6+3)! 16!

7.6.3 — 7.6l.3 00960 A
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