Kapitola 9

Kombinatorika, pravdépodobnost

9.1 Opakovani z prednasky

Pfipomeneme si princip inkluze a exkluze. Oznac¢me # A pocet prvki koneéné mnoziny A.
Méjme systém koneénych mnozin {A;}? . Pak plati

HUA =S #A4 - #ANA)+ X #ANA4NA) -+
E ¢ i#j itk
+ (D" # A+ (D" # ) A
P i
Pripomeneme si definici a vypocet kombinac¢niho ¢isla.

N\ def n! ne(n=1)----- n—k+1) - (n—%k)T
(k) CK(n—k)! k! (n—%k)T

k!
Zavedeme si klesajici faktoridl z n podle k vztahem
[nlg:=n-(n—1)----- (n—k+1) (9.1)

pro k € N. Pro k = 0 specidlne klademe [n]y = 1 jako prazdny soudin. Je vidét, Ze pak
pro klasicky faktoridl mame vztah n! = [n],. Vidime, Ze ve vztahu nepotiebujeme,
aby n bylo pfirozené cislo. Lze tedy vzorcem definovat klesajici faktorial podle k z li-
bovolného redlného (nebo i komplexniho) éisla. (Podobné bychom si mohli zavést rostouct
faktoridl z n podle k jako

[ :=n-(n+1)----- (n+k—1),

coZ ale zde nebudeme potfebovat.) S touto symbolikou miizeme psét kombinaéni éislo jako

(-1
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Pri uziti tohoto zapisu opét nepotfebujeme, aby n bylo prirozené ¢islo, miZzeme proto
definovat pro libovolné rediné (komplexni) ¢islo r (zobecnéné) kombinaé¢ni é&islo

(;) = [7];—]"“ (9.2)

¢teno r nad k. Déle je mozno faktoridl zobecnit pomoci Gamma funkce. Ta je definovana

vztahem o
[(2) := / ettt dt
0

pro kazdé z € C \. {0,—1,—2,...}. Plati, Ze
F'n+1) =n!

pro n € Ny. Pak je mozné definovat zobecnéné kombinacni ¢islo

z\ I'(z+1)
w) " T(w+1)T(z—w+1)
pro libovolnd z, w € C, pro néz je vyraz napravo definovan.
Necht n € Ny. Definujeme si dvojityj faktoridll| z n rekurentnim vztahem

1 n€o,l,
nll =
n-(n—2) n>2.

Mame vyjadreni

Odtud mame
nl=nll-(n -1 (9.3)

jelikoZ n a n — 1 jsou jedno sudé a jedno liché, nasledné si v soucinu seskupime zvlast sudé
a liché Cinitele. Mlizeme pocitat

2k =2-4-6----- (2k) = 2F k!,
tedy pro n sudé mame vyjadieni n!! = 22 (g)' Déle muzeme diky (9.3) pocitat

2k + 1)l = (2(’; ;!1!)! _ 2 ’2“,6;!1)!. (9.4)

Celkem mame tedy vyjadieni dvojitého faktoridlu

23 (g)' n sudé,
nll =
n!

25 ("T—l)'

n liché.

1Také oznacovany jako semifaktoridl z n.
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Méjme posloupnost pfirozenych (celjch, redlnych, komplexnich, ...) ¢isel a = {a,}5°,.
Jeji vytvotujici funkei rozumime (formélni) mocninnou fadu

o0
Va:= Z a,z"
n=0

Konverguje-li tato fada absolutné na né&jakém okoli 0, pak zadéva na okoli 0 (hladkou)
funkciE] Dostévame tak korespondenci mezi (vhodnymi) posloupnostmi ¢isel a analytickymi
funkcemi definovanymi na néjakém okoli nuly. Danou funkci zna¢ime V a, nebo V(a)(z).
Operétor vytvorujici funkce je linedrnd, tj. mame-li ¢iselné posloupnosti a = {a,}>2, a
b={b,}>, a (redlné, komplexni) ¢isla o a (3, pak

V(ea+pb)=aVa+ Vb

Vynésobeni vytvorujici funkce z* odpovid4 posunuti posloupnosti o k mist doprava a
doplnéni nulami na zacatek. Naopak vynechani prvnich k£ ¢leni posloupnosti a posunuti
zbylych ¢lenti doleva odpovid4 odeéteni polynomu ag+- - -+ax_1 ¥~ od vytvorujici funkce a
jeji nasledné podéleni z*. Jak jiz bylo naznaceno vyse, vytvorujici funkci je mozno derivovat
jako mocninou fadu ¢len po ¢lenu, derivace vytvorujici funkce V(a)' je pak vytvorujici
funkei posloupnosti {(n + 1) an+1}52 . Rovnéz je mozno vytvorujici funkci integrovat jako
mocninnou fadu ¢len po ¢lenu, pak [y V(a)(t) dt je vytvorujici funkei posloupnosti A, kde
Ag=0a A, = anpron>1

Pro ptiklad Je vytvorujici funkce posloupnosti samych jednicek geometricka rada

V{1 Zx

Méjme posloupnosti a = {a,}22,a b= {b,}32,. Jejich konvoluci rozumime posloupnost

{Cn}%ozm kde
Cp = Z a; bj

i+j=n

1—x

a na pravé strané suma probiha pfes vSechny dvojice ¢ a j davajici v souctu n. Pak posloup-
nost {c,}32, zna¢ime a * b. ProtoZe souet mocninné fady konvoluce dvou posloupnosti
odpovidé (Cauchyovu) sou¢inu mocninnych fad, mdme vztah

V(a*b) =V(a)- V(b).

Konvoluce je mozné pouzit k pocitani rtiznych posloupnosti. Méjme napriklad posloupnost
a = {an}>,. Necht s = {s,}32, je posloupnost jejich ¢astecnych soucti ,tj. s, = ag+ a1+
+ --- + a,. Pak je vytvorujici funkce posloupnosti s rovna funkci

Vi(s)(z) = L@)@) (9.5)

1—z

2Rada mé pak v nule vSechny derivace — mocninnou fadu lze derivovat élen po ¢lenu, tyto vzniklé
mocninné fady jsou také absolutné konvergentni. Bereme-li mocninnou fadu jako komplexni funkci, jedna
se o funkci holomorfni v nule.
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To je dano tim, Ze posloupnost ¢asteénych souctti posloupnosti a je vlastné jen konvoluci
posloupnosti a s posloupnosti samych jedniek. (Samoziejmé je nutné ohlidat, Ze fada
>, Sn 2™ konverguje na néjakém okoli 0).

Déale napriklad autokonvoluci k£ posloupnosti samych jednicek obdrzime posloupnost

{("ZT) }ZOZO, tudiz mame vztah

ﬁ s (" Z k) . (9.6)

n=0

9.2 Priklady resené na cviceni

Priklad 9.1. V Satné si 4 navstévnici odlozili své kabaty a klobouky. Nestastnou ndhodou
klobouky spadly na zem. Satnaika chce klobouky opét povésit, ale protoZe si nepama-
tuje, ktery patii komu, povési je k jednotlivym kabatim zcela ndhodné. Kolika zpiisoby
muze klobouky povésit tak, aby alespon jeden navstévnik dostal svij klobouk? Jaka je
pravdépodobnost, Ze alespon jeden navstévnik dostane svij klobouk?

Reseni. MtzZeme si kabaty i klobouky oznagit ¢isly 1 az 4. Pak vlastné hleddme vSechny
permutace ctyfprvkové mnoziny s alespon jednim pevnym bodem, a to pomoci principu
inkluze a exkluze. Mame ‘f moznosti na vybér jednoho pevného bodu, pro kazdy z nich 3!
permutaci zbylych prvka. Nékteré permutace jsme zapocetli dvakrat, musime proto odecist
(3) - 2! permutaci s alespont dvéma pevnymi body. Permutace s alespon 3 pevnymi body —
tedy identitu — jsme pficetli ¢tyrikrat a pak odecetli Sestkrat, musime ji tedy zpét pricist
trikrat. Celkem mame tedy

4 4
(1)-3!—(2>-2!—|—3-1!=4-6—6-2+3=24—12—|—3=15

moznosti. Pravdépodobnost, Ze alespon jeden navstévnik pak dostane sviij klobouk je

15 15 5

Pfiklad 9.2. Na kolik oblasti miiZe maxim&lné rozdélit rovinu n kruZnic?

Resend. Ziejmé 0 kruZnic rozdéli rovinu na 1 oblast. 1 kruZnice rovinu rozdéli na 2 oblasti —
vnitfek a vnéjsek. Pro dvé kruznice mame 4 oblasti — pokud kruznice nakreslime tak, aby se
protinaly ve dvou bodech, mame vnéjsek, pak dvé oblasti ve vnitiku pouze jedné kruznice
a oblast pruniku obou vnitfki. U tfi kruznic podobné dostaneme 3 oblasti vnitikt pouze
jedné kruznice, 3 priniky vnirkt pravé dvou kruznic, 1 prinik vnitika vSech t¥i kruznic a
jeden vnéjsek, tedy celkem 8 oblasti. Pro 4 kruznice je poc¢itani malinko slozitéjsi — mame
4 vnittky pouze jedné z kruznic, 4 priniky vnitikt pravé dvou, 4 vnitiky prinikid prave
tti, jeden prinik vnitiki vSech ¢tyr a vnéjsek, celkem tedy déli 4 kruznice rovinu aZ na 14
oblasti.
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Urceme nyni obecny pripad. Ozna¢me a, maximalni pocet oblasti, na ktery déli rovinu
n kruznic. Zfejmé maxima dosdhneme tehdy, kdyz se dvé rtzné kruznice protinaji prave
ve dvou ruznych bodech a neexistuji spole¢né priniky t¥i kruznic. Pfidanim n-té kruznice
k (n — 1) pfedchozim se nova kruznice rozdéli 2 - (n — 1) pruseciky na 2 - (n — 1) obloukd,
pricemz kazdy z nich déli jednu — ale ne kazdou — z a,_; oblasti na 2 — déli jich prave
2. (n —1). Mdme tedy rekurentni vztah

an=0p_1+2-(n—1)
pro n > 2, kam mizZeme déle dosazovat
p,=0p1+2-(n—1)=
=an—2+2-((n—1)+(n—2))=
=t 3+2 (n—1)+(n-2)+(n-3) ==

-1
=a;+2- ((n—1)+(n—2)+---+2+1) =2+2-%=n2—n+2,
¢imz dostaneme explicitni vyjadieni a, pro n > 2. Vidime, Ze pro n = 1 vzorec také
funguje, nebot 12 — 1 4+ 2 = ay, tedy celkem dé&li rovinu n kruZnic na maxim4lné

1 n=>0
an =
n—-n+2 n>1
oblasti. A

Pozndmka. Aby bylo feseni uplné korektni, je potfeba dokazat, Ze n kruZnic lze skutecné
umistit v roviné tak, zZe se kazdé dvé protinaji pravé ve dvou bodech a pritom neexistuji
pruseciky tii a vic kruznic. Fakt, Ze dvé kruznice se protinaji maximalné ve dvou bodech, je
jednoduché dokazat. To, Ze je to mozné pro n kruznic lze dokazat napriklad indukci. Dikaz
nastinime. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze vSechny kruznice maji stejny polomér.
Méame umisténych n — 1 kruznic, chceme umistit n-tou. Jeji stfed nesmi lezet moc daleko,
¢imz mame vyznacenou mnozinu moznych stiedf n-té kruznice. Navic jej musime umistit
tak, aby nevznikaly priseciky tii, coz ale znamen4, Ze stfed kruznice nesmi lezet na jedné
z kruznic se stfedy v priseéicich a stejnymi poloméry. Tato zakdzand mnozZina ma ale
nulovou miru, takze nova kruznice v obecné poloze bude mit s kazdou z predchozich 2
priseciky.

Jinak si (ponékud nespravné) lze predstavit situaci tak, ze najdeme Jordanovu kfivkuﬁ
ktera ma pravé 2 pruseciky s kazdou z predchozich n — 1 kruznic, a nasledné deformujeme
tuto kfivku na kruznici tak, aby kyZena vlastnost zlistala zachovana. Tento pohled je ovSem
zavadéjici a nevede k dikazu, protoze jiz dvéma Jordanovymi kfivkami lze rovinu rozdélit
na libovolné mnoho oblasti (ale minimalné na 2) — stadi si naptiklad pfedstavit hvézdu s k
(oblymi) cipy a skrz tyto cipy vést kruznici, coZ déli rovinu na 2k + 2 oblasti, ¢imz jiz
dosdhneme potencialniho nekonecna.

3Tedy hladkou uzavienou k¥ivku bez priiseéikt samy se sebou.
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Priklad 9.3. Spocitejte <_n%) pro n € Np.

Reseni. Nejprve si spoc¢itame prvnich par hodnot.

Nyni uvazujme piipad obecného n € N. Diky vyjadreni zobecnéného kombinacniho

¢isla (9.2) méme

()- i, () ((hom)

coz si symbolikou [] mizeme vyjadrit jako

n-1(_1_, n—1(_2i+1
i=0 2 _ 1li=o 2

n! n!

— (1) o (2i41) _ (_1)n1.3 ..... (2n—1)

(2n — 1!
n!

= (-1

n!
coz nyni muzeme prepsat diky (9.4) a2n—1=2(n—1) +1 jako

n 2n —1)!
=D n!(- gn-1. 2n —1)!

coz si diky vztahu n + (n — 1) = 2n — 1 miZeme nakonec napsat jako

(1 @n-1)
T 92n-1 (n—1)!

Z posledniho vyjadreni dostaneme pro n > 1 vztah

1 n
()0 :
Priklad 9.4. Z vacku s 20 korunami, 15 dvoukorunami a 10 pétikorunami vytahneme
a) 20 minci,
b) 30 minci.

Kolika zptisoby to muze dopadnout?
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Reseni. Resfme nejprve @) Predpokladejme, Ze vytdhneme ¢ korunovych minci, j dvouko-
run a k pétikorun. Plati
1+73+ k=20,
pricemz
i€{0,1,...,20},
j€A{0,1,...,15}, (9.7)
k€ {0,1,...,10}.

Vzhledem k tomu, Ze vytahujeme 20 minci, mame nadbytek korun, mizeme tedy zapome-
nout na omezeni pro . Pak s¢itdme pro vSechny moznosti k = 0,. .., 10 pocty dvojic (i, ),
j < 15, fesici rovnici
i+7=20—k.
Je-li kK = 0, mdme 16 moznosti pro j (0, 1, ..., 15), kazd4 z nich uréuje jednoznacéné i.
Stejné tak mame 16 moznosti pro £ = 1, 2, 3, 4, 5. Tedy pro £ < 5 méme 6 - 16 = 96
moznosti. Pro k¥ = 6 mame jiz jen 15 mozZnosti (j = 0, ..., 14). Pro k = 7 méme 14
moznosti, pocet se dale snizuje o 1, az pro £ = 10 mame 11 moznosti pro ¢ a j. Celkem
mame tedy
6-16+15+14+13+ 12+ 11 =161

moznosti. Podobné miZzeme Fesit [b)). Uréujeme vlastné podet feSeni rovnice
i+7+k=30

se stejnymi omezenimi (9.7). Musime tedy jiz dbat i na omezeni pro 3. MiZeme prochazet
vSechny moznosti pro k£ a pocitat pocty reseni rovnice ¢ + 7 = 30 — k. Je-li kK = 0, mame 6
moznosti (diky omezeni pro ¢ musi byt j minimalné 10 a maximélné 15). Pro k£ = 1 muze
byt jiz j mezi 9 a 15, tedy 7 mozZnosti. Analogicky mame 8 mozZnosti pro k£ = 2, 9 pro
k =3, atd., azZ pro k = 10 médme 16 moznosti. Celkem mame tedy
6+7+---+16=H—E=121
2 2

moznosti.

Ulohu lze také Fesit pomoci vytvofujicich funkei. Ozna¢me a, podet moznosti, kterymi
lze z vacku s 20 korunami vytdhnout n korun. Ziejmé a, = 1 pro n < 20 a 0 jinak.
Podobné oznac¢me b,, pocet moznosti, kterymi lze z vacku s 15 dvoukorunami vytahnout
n dvoukorun, a c, pocet moznosti, kterymi lze z vacku s 10 pétikorunami vytahnout n
pétikorun. Ziejmé je b, = 1 n < 15 a 0 jinak, podobné ¢, = 1 pro n < 10 a 0 jinak.
Pocet mozZnosti, kterymi lze z vacku s 20 korunami, 15 dvoukorunami a 10 pétikorunami je
roven n-tému ¢lenu konvoluce téchto posloupnosti, tedy ¢islu (a*bx*c),. Vytvorujici funkce
posloupnosti a,, b, a ¢, jsou polynomy

V(a)(z)=1+z+2*+ -+ 2%,
V) (z)=1+z+2°+ -+ 12",
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Vi)(z)=1+z+ 2>+ + 2,

které si miZeme prepsat pomoci ¢astecnych soucti geometrickych rad jako

Via)(e) =
V)@ =125
V@)=

Vytvorujici funkce konvoluce posloupnosti a * b * ¢ je rovna soucinu vytvorujicich posloup-
nosti

.’E21—1 1'16—1 xll—l

V(axbx*c)(x) =V(a)(z) - V(b)(x) - V(c)(z) = z—1 z—-1 z-1
_1—at -2 — 2 2%+ 2% + % — 2"
(1—-x)3

kde pomoci troji autokonvoluce posloupnosti samych jednicek ziskdme vyjadieni

=1 -z" -2 - 2® + 2% + 2% + 2% — 2®). i (k;Z) zF
k=0

kde rada napravo bude ve skutecnosti od 46. mocniny déale nulova. Dvacidtou mocninu

ziskdme pomoci souéint 1 - 2%° s koeficientem (222>, ' - 29 s koeficientem —(121) a z'6 .zt

s koeficientem —(g). U 2% méme tedy koeficient

-0

Podobné tficdtou mocninu ziskdme pomoci souéint 1 - 230, z!'! . 21°
22" . 2% s vyslednym koeficientem rovnym souétu koeficientt

32 21 16 11 5
(2)-(3)-()-() ()=
Vidime, Ze 20 minci mizeme vytahnout 161 zpusoby a 30 minci miZeme vytahnout 121
zpusoby. A

16, .14 .21 .9

Priklad 9.5. Jaka je pravdépodobnost, Ze na 10 kostkach padne soucet 257

Reseni. M&jme posloupnost a, kde a,, zna¢i podet moznosti, Ze pti hodu jednou (klasickou)
kostkou padne ¢islo n. Ziejmé a,, = 1 pro n mezi 1 a 6 a 0 jinak. ProtozZe jsou hody deseti
kostkami na sobé nezavislé, odpovida pocet moznosti, Ze soucet pri hodu bude n, n-tému
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¢lenu desetindsobné konvoluce posloupnosti a se sebou. Cleny této posloupnosti ziskdme
pomoci vytvorujicich funkci. Mame

1— 28

V)(z) =z +2*+2*+2*+2°+2° =2

1—2°

Pak

V(@) (z) = (V(a) ()" = z'° (1 . w6>w

11—z
Vyraz na pravé strané si muzeme upravit. Pomoci binomické véty mame

a-apo =3y (V) e

i=0 L
Pak s vyuZitim mame
10 e’} -
. (10 . 9 .
V(a*lo)(x) — 210, Z(_l)z ( . ) 280, Z (] + ) 2
=0 t i=o\ 9
Hleddme koeficient u z%°. Hleddme vlastné vSechna FeSeni rovnice

104617+ 7 = 25,

neboli 67 + j = 15. Mdme pouze 3 moZnosti — i = 0 a j = 15 s koeficientem (—1)° (100) -

. (15;-9), i — 1aj = 9 s koeficientem (_1)1(110) . (9?;9) ai=2aj=3s koeficientem

1 =1
(—1)2 (120) . (3;9). Celkem je tedy koeficient u z2° roven soudtu, tedy &islu

(5)-0(3)- () 5o

Soucet 25 pri hodu 10 kostkami tedy muze padnout 831 204 zpisoby. Celkem muze pii
hodu 10 kostkami padnout 6!° moZnosti. Pravdépodobnost, Ze soudet bude 25 je tedy

831204 831204 23089
610 60466176 1679616

~ 1,375 %. A
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