Kapitola 10

Posloupnosti, vytvorujici funkce

10.1 Opakovani z prednasky

Méjme posloupnost pFirozenych (celych, redlnych, komplexnich, ... ) éisel a = {a,}52,. Jeji
vytvorujici funkei rozumime (forméln{) mocninnou fadu

o0
Va:=> a,z"
n=0

Konverguje-li tato fada absolutné na né&jakém okoli 0, pak zadéva na okoli 0 (hladkou)

funkciE] Dostévame tak korespondenci mezi (vhodnymi) posloupnostmi ¢isel a analytickymi

funkcemi definovanymi na néjakém okoli nuly. Danou funkci zna¢ime V a, nebo V(a)(z).
Pro ptiklad je vytvorujici funkce posloupnosti samych jedni¢ek geometricka fada

V(1)) = e = —

n=0

1—z
Zde je prehled vlastnosti vytvorujicich funkci posloupnosti.
o Priftazeni vytvorujici funkce je linedrni operdtor, tj.
V(ea+pb)=aVa+5Vb
pro a, B € R a a, b posloupnosti.

o Vytvorujici funkce ma v nule vSechny deriace, tj. Taylortiv rozvoj vytvorujici funkce

je
© V(q)®)
V@) = 3 S et
odkud
V®(0) = k! ay.
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o Vytvorujici funkce 1ze derivovat jako fadu ¢élen po Clenu i jako funkci, zde je nutny
nenulovy polomér konvergence fady! Pak

dVv
dV(e)(z) Za kaxFt Z(k+1)ak+1wk,

dx e

tj. jednd se o vytvofujici funkei posloupnosti {(k + 1) ax11}32,.

e Podobné lze vytvorujici funkci integrovat jako funkci i jako mocninnou fadu ¢len po
¢lenu. Stejné jako v ptipadé derivace je nutny nenulovy polomér konvergence. Pak

- Lkt
/0 Za’“k+1

takze jde o vytvorujici funkci posloupnosti A definované vztahy Ag =0 a Ay =
pro k > 1.

ak—1
k

« Konvolu¢nim soucinem dvou posloupnosti a = {ar}2, a b = {bx}32, rozumime
posloupnost a * b, kde

k
(a*b)k = Z a; bj = Zai bk—i-
i+j=k =0

Jedna se o koeficient k-tého ¢lene rozvoje soucinu V(a)-V(b), jelikoz se jedna o koefici-
ent k-tého Clene v Cauchyovském souc¢inu mocninnych fad. Odtud vidime, Ze konvlou-
¢ni soudin je asociativni, komutativni a distributivni vzhledem ke scitani.

o Konstanty @ € R si miZeme ztotoznit s posloupnostmi (a,0,0,...). Pak skaldrni
nasobek a a posloupnosti a odpovida soucinu « * a.

o Linedrni funkce z je vytvofujici funkei posloupnosti (0,1,0,0,...) =: z, kterou proto
oznacime stejné. Pak x™ je vytvorujici funkci posloupnosti  * x * - - - x x = x*"
_—

n

e Polynomy jsou vytvorujici funkce koneénych posloupnosti. Vzhledem k predchozimu
lze polynom py + p1 x + - - - + p, ™ chapat jako vytvorujici funkci posloupnosti

Potpi*zT+ - +pykz™
kde konstanty a x chapeme jako posloupnosti dle predchozich bodi.

o Mé&jme posloupnost a = {ax}2, a n € N. Definujme posloupnost b pfedpisem b, = 0
pro k < mn a by = ag_, pro k > n. Jedn4 se o posloupnost (0, ...,0,ap,a; ... ). Pomoci
——

konvoluce ji lze vyjadrit jako b = a * **, tudiz Vb = z" V a.
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o Mé&jme posloupnost a = {ax}2, a n € N. Definujme posloupnost b pfedpisem by, =
= Q4. Pak
V(a)(z) —ap—a1z— ... —ap_ " *
V(b)(x)= ( )( ) 0 1 n—1 '
:L-n
(Tento vztah by také bylo mozné zapsat pomoci konvoluci, museli bychom ale povolit
indexovani ¢lenti posloupnosti i zdpornymi ¢isly.)

(10.1)

Na zavér si pfipoménme nékteré uzite¢né vzorecky. Necht a = {a}72,. Posloupnost ¢és-
te¢nych soudtti definujeme predpisem s, = 3% ; a;. Pak plati

V(s)(a) = 2D (10.2)
11—z
Dvéma zpisoby si odvodime nésledujici vzorec.
1 = (k+n\ . &
I 10.3
1 - az)"H I;)( n )ax (10.3)

Zalneme se souc¢tem geometrické fady 332, y* = ﬁ Substituci y = a z ziskdme vztah

= Z a” (10.4)

l—ax

kde suma napravo konverguje absolutné na intervalu (—ﬁ, IUII) MizZeme proto ((10.4) n-
-krat derivovat, ¢imz dostaneme

coz si mizeme dale upravit na

an

¢
n (1 — az)+

:iak+n(k+n)(k+n—1)...(k_|_1)xk

kde pravou stranu upravime na

(k + n)
|\ - k+n k
n: 1- a,x)n—i-l Z o z
odkud podélenim rovnice n! a o™ dostaneme
i i (B +n)! (k+n) )
1—az)" ax)" = Ckln!l

Ve v k !
Plati oviem *+2! — (kin
k! n! k

nejprve vzit (n 4+ 1)-ndsobnou autokonvoluci posloupnosti samych jednicek, kde k-ty ¢len
bude podet feSeni rovnice ; + - -+ + 9,41 = k, tedy kombinaéni &slo (kj;iﬁ;l) = (k:")
(délime k jednicek do n + 1 pfihrddek). Nésledné stali vzit substituci y = a z.

) = (k:n), ¢imZ dostaneme findlni vzorecek. Jinou mozZnosti je
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10.2 Priklady resené na cviceni

Priklad 10.1. RozlozZte na parcidlni zlomky funkci

bx —4
2 —x—2

Reseni. Mame rozklad
P—r—-2=(z+1)(z-2).

Proto muzeme psat
5x—4 A B
= ) 10.
22—z —2 x—2+x—1 (10.5)

2

Zbyva najit konstanty A a B. Rovnici ((10.5)) si vyndsobime z* — x — 2 a na pravé strané si

vyraz upravime na linearni tvaru a x + b.

S5z—4=A(z+1)+B(z—2)
S5z—4=(A+B)z+A—-2B

Nyni si diky linearni nezavislosti 1 a x vyjadrime rovnici jako linearni soustavu

b -2)(3)=(5)

Tu fesime napriklad pomoci Gaussovy eliminace.

115N115N115N102
1 -2 -4 0 -3|-9 0 1|3 0 1|3

Vidime, ze A =2 a B = 3. Mame tedy rozklad na parcidlni zlomky

So-4 _ 2 3 N
2—z—-2 -2 z+1°

Priklad 10.2. Rozvirnite do mocninné fady nasledujici funkce.

1 5cx—4 T z2+x+2
&) (1—=z)2 b) T2k—T—2 C) z+5 d) 2z3—z2—42+3

Reseni. a) Mame funkci ﬁ MizZeme si pomoci souc¢tem geometrické rady

Y ozh = (10.6)
kterd konverguje absolutné na (—1,1). Lze proto derivovat (10.6) ¢len po ¢lenu.
okt l=-1-(-1)-1-2)?
k=1
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MB154
Vyrazy si upravime a dostaneme vysledny rozvoj do geometrické rady.
L oSkt
(1-2)* &
Jind moznost feSeni je vzpomenout si na vzorec (10.3) pro a = 1. Z né&j méme rozklad
rovnou. " -
1 + 1) k k
= zr=) (k+ 1)z
= 5(1)" %

5x—4 2 3
r+1

Rada konverguje na (—1,1).
b) Funkce je stejnd jako v pfikladu Méme tedy rozklad na parcidlni zlomky
2—z—2 z-—2

Kazdy ze zlomki si rozvineme zvlast. Mame rovnou

3 o
=3. —1)k 2*
14+ ,CXZ%( )

na (—1,1). Déle poéitame
2

1 “(x)k 1
=- - = — = =- —x.
1-3 kX:;) 2 162:%2’“

T —2
Rada konverguje pro £ € (—1,1), neboli na intervalu (—2,2). Vysledny rozvoj ziskdme

1, i(3'(_1)k_2_k)xk

jako soucet fad, ktery bude konvergovat na pruniku, tedy na intervalu (—1,1).
Sr —4 > 1
e =3-Z(—1)kmk—2—kx =
2 k=0 2 k=0

2 —x— =
¢) MiZeme si funkci _%¢ upravovat a rovnou ziskdme rozvoj.
R I
z+5 &5 1+% 5 {7\ 5 = 5

Rada konverguje pro —£ € (=1,1), neboli pro z € (-5,5)
d) Nejprve si musime funkci #’”ffw)’ rozlozit na parcidlni zlomky. Mame rozklad

22° — 2> —42+3=(z—-1)*(2x+3).

¢ (10.7)

A B +
2x+3

22+ + 2 B N
213 — g2 —4zx+3 zx—1 (z—1)2
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pro né&jaké konstanty A, B, C' € Q. Nalezneme je obvyklym zptsobem — rovnici (10.7)) si
vynésobime (z —1)? (22 +3) a ddme si k sobé koeficienty u monomt pfislu$né mocniny.

?’+z+2=A@x-1)22+3)+BR2x+3)+C(z—1)*
?+z+2=2A4+0C)2*+(A+2B—-2C)z—-3A+3B+C

Dostaneme soustavu lineadrnich rovnic

3330

kterou fesime pomoci Gaussovy eliminace s vybérem pivota.

Pak A= £, B=3% a C = 3£. Mame tedy rozklad

257

©?+z+2 7 1 4 1 RSN
203 — g2 —4x+3 25r—1 5 (zx—1)2 252243

coz si upravime do tvaru vhodného pro pouziti vzorce ((10.3))

1
251—zx

1 11 1
(T—op "1 (-2q)

4
5

Za pouziti (10.3), resp. (10.4) dostaneme

2 2 > 4 (E+1 11 2\ F
2+ 2+ [T (R +_(__) 2,
223 — 22 —4x+3 = 3

coz si upravime na findlni rozvoj

2+x+2

2x3—x2—4x+3:,§)

413 11 (=2)F]

Priklad 10.3. Urcete vytvorujici funkce pro nasledujici posloupnosti.
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a) {2 (k + 1)}k:0 ) {(_1)k (k + 1)}k:0
b) {2k+1} " d) {(k+1)?}
Reseni. a) Vytvorujici funkei bude soudet mocninné fady
o0 o0 2
2-(k+1Dr* =2 (k+1)2" = :
Ig) ,;) (1—x)?

kde jsme si vzpomnéli na feSeni Casti @) prikladu Rada mé soudet pro vSechna
z € (—1,1), coz bude také defini¢ni obor nasi vytvorujici funkce.

b) Opét hleddme soufet mocninné fady

o0

Y (2k+1) 2k

k=0

MuzZeme si psat 2k +1=2(k+ 1) — 1, tedy

Y @2k+1)aF =2  (k+1)z" - ",
k=0 k=0 k=0

kde pro pravou stranu pouzijeme vzorec ((10.3)), ¢imZ dostaneme vysledek

o 2 1 1+z
2k+1)zF = - = .
Lk = T T, T Ao e
c) Hleddme soucet
S (=1F (k+1) 2"
k=0

JelikoZ k + 1 = (’“1’1), stadi pouZit vzorec (10.3) pron = 1 a @ = —1. Mame tak na
(—1,1) soucet

];)(—1)’“ (k+1)zF = R

d) Hleddme soucet fady

o0

> (k+ 1) 2k

k=0
Vzpomeneme si na ((10.3), odkud na intervalu (—1,1) mame

T i ('“Z”)
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Chceme si vyraz (k + 1)3 vyjadfit pomoci kombina¢nich é&isel tvaru (ki:n) Méme

k1= (’“1“1) (10.8)

Déle

(k+1+1)(k+1) =5 ((k+1)*+ (k+1)),

(k;m) _ (k+2)2(k+ 1)

N— l\le—‘
N | =

neboli (s vyjddfenim k + 1 z (10.8)

(k+1)2=2-<k;2>—<k1“1>. (10.9)

Nésledné

<k+3> _(k+3)(k+2)(k+1) 1

k+D)(k+1+1)(k+142)=

_1
6

3 6 6
((k+1)° +3(k+1)°+2(k+1)),

takze

(k+1)>=6- <k;3> —3(k+12-2(k+1),

kam si dosadime za (k + 1)? z (10.9) a za k + 1 z (10.8)), takZe mdme

(k+1)3=6-<k;3>—6-(k;’2)+<k;rl>. (10.10)

Pak diky ((10.10)) a ([10.3) dostaneme

Benrr e £ (5 E ()

k=0 k=0 k=0 k=0
_ 6 6 1 _6-61-2)+1-0)
(-2t (1-2P (-2 (1 —ax)*
e’ 44z -1
(-1
vytvorujici funkci na intervalu (—1,1). A

Pozndmka (k Easti @)). (Zobecnéné) kombinaéni &fslo () je diky definici

n

n n n!

(x-l—n):[z+n]n_(x+n)-(x+n—1) ----- (z+1)
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vlastné polynomem stupné n v proménné z, lze tedy fici, Ze (ﬁ:") € Q[z] (R[z], C[z]),
pricemz o jedna se zvétSujici stupné zajistuji, Ze mnozina

()

tvori bdzi vektorového prostoru polynomi nad danym télesem. To znamena, Ze libovolny
polynom
p(z) € Qlz] (nebo R[z], C[z])

lze vyjadiit jako (kone¢nou) linedrni kombinaci zobecnénych kombinac¢nich &isel podob-
nym zplsobem jako v &asti [d). Stejné jako tam je vypolet rekurentni — mocninu z™ si

<2 1v2 ¢ (x+n
vyjadiime pomoci ( .

) a nizs§ich mocnin x. Lze tedy Fici, Ze vytvorujici funkce posloup-
nosti {p(k)}32,, kde p je néjaky polynom, bude linedrni kombinaci funkei W, pricem?

nejvyssi pouzité n je pravé stupen polynomu p.

Piiklad 10.4. Najdéte vzorec pro soucet 1 +22 4+ 32 4 ... + k2.

Reseni. Uvazujme posloupnost a;, = k? pro k € Ny. Hleddme vzorec pro &asteény soudet
glenti této posloupnosti, tedy pro predpis posloupnosti sy = >-% , a;. PouZijeme k tomu

vytvorujici funkce.
Chceme vyjadfit k2 jako linedrni kombinaci (k:") Mame

.. (k;2> _5. (k+2)2(k+1)

=k +3k+2,

neboli k? =2 (*}%) — 3k — 2. Jelikoz k = (*}") — 1, dostavame

k2=2(k;2>—3<k1rl>+1.

Pak vytvorujici funkce posloupnosti a je (vzpomeneme si na (10.3))

V@) = s~ g

1—2a

Diky (10.2) mame

V(a)(z) 2 3 1
(= L (e A ol

Nésledné opét pouzijeme (|10.3)), abychom ziskali vysledek:

k+3 k+2 k+1
w=2(50) () ()
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Pozndmka. Podobné by se dalo postupovat i obecnéji. Mdme-li posloupnost a; = p(k), kde

p(z)=po+px+---+pyz"

_ p, z+0 s z+1 4P z+n
0 1 n

je polynom, bude pro posloupnost ¢astecnych souc¢tii posloupnosti ay, platit

k41 k+2 k+n+1
wen (7)o (57 en (0)

Pf¥iklad 10.5. Najd&te vzorec pro soudet 1 —2+3 — 4+ --- + (=1)F 1k,

Resend. Intuitivné bychom vidéli, Ze souéty jsou 1, —1, 2, —2, atd. Pak pro ¢ > 1 plati
Sop—1 = —{ a Sop = L.

Najdéme explicitni vzorec pro k-ty ¢len pomoci vytvorujicich funkci. Zavedme si proto
posloupnost a = {(—1)* (k+1)}$, a posloupnost jejich astetnych soucti s. Potfebujeme
ziskat vytvorujici funkce Va a V s. Podle vzorce pron =1 a a = —1 mame na
(_1’ 1)

1
V(a)(z) = 1+z)?
Nésledné mame podle ((10.2))
1 A B C

\Y = = :
@) = a5 ora—e) 1tz Otof 1-z
Musime urcit konstanty A, B a C. Plati

1=A(1-2°)+B(1-2)+C(1+2) =A(1-2)+B(1—-2)+C(1+2x+2°
=(-A+C)2*+ (-B+2C)z+ A+ B+C.

Resime tedy linearni rovnici

Schematicky

S O =
S = O

2
—
O O
O = O

[
— N =
== O O
N—

e
= o O

FNTS O RNy
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tedy A=1, B=3aC =3 Pak
1 1 1 1 1 1
V@) =715 §‘a+x)+1'1_x
[.3) 1
2 V(D)@ + 5 V(1 G+ 1) )(z) + 2 V()
tedy

) C2(-1)Fk+ D)4+ (-1)F+1 (-1)F(2k+3)+1 A
k — 4 = 4 .

Priklad 10.6. Necht p € N je perioda. Definujme posloupnost a; predpisem

1 plk,
ar =
0 jinak.

Urcete vytvorujici funkci posloupnosti a a vzorec pro k-ty clen.

Re§em’ Pokud p =1, pak ak = 1 pro kazdé k (coi je rovnou predpis pro k-ty Clen) a

V(a)(z )=1—|—x”+x2p+--'
1

pk
—Zz 1—gp

Pro zjisténi predpisu pro k-ty Clen chceme rozlozit polynom 1 — xP na linearni cCinitele
tvaru 1 — ax. Substituci z = % a vynasobenim ¢* bychom zjistili, ze & budou praveé kotreny
polynomu z? — 1. Vezméme

2mi P S 1
(pi=er =cos— +1isin—.
p p

Jedna se o p-tou odmocninu z jedné, nebot
2mi\ P L27i .
Cp—(ep) =P =2 =1,

Ze stejného divodu bude také i (celo¢iselnd) mocnina ¢, odmocninou z jedné. Jelikoz ma
2P — 1 v C p rtznych kofenii (mé p kofent poéitanych i s ndsobnosti a je nesoudélny se
svoji derivaci), jsou jimi pravé rizné mocniny (,. Mame tak rozklad

P

1-22=]]1-¢)

i=1
=(1-G2)- (1= @a) - (1-¢'0) - (1-2).
Bude tedy platit
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p—1 Ai
s

Vynasobenim 1 — zP zjistime, ze

p

1= A [[1-¢a=).

=1 j#i

Z Vietovych vztaht plyne, Ze
p . . . . .
YG=2GG== > G =0
i=1 i#j i1FioF - Fin

a to pro vSechny n-tice pro n od jedné po p — 1. Odtud vidime, Ze miZeme vzit A; = %.
(JelikoZ soulet A; s koeficienty rovnymi soud¢inim mocnin Cg musi byt vzdy nulovy, coz je
splnéno, jsou-li A; stejné; Y7 ; A; = 1 urcuje hodnotu A;). Mame tedy

1 1 1 1 1
Vs — .
(a)(x) ’ l—Cpx+1—ng+ +1—1’,’_1x+1—$ )

odkud muzeme ziskat vzorec pro k-ty Clen.

LR+ PV 4
p

A

ag

Pozndmka. Cislo ¢, je obecnd komplexni iracionalni. (Je viak vzdy algebraické jako kofen
polynomu z? — 1.) Reélné je pouze prop=1—-{; =1 —-a prop =2 — {3 = —1. Mame pro
p = 2 vytvorujici funkci

1—22 2

)

1_1[1+1
11—z 14z

a odtud vzorec (_1);“ pro posloupnost, kde sudé ¢leny jsou 1 a liché 0. Déle naptiklad pro

p = 4 mame (4 = i, rozklad

1_1[1+1+1+1]
l—-z 14+2z 1—ix 1+4+ix

1—z¢ 4

a vzorec

4 a 4

1+ (=D +i* 4+ (=) "+ +8F 40t 1 4]k
0 jinak.

Pozndmka. Podobné miizeme ziskat vzorec pro k-ty ¢len libovolné periodické posloupnosti.
Je-li posloupnost by periodicka s periodou p, 1ze ji urcit koneéné mnoha hodnotami By, B,
.., Bp—1. Pak by, je rovno tomu z By, pro néz je k = £ (mod p). To lze také psat tak, ze

p—1
be = Y B ay_;,
=0
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neboli Ze je b soutem vhodnych nasobkii vhodné posunutych posloupnosti a. Pak diky
vlastnostem vytvorujicich funkci je

By+Biz+ -+ B, zP!

V(b)(a) = I
2 1
B —i —i - —q
bk:Z?'(Cff _|_C5(k )_|_..._+_CI(7P 1) (k )_|_1).
i=0

Samoziejmeé vSak tyto vzorce nejsou pro praktické pocitani prilis vhodné, pfi implementaci
je daleko jednodussi pouzit podminény prikaz.
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