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A. Co je linearni?

Obvyklou frazi je, ze zakladni vlastnosti slozitych systému je nelinearita, ktera se projevuje tak, ze malé zmény
n¢jakych hodnot vyvolaji velké (skokové, nepiedvidatelné apod.) zmény hodnot jinych. Z nelinearnich zavislosti
nebo vazeb pak plyne chaotické chovani systému a podobné. Nelinearita se stala jakymsi zaklinadlem.

Tento prispevek je pokusem provést alespon CasteCny ,,sémanticky uklid“. Slovo ,,linearita“ ma totiz
prinejmensim tfi rizné vyznamy. O jakou nelinearitu jde, vystihuje ptislusné opozitum. Vysledkem vyjasnéni
pojmui byva zjednoduseni problému nebo alespon jeho snazsi myslenkova uchopitelnost. V pripad¢ , linearity™
vSak dojdeme k tomu, ze v&ci jsou komplikovangjsi, nez se na zacatku zdalo.

1. Plynuti ¢asu

Cas mizeme vnimat jako neustale se vracejici (stale se opakuji vegetatni sezony, d&jiny se opakuji, ..nic nového
pod sluncem* a podobn¢) nebo plynouci odnékud né¢kam (od minulosti pres ptfitomnost do budoucnosti). Ve
druhém piipad¢ l1ze mluvit o Case linedrnim, v prvnim o Case cyklickém.

Cyklické vnimani ¢asu odpovida mythologickému piistupu ke skute¢nosti: vesSkeré déni neni nic nez
opakovani mythickych pravzoru, které je tieba piipominat nebo zpfitomiovat n¢jakym ritualem (vegetacni
sezdny opakuji umirdni bozstva a jeho navrat z podsvéti; na zaatku vegetacni sezony je potieba provést
orgiasticky obtad, aby bozstva v povétii oplodnila matku Zemi; na Silvestra je potiebné prozit prvotni chaos,
jaky byl pted stvofenim svéta, aby mohl povstat novy rok; kazdého 7. listopadu je nutné usporadat mohutné
oslavy fijnové revoluce s vzyvanim vécn¢ zivého Lenina a podobng). Cykla muze byt vice, ,,velky” cyklus muze
byt sestaven z cykli ,,malych™ (v prib¢hu zaloZeni, rozvoje a tpadku fisi se odehraje mnoho zrozeni, dospélosti
a starnuti se smrti jednotlivych lidskych jedinci).

Linearni vnimani ¢asu se objevilo v helénské dobg, odpovida jednak zajmu o historii, ale také o eschatologii.
S linedrnim vnimanim Casu souvisi i idea pokroku (objevuje se néco podstatné noveho, které je piekonanim
star¢ho; evoluce smétuje ke zvySovani komplexity a podobn¢) nebo tipadku (vyvoj Vesmiru smétuje k jeho
k linedrnimu ¢asu lze vystizn¢ ilustrovat na Starém zdkong. Hebrejsky Stary zdkon mél tfi ¢asti — Zakon (Tora),
proroci (nikoliv véstci!) a spisy, jeho preklad do fectiny (Septuaginta) se d€li na tii ¢asti — knihy historické
(minulost), knihy mudroslovné (ptitomnost) a knihy prorocké (budoucnost).

V realit€ se nejcastéji vyskytuje néjaka kombinace chapani ¢asu cyklického a linearniho. Smétovani casu ,,od
stvofeni po eschaton”™ — tedy linearni ¢as — mize byt vlastn¢ cyklem, navratem k pocCatku (na pocatku byla
beztfidni prvobytné pospolnd spolecnost, na konci déjin bude beztfidni komunisticka spole¢nost; Vesmir zacal
nekonecnou hustotou a teplotou velkého tiesku, skon¢i nekone¢nou hustotou a nekonecnou teplotou velkého
krachu a podobn¢). V linearnim Case probihaji n¢jaké cykly (,,spirala vyvoje). Mythologicky ptistup ke
skutecnosti patrné dobte odpovida lidskému zpisobu mysleni.

Fyzikalni €as je linedrni, tj. jednorozmérny a plyne jednim smérem; Godelovo feseni Einsteinovych rovnic
s Casovymi smyckami patrn¢ neni fyzikaln¢ realistické. Asi z tohoto diivodu se v prirodnich védach (i ve
spolec¢enskych?) o jiném nez linedrnim ¢ase neuvazuje. Netroufam si ale fici, ze linedrni chdpani Casu je spravné
a cyklické spatné. Otazkou je, zda vneseni n¢jakych ,.cyklickych prvka™ (nelinearity) do linearniho Casu
neprohlubuje porozuméni skuteCnosti. Souvisi mythické pravzory s jungovskymi archetypy a ty s archetypy
systémovymi? Pokud ano, jak?

2. Vazby
Piedstavme si n¢jaky systém tvoreny nc¢kolika prvky (naptiklad néjaké Cinnosti; souCastky elektrického obvodu a
podobng), které jsou spojeny vazbou, tj. vzajemné na sobg zavisi, ovliviiuji se (naptiklad naslednost ¢innosti;
vodi¢ mezi prvky obvodu a podobn¢). Tyto vazby mohou byt linedrni (po prvni ¢innosti ndsleduje druhd, po ni
teti, pak Ctvrta atd.; vSechny soucastky jsou zapojeny sériove) nebo néjaka vazba muze byt zpétna (naptiklad po
Ctvrté Cinnosti se vratime k druhé; nékteré soucastky nemaji jen jeden vstup a jeden vystup). Zpétné vazby lze
dale Kklasifikovat na pozitivni (to je v€tSinou vazba Spatna, vede k n¢jakému kolapsu nebo explozi) a negativni
(ty jsou lepsi, Casto vedou k néjaké rovnovaze); to je vSak dalsi, pomé&rn¢ slozita otazka.

Pojem ,,zpétna vazba“ se pouziva i v ponc¢kud (ale zdaleka ne tpln¢) jiném vyznamu — jednordzova odezva na
n¢jakou akci nebo Cinnost (,,studenti mi poskytli zpétnou vazbu™). Z tohoto divodu miuze byt vhodné misto



pojmu ,,zpetna vazba™ u trvale vzajemné se ovliviwgjicich prvki (tedy v systémovém pojeti) pouzivat pojem
smycka nebo systémova smycka.
3. Zavislost
Zavislost n¢jaké veliCiny (tzv. zdvisle proménné) na néjaké jiné (tzv. nezavisle proménné) graficky
znazoritujeme kartézskym grafem; na vodorovné ose byvaji hodnoty nezavisle proménné, na svislé¢ hodnoty
zavisle prom&nné. O zavislosti fekneme, Ze je linearni, pokud vyslednym grafem je primka; ve vSech ostatnich
piipadech ji nazveme nelinedrni.

Toto vymezeni je vSak pfili§ vagni. Napiiklad neni nic feceno o stupnici na osich. Pokud v obrdzku 1
zavislosti, kterou bychom prohldsili za nelinedrni, bude na svislé ose logaritmicka stupnice, dostaneme obrazek 2
a zavislost bychom jiz mohli povazovat za linedrni.
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Obr. 1 Obr. 2
Prvni zptesnéni definice linearity spo€ivad v nahrazeni obrazku formuli (vzore€kem). Situaci znazornénou na obr
3, tj. zavislost zavisle proménné y na nezavisle proménné x mizeme zapsat rovnosti

y=2x+l,

tedy jako ndsobek (v nasem piipad¢ dvojndsobek) nezavisle proménné k némuz je pii¢tena n¢jaka hodnota (v
naSem pripad¢ 1). Obecny zdpis linearni zavislosti je

y = ax+b.
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Obr. 3
Zavislost z obrazku 1 Je zapsana rovnosti y=2", tedy formuli jiného tvaru. Rovnost y=2" v§ak muzeme
zlogaritmovat®, tj. upravit ji na tvar
log y =x1log 2.
Oznacime-li nyni a=log 2 a z=log y, dostaneme



z = ax,
tedy linearni zavislost proménné z na proménné x. Zavislost na zaklad¢ obrdzku povazovana za nelinedrni je
vyjadiena ve tvaru zavislosti linearni.

Zobecnénim této uvahy je zjisténi, ze linedrni zdvislost n¢jakych veli€in neni n&jakou jejich ,,vnitini“
vlastnosti, ale je duisledkem oznaceni. Jinak feceno, zdlezi na tom, co za proménné veliCiny prohldsime. Obecné
neexistuje néjaké pravidlo, které by umoznilo rozhodnout, co je ,.ta prava™ proménnd — je to néco, co jsme
spocitali nebo zméfili, logaritmus méfené hodnoty nebo néco jiného? (To neni umélé vytvareni problému tam
kde nejsou — napriklad tak jednoducha veli¢ina jako je hlasitost tonu je logaritmem energie viniciho se vzduchu;
a kdo ted’ rozhodne, zda ,,zdkladni* veli¢inou vyjadiujici zda hrajeme piano nebo fortissimo je hlasitost nebo
energie?) Mluvime-li tedy o linearni zavislosti, je tieba peclive specifikovat, o jaké veliCiny jde.

Veli€iny, jimiz jsme se dosud zabywvali, 1ze povazovat za ,,statické”, jednou dané, existujici. Zajimav¢jsi a
dilezitgjsi jsou veliciny ,,dynamické™, vznikajici jako vysledek n€jakého procesu probihajiciho v Case.
(Upozoriiuji, Ze se nejedna o matematické pojmy, ale o intuitivni popis. ..Cisti“ matematika se zabyva ..vé¢énymi
pravdami®, nikoliv vznikanim a zanikdnim. Pokud ptece jen néjak popisuje pohyb, kinésis, pouziva k tomu
objekty vé¢n¢ a nehybng existujici; kde a jakym zptisobem matematické objekty existuji je ovSem — zatim? —
nezodpovézend otdzka filosofie matematiky.)

Pohyb, vznikani, zanikdni, zména je projevem néjaké zdkonitosti. Veli€ina ,,ve stavu zrodu® nebo ,,ve stavu
zmény" zavisi na né¢jake jiné velicing, na néjakém vlivu. A tato zavislost zase mize byt linedrni nebo nelinearni.
Rozhodnout, o jaky typ zavislosti jde, je op€t otdzka uhlu pohledu. (Zase na intuitivni, nikoliv matematické
urovni. Matematicky je dynamicka rovnice linedrni, pokud spliiuje princip superpozice.)

Pokusim se tuto myslenku ilustrovat jednoduchym az stupidnim piikladem (psychologiim se omlouvam).

Sestavime matematicky model uceni se. Zakladni proménnou (v terminologii dynamickych systému
,stavovou* nebo ,,fAzovou proménnou®, v terminologii systémové dynamiky ,,akumulaci®) bude mnozstvi
védomosti; oznaCime ji x. Mnozstvi védomosti se v zavislosti na u¢eni bude v ¢ase ménit; to ze veli¢ina x zavisi
na Case ¢ zapisujeme symbolicky x=x(f). Symbol x(#) oznaCuje mnozstvi védomosti v Case 7. Proces uceni
zapiSeme jako vyjadieni mnozstvi védomosti v ndsledujicim ¢asovém okamziku, tj. vyjadieni veliCiny x(#+1).

Nejjednodussi piedstavou je, ze v kazdém Casovém okamziku se néco naucim, tj. ziskam mnozstvi védomosti
d, které pribudou k védomostem, které mam. Zapsano rovnosti
x(t+1) =x()+d.

Tato formule je vlastn¢ zdpisem linedrni zavislosti veliiny x(#+1) na veli¢ing x(7); tato zavislost s d=1je
znazornéna na obr. 4. Pokud v né¢jakém pocatecnim Case, v okamziku /=0, je objem mych védomosti x(0), bude
mnozstvi védomosti v ¢ase ¢ ddno vyrazem

x(t) = x(0)+1d,

tento vysledek 1ze snadno ov¢fit uplnou indukci nebo si vzpomenout na vyjadieni obecného ¢lenu aritmetické
posloupnosti. Opéct jsme dostali linedrni zavislost, tentokrat veliiny x(#) na veli¢ing #, je zndzornéna na obr. 5,
kde d=1 a x(0)=1. Linearni zavislost popisujici ,,vznikani posloupnosti“ se projevila v linearni zavislosti
vznikajici posloupnosti na Case.
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Model ponckud priblizime realité¢ rozdélenim procesu uceni na procesy dva — ziskdvani novych védomosti a

zapomindni védomosti starSich. Symbol x(¢) bude opét oznaCovat mnozstvi védomosti v Case 7. Pravidlo, podle

nc¢hoz uréime mnozstvi védomosti v kazdém nasledujicim okamziku, tentokrat bude

x(t+1) = x(f) + mnozstvi novych védomosti — mnozstvi zapomenutych védomosti.

Asi je rozumné piedpokladat, Ze ¢im vic toho vim, tim vic zapomenu. Jinak fe¢eno, mnozstvi zapomenutych

védomosti je pfimo umérné mnozstvi védomosti, které jsem mél. Koeficient umérnosti oznacime c, tedy
mnozstvi zapomenutych védomosti = cx(?).

Veli€ina ¢ vyjadiuje relativni mnozstvi védomosti zapomenutych za jednotku Casu, tedy jakousi rychlost

zapominani.

Na druh¢ strang, ¢im vic toho vim, tim snadn¢ji nové védomosti pfijimam — naptiklad mohu nové poznatky
zasazovat do kontextu védomosti, znam néjaké obecné principy, takze si snadnéji zapamatuji poznatky logicky
vyplyvajici z dosavadnich védomosti a podobn¢. Opét tedy budeme mnozstvi nové naucenych védomosti
povazovat za piimo umérné stavajicimu mnozstvi védomosti. Oznacime-li konstantu imérnosti 5, mame

mnozstvi novych védomosti = bx(?).
Veli€ina b vyjadtuje relativni mnozstvi nove piijatych védomosti za jednotku Casu, tedy jakousi rychlost
pfijimani novych poznatka.

Pravidlo popisujici mnozstvi védomosti v nasledujicim okamziku tedy bude tvaru

x(t+1) = x(O)+bx(t)-cx(?),
nebo, po uprave (vytknuti vyrazu x(#) na pravé stran¢ rovnosti),

x(t+1) = (1+b-c)x(©).
Pfi oznaceni r=1+b-c dostaneme

x(t+1) = rx(?),
tedy op¢t linedrni zavislost veli€iny x(#+1) na veli¢iné x(f); zavislost s ¥=2 je zndzornéna na obr. 6. V tomto
piipadé bude mnozstvi védomosti v ase ¢ dano vyrazem

x(®) = x(0)r';
vysledek 1ze opét ovérit indukci nebo si vzpomenout na vyjadieni obecného ¢lenu geometrické posloupnosti.
Zavislost x(£)=x(0)7 s x(0) = 0,01 a =2 je znazornéna na obrazcich 7 a 8; na obrazku 8 je piitom na svislé ose
logaritmicka stupnice. Zavislost mnozstvi védomosti na Case lze tedy prohlésit za nelinedrni (pokud za ,,zdkladni

proménnou’ bereme veliCinu x(7)), nebo za nelinedrni (pokud za ,,zdkladni proménnou” vezmeme logaritmus
veli€iny x(7)).
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Obr. 8
Vytvateni, vyvoj, zménu veli€iny x jsme vyjadiovali pomoci jeji hodnoty v nasledujicim ¢asovém okamziku, tj.
x(++1) jsme vyjadrili pomoci x(#). Jiny moznost, jak vyjadfit zménu néjaké veliCiny, je pomoci tzv. ptirastku této
veli¢iny: zménu veliCiny x v Case ¢ vyjadtuje jeji prirustek Ax(#)=x(+1)-x(f). Predchozi dva modely tedy mizeme
zapsat ve tvaru

Ax(t)=d

Ax(f) = (r-1)x(f) meboli Ax(t) = (b-c)x(?).
Prvni zavislost s d=1 je zndzornéna na obr. 9, druha s »=2 je na obr. 10. Op¢t se jedna o zavislosti linearni.
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Jiny mozny zptisob vyjadieni zmeny veliCiny x je pomoci jejiho relativniho prirtstku
dx(t)= Ax(t)/x(?).
Timto zpusobem vyjadiime prvni model vyvoje védomosti ve tvaru
ox(t) = d/x(?)
a druhy ve tvaru
ox(?) =r-1 neboli ox(¥) = b-c.
Prvni z téchto zavislosti s d=1 je zndzorn¢na na obr. 11, druhd s /=2 je na obr. 12. Tentokrat se v prvnim piipadé
jedna o zavislost nelinearni, ve druhém o zavislost linearni.
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Obr. 11 Obr. 12

V obou uvedenych piikladech vySlo, Ze pfi jisté volbe parametru d nebo » bude mnozstvi védomosti v mé hlave

Vyjdeme z vyjadieni dx(f)=b-c, relativni pfirastek védomosti je rozdilem rychlosti pfijimani novych poznatki

a rychlosti zapominani poznatku starych. Tento rozdil 1ze chapat jako rychlost nabyvani védomosti; ozna¢me ho

v=b-c.
Model bude tvaru

ox(?)=v,
tedy relativni prirtstek védomosti je roven rychlosti nabyvani védomosti (to zni skoro jako tautologic) a tato
rychlost je konstantni. Rychlost nabyvani védomosti v ale ve skutecnosti asi nebude konstanta nezavisla na
¢emkoliv. Tato rychlost by mohla zaviset na aktudlnim mnozstvi védomosti: ¢im vice mam védomosti, tim
obtiznéji prijimadm nové, nebot” je komplikovanéjsi zasazovat nové poznatky do rozsahlé sit¢ predchozich. Tedy
¢im vice mam poznatku, tim mensi je rychlost » piijimani novych poznatki a v dusledku toho je mensi rychlost
uceni v. Nebo jinak: ¢im vice mam védomosti, tim jsem asi star$i a to znamena, zZe se blizim k stafecké demenci
a tim vice zapominam, tedy rychlost zapominani ¢ je vétsi; opét je dusledkem nizsi rychlost uceni v. Obéma
uvahami dostdvame, ze veliCina v zavisi na veli¢ing x(?) a to tak, ze ¢im je vEtsi x(7), tim je mensi hodnota v.
Opét budeme predpokladat, ze tato zavislost je linearni,

x(1) = —ax@®+V,
kde a a V" jsou kladné konstanty. Model tedy bude tvaru

ox(t) =—-a x()+V;
relativni piiriistek védomosti zavisi linedrné na aktudlnim stavu védomosti. Rozepsanim relativniho pfirastku
ox(7) a jednoduchou ipravou tento model miizeme piepsat na tvar

x(t+1) = x(O)(1+V-ax(¢)),
tedy jako nelinedrni zavislost mnozstvi védomosti v nasledujicim ¢asovém okamziku na aktualnim mnozstvi
védomosti.

Mnozstvi védomosti v Case ¢ jiz obecné nelze vyjadrit néjakou formuli (ptfesnéji feceno, nelze je pro libovolné
hodnoty 1" a a vyjadtit formuli, v niz se vyskytuje pouze kone¢né¢ mnoho aritmetickych operaci, elementarni
funkce a jejich superpozice v kone¢ném poctu). Ale ze znalosti pocateni hodnoty x(0) 1ze vypocitat hodnotu
x(1), z té pak hodnotu x(2) atd. Zavislost mnozstvi védomosti na ¢ase (Casovy prubéh mnozstvi védomosti) je pro
hodnoty 1'=0,5, a=1 a x(0)=0,001 zndzornén na obr. 13. Vidime, 7Ze pii tomto zobrazeni se jedna o zavislost
nelinedrni. Lze ovSem najit stupnici na svislé ose (logistickou, ta ale neni ve standardnim vybaveni MS Excelu,
pomoci néhoz byly obrazky vytvateny), ktera zavislost zndzorni jako linearni.
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Obr. 13
Zajimavejsi vysledky dostaneme napiiklad pii volbé a=1 a I’=3. Casovy pribéh veli¢iny x(#) s x(0)=0,001 je
znazornén na obr. 14, prib¢h s x(0)=0,001001 na obr. 15. Predev§im vidime, Ze zavislost na ase je nelinearni a
to tak, ze v grafu jsou ,,skoky nahoru a doli* (matematicky feCeno, zavislost na ¢ase neni monotonni).
V takovém pripad¢ zadnd volba stupnice na zddné ose nezobrazi zavislost jako linedrni. Mame tedy prvni ptipad
jakési ,,podstatné nelinearity. Jinou vlastnosti casového prub€hu je naprosta nepravidelnost skoku — jen
z pohledu na zacatek vyvoje (naptiklad prvnich milion hodnot) nelze odhadovat, jak bude vyvoj pokracovat.
Dalsi vlastnost hodna pozoru je to, Ze pti zmén¢ pocatecni hodnoty x(0) z 0,001 na 0,001001, tedy o jedno
promile, se obrdzek naprosto zménil, pravd polovina obr. 14 je upln¢ jind, nez prava polovina obr. 15. Mala
zmena pocateCni hodnoty vyvolala velkou zménu pribehu veliCiny. Velicina x(¢), ktera je generovana
jednoduchym linedrnim modelem
ox(?) = -x(@)+3
ma vSechny vlastnosti, které charakterizuji chaos. Veli¢ina generovana timtéZ modelem s trochu jinym jednim
parametrem, tedy modelem
ox(?) = -x(@)+1
ma vSechny ,,hezké*™ vlastnosti — mala zména nezavisle proménné vyvolava malou zménu zavisle proménné,
z jednoho pohledu na graf vime o prub&hu vse: x(¢) naroste k jisté hodnoté, ktera predstavuje jakousi kapacitu
mysli.
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Jak plyne cas

Nejprve si trochu zafilosofujme. Cas si mizeme piedstavit piinejmensim tiemi zpiasoby. Ten prvni by bylo
mozno nazvat ,.buddhisticky“. Cas a jeho plynuti viibec neexistuje, vie je vé¢na piitomnost a vnimani asu je jen
predstava, vyplod ,,necosvobozené mysli* Ipici na své individualni existenci. Druhy zpisob lze nazvat
platonsky*. VSechny Casové okamziky jiz existuji (v n¢jake tisi ideji, v Bozi nebo bozské mysli a podobng) a
nase vnimani plynuti Casu je opét pouze iluze ,,obyvatell jeskyn¢™. Tieti pojeti bych nazval ,existencialistické™.
Cas stale vzniké (nebo je stale znovu tvoien), kazdy okamzik se viak okamzité propada do minulosti.

V matematice ¢as neexistuje; z tohoto pohledu je matematika ,,.buddhistickd“. Fyzikalni pojeti Casu — ¢as jako
jeden z geometrickych rozméra Casoprostorového kontinua — je v podstaté ,,platonské™ (jako ostatné cela fyzika
s hledanim ,.teorie v§eho®). Toto pojeti se ukazuje jako velice plodné. Vedlo k vytvoieni infinitesimdlniho, tj.
diferencidlniho a integralniho, poCtu v Newtonov¢ pojeti, coz je mocny nastroj k ,,uchopeni* pohybu a zmény.
(A na tom nic neméni ani skuteCnost, Ze matematici — za vSechny jmenujme alespoii Weierstrasse —
infinitesimalni poCet zase ,,zmrazili“ do nehybnosti a bez¢asi.) Fyzikalni pochopeni ¢asu vedlo k prudkému
rozvoji techniky, tim ke zrychlujicimu se vznikdni novych skuteCnosti a nasledné, ponc¢kud paradoxné, k rozvoji
existencidlni uzkosti.

At jiz chapeme Cas jakkoliv, miZe nas zajimat, jak lze jeho plynuti — nebo to, co za plynuti ¢asu povazujeme
— popsat. Je-li ¢as jen piedstavou, je porozuméni této predstaveé prvnim krokem k osvobozeni se od ni. Pokud Cas
jiz objektivng n€kde nebo néjak existuje, jeho myslenkoveé uchopeni nas k realité piiblizi. A pokud Cas teprve
vznika, dava nam porozumeni jemu — nebo alespoii jeho projeviim — Sanci spolupodilet se na kvalité
budoucnosti.

Zakladni vlastnosti €asu je to, ze plyne, Ze existuje néco, ¢emu se tika Sipka nebo Sip ¢asu. Plynuti ¢asu se
projevuje jednak tim, Ze muzeme rozlisit minulost a budoucnost, nebo — opatrngji fe¢eno — poznat, 7e néjaky
okamzik piedchazel jinému. Pokud jsme totiz schopni dva Casové okamziky rozliSit, mizeme také poznat, ktery
z nich byl diive a ktery pozd&ji. Navic Cas plyne jednosmérné, nelze se vracet v ase zpét; k minulosti se pies
budoucnost nedostaneme. DalSim projevem plynuti ¢asu je to, ze po kazdém okamziku pfijde néjaky nasledujici,
existuje jakési propojeni minulosti a budoucnosti. Je oviem mozné, ze b&h Casu jednou skonci, Ze nastane
okamyzik, po kterém jiz zadny dalsi neptijde. Takovy ,.konec Casu™ vSak miize byt nejvyse jeden. A tietim
projevem plynuti ¢asu — nebo naseho zptisobu vnimani nebo predstavovani si Casu — je jakdsi mira Casu. Jsme
schopni n¢jakym zpiisobem méfit nebo kvantifikovat casovou vzdalenost dvou okamzikt. Tyto tfi vlastnosti
¢asu vyjadiime formalné.

Skutecnost, Ze jeden Casovy okamzik, feknéme #, pfedchazi jiny okamzik, feknéme %, vyjadiime formulkou
1<t>. Vétu ,,pokud jsme schopni dva Casové okamziky rozliSit, miZeme také poznat, ktery z nich byl diive a
ktery pozdéji* piesnéji vyjadiime vyrokem ,,pro jakékoliv dva Casové okamziky # a £, musi nastat praveé jedna
z moznosti: bud’ #;<t, nebo <t a nebo #=£,. (Symbolem #,=#, je vyjadiena skuteCnost, ze okamziky #, a t,
splyvaji, jsou soucasné, nejsme je schopni od sebe rozlisit.) Jednosmérné plynuti ¢asu vyjadiuje podminka:

z toho, Ze jeden okamzik predchdzi druhému a ten predchazi tetimu, plyne, Ze prvni okamzik ptedchazi i
tietimu. Formaln¢ feCeno, z dvojice vztahu #,<t, a ,<t; vyplyva vztah #,<ts.

Bezprostiedni nasledovani ¢asovych okamziku za sebou vyjadiime tak, Ze ke kazdému ¢asovému okamziku
existuje takovy, ktery ho nasleduje ,,nejtésnéji, tj. ktery ho nepiedchazi a ktery sou¢asné neni predchdzen
7addnym jinym casovym okamzikem v budoucnosti (budoucnosti vzhledem k okamziku ?).

Formalngji feeno: ke kazdému Casovému okamziku 7 existuje ¢asovy okamzik, ktery oznaCime o(?) a ktery
nepiedchazi zadny z okamzika s takovych, Ze £<s.

Jesté presnéji feceno, ke kazdému okamziku ¢ existuje okamzik o(?), takovy ze <o (#) a pokud 7<s pro n¢jaky
okamzik s, pak o(#)<s. (Ptitom formule ,,/;<t,“ je zkratka za ,./;<t, nebo #,=5".)

Pii ,existencialistické™ interpretaci je o(f) Casovy okamzik, ktery ,,vzniknul z Casového okamziku* # nebo ktery
,,byl stvofen” bezprosttedn¢ po okamziku 7.

PovSimnéme si, ze nepozadujeme, aby ke kazdému okamziku ¢ existoval n&jaky okamzik s takovy, Ze ¢<s.
Vyrok (implikace) ,,pokud #<s pro n&jaky okamzik s, pak o(#)<s* je pravdivd, i kdyz zadny okamzik s, ktery by
byl pfedchdzen okamzikem 7 neexistuje.

V takovém pripad¢ by okamzik o(7), ktery existovat musi, splyval s okamzikem ¢, 6(f)=t.

Nepostulujeme tedy, ze po kazdém okamziku nastane novy ,,bezprostiedn€ budouci“ okamzik (v
existencialistické* interpretaci) nebo ze €as je aktualn¢ nekone¢ny (v ,,platonské” interpretaci). Konec ¢asu tedy
nastat muze.

Na bezprostiedni nasledovani casovych okamziki se mizeme podivat i z druh¢ strany. Ke kazdému ¢asovému
okamziku existuje takovy, ktery ho ,,nejtésnéji” piedchazi.



Formaln¢ feCeno, ke kazdému okamziku ¢ existuje okamzik p(¥), takovy Ze p(¥)<t a pokud s<t pro n¢jaky
okamzik s, pak s<p(f). Samotné symboly ¢ a p miizeme také povazovat za objekty, nazyvaji se operator kroku
vpied — o, a operator kroku vzad — p.

V ,platonském™ pojeti se jedna o zobrazeni, které kazdému okamziku piifadi ,,bezprostiedné ndsledujici nebo
,bezprostiedné predchazejici okamzik; v ,.existencialistickém* pojeti je ¢ konstruktor, ktery z n¢jakého
okamziku vytvorii okamzik , bezprostiedné nasledujici®, p v néjakém okamziku ,,vyvold ze zapomnéni* okamzik
,bezprostiedn¢ predchazejici®.

Me¢teni nebo kvantifikace délky Casovych intervali spociva v pfifazeni néjakého realného Cisla tomuto
Casovému intervalu. Casovy interval je jednoznacn¢ uréen okamzikem pocateCnim, feknéme #, a okamzikem
koncovym, feknéme s, takze ono redlné Cislo, vyjadiujici délku Casového intervalu, vlastn€ pfitazujeme dvojici
Cisel (s,7).

PovSimnéme si, ze samotné ¢asoveé okamziky nemusi byt vyjadieny Cisly (jak je bézné ve fyzice), nemusi tedy
byt mozné asové okamziky sCitat nebo odcCitat. (Neni ostatné jasné, jak by se pfipadné interpretoval soucet dvou
okamziku?)

I ve fyzikalnim vyjadreni, napt. ,.Cas =5s*, nejde ve skuteCnosti o n¢jaky okamzik pojmenovany ,,pét sekund®,
ale o okamzik, ktery je vzdalen od néjak zvoleného pocatku o 5s.

Toto pfifazeni miry — délky casového intervalu — dvéma okamzikiim musi mit néjaké ,,rozumné™ vlastnosti.

V piipad¢, ze poCatecni okamzik # predchdzi koncovy okamrzik s, prohlasime délku intervalu za kladnou.

Pokud koncovy okamzik jednoho intervalu splyva s po¢ateCnim bodem druhcho intervalu, bude délka intervalu
s poc¢ateCnim okamzikem shodnym s po¢ateCnim okamzikem prvniho intervalu a s koncovym okamzikem
v koncovém okamziku druhého intervalu rovna souctu délek obou intervali.

Stroze matematicky mizeme vlastnosti ¢asu vyjadfit nasledovng. Cas je né¢jaka mnozina, ozna¢me ji T, spolu s
binarni relaci < a zobrazenim v:TxT—R (R oznacuje mnozinu redlnych Cisel) takovymi, Ze jsou splnény tfi
axiomy:

1. Relace < je asymetricka, tj. z t,<t» plyne 7 (£<ty), transitivni, tj. z #,<t» a <t plyne 1,<f;, a pro kazda

dve 11, t, zmnoziny T nastane prave jedna z moznosti 4 <t», £,<t; nebo #,=t,.

2. Prokazdé t z mnoziny T existuji o()=inf{s: 1<s} a p(H)=sup{s: s<t} a o(¢) i p(¢) nalezi mnoziné T.

3. Zobrazeni v je spojité, silng isotonni, tj. z #;<t, plyne v(f>,,)>0, a ma vlastnost v(t,,13)=v(t1,6)+ V(ta,13).
Vlastnost spojitosti zobrazeni nebyla v pfedchozim neformdlnim textu diskutovdna. Spojuje zobrazeni v s relaci
<, jedna se vSak o sofistikovanou matematickou zalezitost. Intuitivn¢ znamend, ze pokud se okamziky # a t,
,.prilis nelisi®, pak se ,,prilis nelisi* hodnoty v(s,%,) a v(s,t,) pro libovolny okamzik s z mnoziny T.
Poznamenejme, ze hodnotu v(#,,#) interpretujeme jako délku Casového intervalu od pocate¢niho okamziku # do
koncového okamziku ..

Uvedené axiomy postacuji k tomu, aby mohla byt formaln¢ vytvorena teorie Casovych zmén — teorie
dynamickych rovnic.

Nejprve zavedeme jest€ n€kolik pojmi. Definujme p(t)=v(o(?),f). Veli¢ina p vyjadiuje vzdalenost néjakého
Casového okamziku a okamziku bezprosttedné nasledujiciho. Cim je tato veli¢ina mens$i, tim Cas plyne
,hladCeji”, ¢im je vetsi, tim ,,trhangji. Proto se tato veliCina nazyva zrnitost casu v okamziku . S riznymi
.casovymi skoky®, ,,nepravidelnostmi v plynuti ¢asu™ ma urcit€¢ zkuSenosti témét kazdy.

Cas plyne, jednotlivé okamziky nejsme téméi schopni rozlisit a najednou se néco stane — &lovék se zamiluje,
zemie n¢kdo blizky, teroristé 11. zaii zattoci, dojde ke kambrické explozi a podobné — a najednou nic neni jako
diive; ¢as zacneme rozliSovat na ,,pted” a ,,po™, v Case vznikla mezera. Jindy nebo pro jiné potieby vnimame Cas
piimo jako postupujici v diskrétnich krocich, pravidelnych nebo nepravidelnych — ¢as je odméfovan
jednotlivymi semestry, vegetatnimi sezénami, parlamentnimi volbami, horotvornymi pohyby a podobng&.
Zavedeni zrnitosti ¢asu je sou¢asnym (zakladni pojmy zformuloval S. Hilger roku 1988, teorie byla do ucelené¢ho

vvvvvv

Pomoci zrnitosti a operatoru skoku ¢ a p mizeme klasifikovat ¢asové okamziky. Pokud p(6)>0, tj. pokud o()>,
okamzik 7 se nazyvam zprava osamoceny, pokud n(#)=0, tj. pokud nejsme schopni okamzik ¢ odlisit od okamziku
bezprostiedné nasledujiciho, o(f)=t, pak se okamzik ¢ nazyva zprava husty. Podobn¢ pokud p(#)<t, nazyva se
okamzik 7 zleva osamoceny a pokud p(#)=¢, nazyva se okamzik 7 zleva husty. Okamzik ¢ se nazyva husty, pokud
je husty zleva i zprava, a nazyva se izolovany, pokud je osamoceny zleva i zprava.
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Na nasledujicim obrazku je n¢kolik piikladi mozného plynuti ¢asu. Dva extrémni piipady jsou takove, ze
vSechny Casové okamziky jsou husté, nebo ze vSechny okamziky jsou izolované. Pokud jsou vSechny okamziky
husté, jedna se o ¢as fyzikalni nebo klasickou casovou osu.

V takovém ptipadé mizeme Cas ztotoznit s mnozinou realnych Cisel. Fyzikalni ¢as je znazornén na obrazku a).
Pokud jsou v§echny okamziky izolované, muize prub¢h ¢asu vypadat rozmaniteji.

Existuje-1i n&jaky piirozeny ¢asovy krok a zrnitost je konstantni — tj. v kazdém okamziku stejna —a rovna
tomuto kroku, jedna se diskrétni ¢as s pevnou (obvykle jednotkovou) délkou kroku; je zndzornén na obr. b).
Takové pojeti ¢asu se Casto pouziva pii modelovani dynamiky systémi. Je v§ak adekvatni pouze tehdy, kdyz
skute¢ng néjaka prirozena Casova jednotka existuje a modelovany systém se vyviji v postupnych krocich.

Jind moznost diskrétniho Casu je znazornéna na obr. ¢). Zrnitost ¢asu se postupné zmensuje.

V takovém ptipadé muze dokonce dojit k tomu, Ze existuje n¢jaky posledni Casovy okamzik, ktery je zleva
husty.

Posledni okamzik je sice v konecné ¢asove vzdalenosti, ale vede k nému nekone¢né¢ mnoho ¢asovych kroki.

(Tato piedstava je jednim z moznych vychodisek z klasické Zenonovy aporie ,,Achilles a zelva®. Za povSimnuti
stoji, Ze podobnym zptuisobem si vétsina lidi predstavuje Cas zbyvajici do smrti.

Sice uzndme, ze nase smrt prijde za n¢jaky konecny Casovy usek — z hlediska Casu historického nebo dokonce
geologickeho velice kratky — ale mame pocit, Ze smrt je jeSt¢ vzdalena nekone¢né mnoho néjakych Casovych
kroku; k okamziku smrti nevidime. Tato predstava je mozna spravna:

Moje smrt se m¢ netykd; pokud jsem tady, neni zde smrt a pokud je zde moje smrt, nejsem tu ja. Ke smrti se
priblizujeme, ale v uvedeném smyslu ji nikdy nedosahneme.)

Pro modelovani n¢jakych procest (napt. takovych, na n¢z maji vliv nepiedvidatelné piirodni katastrofy nebo
spolecenskeé otfesy) mize byt uzitecné si Cas predstavit jako slozeny z izolovanych okamziku, které ale maji
nepravidelné vzdalenosti; zrnitost je sice v kazdém okamziku kladna, ale v kazdém okamziku jina.

Takovy prub¢h Casu je znazornén na obr. d). Dalsi zpiisob plynuti Casu je ten, Ze Cas po n&jakou dobu plyne
spojite, vSechny okamziky jsou husté. Pak ale nastane ,,Casovy skok®, Cas dosp&je do n¢jakého zleva hustého
okamziku, za kterym bezprostfedn¢ nasleduje Casovy okamzik zleva osamoceny a zprava husty.

Takto plynouci ¢as si mizeme piedstavit napt. pii procesu uc¢eni: béhem semestru se do studentovy hlavy
souvisle dostavaji védomosti a pak nastane skok béhem prazdnin, po kterych nasleduje dalsi souvisly ¢as
prijimani védomosti.

Jin¢ pfirozené pouziti takového Casu se souvislymi useky a skoky je pii modelovani zeméd¢lskych procesu —
vegetaCni sezona je prerusovana obdobim zimy. Na obr. ¢) je priklad takového plynuti Casu. Souvislé useky jsou
znazornény jako stejné dlouhé, tak tomu ale nemusi vzdycky byt. Na tomto ptikladu je také mozné jednoduse
ilustrovat, ze ¢asové skoky nelze zaménovat.

Krok do budoucnosti a navrat miize byt néco uplné jiného, nez krok do minulosti a navrat. Udélame-li krok do
budoucnosti a pak se vratime o krok do minulosti, mizeme se dostat jinam, nez jsme byli. (Matematicky feceno,



operatory skoku vpied a vzad ¢ a p nekomutuji.) Pfedstavme si, ze se nachdzime v prvnim zleva osamoceném a
zprava hustém okamziku, tj. na zac¢atku — pfi ,.Cteni obrdzku™ zleva doprava — druhé souvislé usecky.

Skokem vpied zistaneme ve stejném okamziku, ,,bezprostiedné nasledujici okamzik™ nemizeme rozlisit od
okamziku, v némz se nachazime. Potom skokem vzad se dostaneme do prvniho zprava osamocené¢ho bodu.
(Tento jev nenastava, pokud vSechny okamziky jsou izolované nebo vSechny okamziky jsou husté, tedy

v modelech ¢asu bézné pouzivanych.

Model Casu ,.typu €)“ je tedy vhodny pro popis procesu, v nichZ dochazi k nevratnym zménam.) Na zavér je na
obr. ¢) znazornéna kombinace vSech moznosti.

Uvahy o plynuti ¢asu (nebo: o popisu [nasi piedstavy o] plynuti &asu) jsou vlastné piipravou na popis zmény.
Piedstavme si nejprve pro jednoduchost, ze stav n¢jakého systému, o néjz se zajimame, 1ze vyjadrit jednim
realnym cislem — jednoducha akumulace nebo néco podobného.

Stav systému, v n¢jakém Casovém okamziku ¢ mizeme oznacit symbolem F(#). Systém se v prib&hu Casu méni,
v okamziku bezprostfedné nasledujicim po ¢, tedy v okamziku o(#), bude ve stavu F(o(?)), ktery se obecné od
stavu F(¢) muze lisit.

Za vyjadfeni zmény mizeme povazovat rozdil t€chto stavi, tedy F(o(¢))-F(¢). Tento rozdil ale jest¢ neni
vhodnou ,,mirou zmény*; tou by mohl byt pouze v piipad¢ pravideln¢ plynouciho Casu se vSemi okamziky
diskrétnimi a ptirozenou ¢asovou jednotkou, tedy asu z obr. b) — podstatnou charakteristikou zmény je totiz i
zrnitost ¢asu, velikost prislusného ¢asového kroku.

Proto je za miru zmény vhodné vzit zménu stavu v , bezprostiedné nasledujicich okamzicich® relativné k délce
Casového kroku, tj. k zrnitosti. Za miru zmény stavu muzeme tedy povazovat vyraz

FX0=(F(o(1)-F0)/n(@).
Pokud zrnitost je konstantni a rovna ,,ptirozené” ¢asove jednotce, w(r)=1, jedna se o obvyklou diferenci (tradicné
znacenou AF(?)). Je-li vSak okamzik ¢ zprava husty, u(#)=0, pak je také o(¢)=¢ a v dusledku toho F(a(¢))-F(#)=0.
Nastava tedy problém, Ze vyraz F(f) je ..neuréity™, je tvaru F(£)=0/0. Tento problém je viak fesitelny — fesenim
je 300 let rozvoje infinitesimalniho poc¢tu. Mirou zmény je pak derivace F” (7).
B. Jak plyne cas

Nejprve si trochu zafilosofujme. Cas si mizeme piedstavit piinejmensim tiemi zpasoby. Ten prvni by bylo
mozno nazvat ,.buddhisticky“. Cas a jeho plynuti viibec neexistuje, vie je vé¢na piitomnost a vnimani asu je jen
predstava, vyplod ,,necosvobozené mysli* Ipici na své individualni existenci. Druhy zpiisob lze nazvat
platonsky*. VSechny Casové okamziky jiz existuji (v n¢jaké fisi ideji, v Bozi nebo bozské mysli a podobn¢) a
nase vnimani plynuti ¢asu je opét pouze iluze ,,obyvatell jeskyn¢™. Tieti pojeti bych nazval existencialistické™.
Cas stale vzniké (nebo je stale znovu tvoien), kazdy okamzik se viak okamzité propada do minulosti.

V matematice ¢as neexistuje; z tohoto pohledu je matematika ,,.buddhistickd“. Fyzikalni pojeti Casu — ¢as jako
jeden z geometrickych rozméra Casoprostorového kontinua — je v podstaté ,,platonské™ (jako ostatné cela fyzika
s hledanim ,.teorie v§eho™). Toto pojeti se ukazuje jako velice plodné. Vedlo k vytvoieni infinitesimdlniho, tj.
diferencidlniho a integralniho, poctu v Newtonov¢ pojeti, coz je mocny nastroj k ,,uchopeni* pohybu a zmény.
(A na tom nic neméni ani skutenost, Ze matematici — za vSechny jmenujme alespoii Weierstrasse —
infinitesimalni poCet zase ,,zmrazili“ do nehybnosti a bez¢asi.) Fyzikalni pochopeni ¢asu vedlo k prudkému
rozvoji techniky, tim ke zrychlujicimu se vznikdni novych skute¢nosti a nasledné, pon¢kud paradoxné, k rozvoji
existencidlni uzkosti.

At jiz chapeme Cas jakkoliv, miZe nas zajimat, jak lze jeho plynuti — nebo to, co za plynuti ¢asu povazujeme
— popsat. Je-li ¢as jen piedstavou, je porozuméni této predstaveé prvnim krokem k osvobozeni se od ni. Pokud Cas
jiz objektivné n€kde nebo néjak existuje, jeho myslenkoveé uchopeni nas k realité piiblizi. A pokud Cas teprve
vznika, dava nam porozumeni jemu — nebo alespoii jeho projeviim — Sanci spolupodilet se na kvalité
budoucnosti.

Zakladni vlastnosti €asu je to, ze plyne, zZe existuje néco, cemu se fika Sipka nebo Sip ¢asu. Plynuti ¢asu se
projevuje jednak tim, Ze muzeme rozliSit minulost a budoucnost, nebo — opatrngji fe¢eno — poznat, 7e néjaky
okamzik piedchazel jinému. Pokud jsme totiz schopni dva Casové okamziky rozliSit, mizeme také poznat, ktery
z nich byl diive a ktery pozd&ji. Navic Cas plyne jednosmérné, nelze se vracet v ase zpét; k minulosti se pres
budoucnost nedostaneme. DalSim projevem plynuti ¢asu je to, ze po kazdém okamziku pfijde néjaky nasledujici,
existuje jakési propojeni minulosti a budoucnosti. Je ovsem mozné, ze b&h Casu jednou skonci, Ze nastane
okamzik, po kterém jiz zadny dalsi neptijde. Takovy ,konec Casu™ v§ak mize byt nejvyse jeden. A tfetim
projevem plynuti Casu — nebo naseho zpisobu vnimani nebo piedstavovani si Casu — je jakasi mira Casu. Jsme
schopni n¢jakym zpiisobem méfit nebo kvantifikovat casovou vzdalenost dvou okamzikt. Tyto tfi vlastnosti
Casu vyjadiime formalng.

Skute¢nost, Ze jeden ¢asovy okamzik, feknéme #,, pfedchazi jiny okamzik, feknéme %, vyjadiime formulkou
1<t>. Vétu ,,pokud jsme schopni dva Casové okamziky rozliSit, miZzeme také poznat, ktery z nich byl diive a



ktery pozd¢ji© presnéji vyjadiime vyrokem ,,pro jakékoliv dva Casové okamziky # a 7, musi nastat prave jedna
z moznosti: bud’ #,<t, nebo <t a nebo #=£,. (Symbolem #,=#, je vyjadiena skuteCnost, ze okamziky #, a t,
splyvaji, jsou soucasné, nejsme je schopni od sebe rozlisit.) Jednosmérné plynuti ¢asu vyjadiuje podminka:

z toho, ze jeden okamzik piedchdzi druhému a ten piedchdzi tfetimu, plyne, Ze prvni okamzik predchazi i
tfetimu. Formaln¢ feCeno, z dvojice vztahu ,<t, a ,<t; vyplyva vztah #,<t.

Bezprostiedni nasledovani Casovych okamziku za sebou vyjadiime tak, ze ke kazdému ¢asovému okamziku
existuje takovy, ktery ho nasleduje ,,nejtésnéji, tj. ktery ho nepiedchazi a ktery sou¢asné neni predchdzen
z4dnym jinym ¢asovym okamzikem v budoucnosti (budoucnosti vzhledem k okamziku 7).

Formalngji feeno: ke kazdému Casovému okamziku 7 existuje ¢asovy okamzik, ktery oznaCime o(?) a ktery
nepiedchazi zadny z okamzika s takovych, Ze 1<s.

Jesté presnéji feceno, ke kazdému okamziku ¢ existuje okamzik o(?), takovy ze <o (#) a pokud 7<s pro n¢jaky
okamzik s, pak o(#)<s. (Ptitom formule ,,/;<t,“ je zkratka za ,./;<t, nebo #,=5".)

Pfi ,existencialistické™ interpretaci je o(f) Casovy okamzik, ktery ,,vzniknul z ¢asového okamziku* # nebo ktery
,,byl stvofen” bezprosttedné¢ po okamziku 7.

PovSimnéme si, Zze nepozadujeme, aby ke kazdému okamziku ¢ existoval n&jaky okamzik s takovy, Ze ¢<s.

Vyrok (implikace) ,,pokud #<s pro néjaky okamzik s, pak o(f)<s“ je pravdivd, i kdyZ zadny okamzik s, ktery by
byl pfedchdzen okamzikem 7 neexistuje.

V takovém pripad¢ by okamzik o(7), ktery existovat musi, splyval s okamzikem ¢, 6(f)=t.

Nepostulujeme tedy, ze po kazdém okamziku nastane novy ,,bezprostiedn€ budouci“ okamzik (v
existencialistické* interpretaci) nebo ze €as je aktualn¢ nekone¢ny (v ,,platonské” interpretaci). Konec ¢asu tedy
nastat muze.

Na bezprostiedni nasledovani casovych okamziki se mizeme podivat i z druh€ strany. Ke kazdému ¢asovému
okamziku existuje takovy, ktery ho ,,nejtésnéji“ piedchazi.

Formaln¢ feCeno, ke kazdému okamziku ¢ existuje okamzik p(¥), takovy Ze p(¥)<t a pokud s<t pro n¢jaky
okamzik s, pak s<p(f). Samotné symboly ¢ a p mizeme také povazovat za objekty, nazyvaji se operator kroku
vpied — o, a operator kroku vzad — p.

V ,platonském™ pojeti se jedna o zobrazeni, které kazdému okamziku piifadi ,,bezprostiedné ndsledujici nebo
bezprostiedn¢ predchazejici okamzik; v ,.existencialistickém* pojeti je ¢ konstruktor, ktery z n¢jakého
okamziku vytvori okamzik , bezprostiedné nasledujici®, p v né¢jakém okamziku ,,vyvold ze zapomnéni* okamzik
,bezprostiedn¢ predchazejici®.

Meieni nebo kvantifikace délky casovych intervali spociva v piifazeni n€jakého redlného Cisla tomuto
Casovému intervalu. Casovy interval je jednoznacné uréen okamzikem pocateCnim, feknéme #, a okamzikem
koncovym, feknéme s, takze ono redlné Cislo, vyjadiujici délku Casového intervalu, vlastn€ pfitazujeme dvojici
Cisel (s,7).

PovSimnéme si, ze samotné ¢asove okamziky nemusi byt vyjadieny Cisly (jak je bézné ve fyzice), nemusi tedy
byt mozné Casové okamziky sCitat nebo odcCitat. (Neni ostatné jasné, jak by se pfipadné interpretoval soucet dvou
okamziku?)

I ve fyzikalnim vyjadreni, napt. ,,Cas =5s", nejde ve skuteCnosti o n¢jaky okamzik pojmenovany ,,pét sekund®,
ale o okamzik, ktery je vzdalen od néjak zvoleného pocatku o 5s.

Toto pfifazeni miry — délky casového intervalu — dvéma okamzikiim musi mit néjaké ,,rozumné™ vlastnosti.

V ptipad¢, ze poCatecni okamzik ¢ predchdzi koncovy okamrzik s, prohlasime délku intervalu za kladnou.

Pokud koncovy okamzik jednoho intervalu splyva s po¢ateCnim bodem druhého intervalu, bude délka intervalu

s poc¢ateCnim okamzikem shodnym s po¢ateCnim okamzikem prvniho intervalu a s koncovym okamzikem

v koncovém okamziku druhého intervalu rovna souctu délek obou intervali.

Stroze matematicky mizeme vlastnosti ¢asu vyjadiit nasledovng. Cas je n&jaka mnozina, oznaéme ji T, spolu s
binarni relaci < a zobrazenim v:TxT—R (R oznacuje mnozinu redlnych Cisel) takovymi, Ze jsou splnény tfi
axiomy:

1. Relace < je asymetricka, tj. z t,<t» plyne 7 (£<ty), transitivni, tj. z #,<t» a <t plyne 1,<t;, a pro kazda

dve 11, t, zmnoziny T nastane prave jedna z moznosti 4 <t», £,<t; nebo #,=t,.

2. Prokazdé t z mnoziny T existuji o()=inf{s: 1<s} a p(H)=sup{s: s<t} a o(¢) i p(¢) nalezi mnoziné T.

3. Zobrazeni v je spojité, silng isotonni, tj. z #;<t, plyne v(f>,,)>0, a ma vlastnost v(t,,13)=v(t1,5)+ V(ta,13).
Vlastnost spojitosti zobrazeni nebyla v pfedchozim neformdlnim textu diskutovdna. Spojuje zobrazeni v s relaci

<, jedna se vSak o sofistikovanou matematickou zalezitost. Intuitivn¢ znamend, ze pokud se okamziky # a t,
,.prili§ nelisi“, pak se ,.pfili§ nelisi hodnoty v(s,%,) a v(s,%,) pro libovolny okamzik s z mnoziny T.



Poznamenejme, ze hodnotu v(#,,#) interpretujeme jako délku Casového intervalu od pocate¢niho okamziku # do
koncového okamziku ..

Uvedené axiomy postacuji k tomu, aby mohla byt formaln¢ vytvorena teorie Casovych zmén — teorie
dynamickych rovnic.

Nejprve zavedeme jest€ nekolik pojmi. Definujme p(t)=v(c(?),f). Velicina p vyjadiuje vzdalenost n&jakého
Casového okamziku a okamziku bezprosttedné nasledujiciho. Cim je tato veli¢ina mensSi, tim Cas plyne
,hladCeji, ¢im je vetsi, tim ,,trhangji. Proto se tato veliCina nazyva zrnitost ¢asu v okamziku . S riznymi
casovymi skoky®, ,,nepravidelnostmi v plynuti ¢asu™ ma urcit€¢ zkuSenosti témét kazdy.

Cas plyne, jednotlivé okamziky nejsme téméf schopni rozlisit a najednou se néco stane — ¢lovék se zamiluje,
zemie n¢kdo blizky, teroristé 11. zaii zattoci, dojde ke kambrické explozi a podobné — a najednou nic neni jako
diive; ¢as zacneme rozliSovat na ,,pted” a ,,po™, v Case vznikla mezera. Jindy nebo pro jiné potieby vnimame Cas
piimo jako postupujici v diskrétnich krocich, pravidelnych nebo nepravidelnych — ¢as je odméfovan
jednotlivymi semestry, vegetatnimi sezénami, parlamentnimi volbami, horotvornymi pohyby a podobng&.
Zavedeni zrnitosti Casu je sou¢asnym (zakladni pojmy zformuloval S. Hilger roku 1988, teorie byla do ucelené¢ho
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Pomoci zmitosti a operatoru skoku ¢ a p mizeme klasifikovat ¢asové okamziky. Pokud p(6)>0, tj. pokud o()>t,
okamzik 7 se nazyvam zprava osamoceny, pokud n(#)=0, tj. pokud nejsme schopni okamzik 7 odlisit od okamziku
bezprostiedné nasledujiciho, o(f)=t, pak se okamzik ¢ nazyva zprava husty. Podobn¢ pokud p(#)<t, nazyva se
okamzik 7 zleva osamoceny a pokud p(#)=¢, nazyva se okamzik 7 zleva husty. Okamzik ¢ se nazyva husty, pokud
je husty zleva i zprava, a nazyva se izolovany, pokud je osamoceny zleva i zprava.
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Na nasledujicim obrazku je n¢kolik piikladi mozného plynuti ¢asu. Dva extrémni piipady jsou takove, ze
vSechny Casové okamziky jsou husté, nebo ze vSechny okamziky jsou izolované. Pokud jsou vSechny okamziky
husté, jedna se o Cas fyzikalni nebo klasickou ¢asovou osu.

V takovém ptipadé mizeme Cas ztotoznit s mnozinou realnych Cisel. Fyzikalni ¢as je znazornén na obrazku a).
Pokud jsou v§echny okamziky izolované, mize prub¢h ¢asu vypadat rozmaniteji.

Existuje-1i n&jaky piirozeny ¢asovy krok a zrnitost je konstantni — tj. v kazdém okamziku stejna —a rovna
tomuto kroku, jedna se diskrétni ¢as s pevnou (obvykle jednotkovou) délkou kroku; je zndzornén na obr. b).
Takové pojeti ¢asu se Casto pouziva pii modelovani dynamiky systémi. Je v§ak adekvatni pouze tehdy, kdyz
skute¢ng néjaka prirozena Casova jednotka existuje a modelovany systém se vyviji v postupnych krocich.
Jind moznost diskrétniho Casu je znazornéna na obr. ¢). Zrnitost ¢asu se postupné zmensuje.

V takovém ptipadé mize dokonce dojit k tomu, Ze existuje n¢jaky posledni Casovy okamzik, ktery je zleva
husty.

Posledni okamzik je sice v konecné ¢asove vzdalenosti, ale vede k nému nekone¢né¢ mnoho asovych krok.

(Tato piedstava je jednim z moznych vychodisek z klasické Zenonovy aporie ,,Achilles a zelva®. Za povSimnuti
stoji, Ze podobnym zptuisobem si vétsina lidi predstavuje Cas zbyvajici do smrti.



Sice uzndme, ze nase smrt prijde za n¢jaky konecny asovy usek — z hlediska Casu historického nebo dokonce
geologickeho velice kratky — ale mame pocit, ze smrt je jeSt¢ vzdalena nekone¢né mnoho néjakych casovych
kroku; k okamziku smrti nevidime. Tato predstava je mozna spravna:

Moje smrt se m¢ netykd; pokud jsem tady, neni zde smrt a pokud je zde moje smrt, nejsem tu ja. Ke smrti se
priblizujeme, ale v uvedeném smyslu ji nikdy nedosahneme.)

Pro modelovani n¢jakych procest (napt. takovych, na né¢z maji vliv nepiedvidatelné piirodni katastrofy nebo
spolecenskeé otfesy) mize byt uzitecné si Cas predstavit jako slozeny z izolovanych okamziku, které ale maji
nepravidelné vzdalenosti; zrnitost je sice v kazdém okamziku kladna, ale v kazdém okamziku jina.

Takovy prub¢h Casu je znazornén na obr. d). Dalsi zpiisob plynuti Casu je ten, Ze Cas po n&jakou dobu plyne
spojite, vSechny okamziky jsou husté. Pak ale nastane ,,Casovy skok®, Cas dosp&je do n¢jakého zleva hustého
okamziku, za kterym bezprostfedn¢ nasleduje Casovy okamzik zleva osamoceny a zprava husty.

Takto plynouci ¢as si mizeme piedstavit napt. pii procesu uc¢eni: béhem semestru se do studentovy hlavy
souvisle dostavaji védomosti a pak nastane skok béhem prazdnin, po kterych nasleduje dalsi souvisly ¢as
prijimani védomosti.

Jing pfirozené pouziti takového Casu se souvislymi useky a skoky je pii modelovani zeméd¢lskych procesu —
vegetaCni sezona je prerusovana obdobim zimy. Na obr. ¢) je priklad takového plynuti Casu. Souvislé useky jsou
znazornény jako stejn¢ dlouhé, tak tomu ale nemusi vzdycky byt. Na tomto ptikladu je také mozné jednoduse
ilustrovat, ze ¢asové skoky nelze zaménovat.

Krok do budoucnosti a navrat miize byt néco uplné jiného, nez krok do minulosti a navrat. Udélame-li krok do
budoucnosti a pak se vratime o krok do minulosti, mizeme se dostat jinam, nez jsme byli. (Matematicky feceno,
operatory skoku vpied a vzad ¢ a p nekomutuji.) Pfedstavme si, ze se nachdzime v prvnim zleva osamoceném a
zprava hustém okamziku, tj. na zac¢atku — pfi ,.Cteni obrazku™ zleva doprava — druhé souvislé usecky.

Skokem vpied zistaneme ve stejném okamziku, ,,bezprostiedné nasledujici okamzik™ nemizeme rozlisit od
okamziku, v némz se nachazime. Potom skokem vzad se dostaneme do prvniho zprava osamocené¢ho bodu.
(Tento jev nenastava, pokud vSechny okamziky jsou izolované nebo vSechny okamziky jsou husté, tedy

v modelech ¢asu bézné pouzivanych.

Model Casu ,.typu €)“ je tedy vhodny pro popis procesu, v nichz dochazi k nevratnym zménam.) Na zavér je na
obr. ¢) znazornéna kombinace vSech moznosti.

Uvahy o plynuti ¢asu (nebo: o popisu [nasi piedstavy o] plynuti ¢asu) jsou vlastné piipravou na popis zmény.
Piedstavme si nejprve pro jednoduchost, ze stav n¢jakého systému, o néjz se zajimame, lze vyjadrit jednim
realnym cislem — jednoduchd akumulace nebo néco podobného.

Stav systému, v n¢jakém Casovém okamziku f mizeme oznacCit symbolem F(¢). Systém se v prib&hu Casu méni,
v okamziku bezprostfedné nasledujicim po ¢, tedy v okamziku o(#), bude ve stavu F(o(?)), ktery se obecné od
stavu F(¢) muze lisit.
Za vyjadieni zmény mizeme povazovat rozdil t€chto stavi, tedy F(o(¢))-F(f). Tento rozdil ale jest¢ neni
vhodnou ,,mirou zmény*; tou by mohl byt pouze v piipad¢ pravideln¢ plynouciho Casu se vSemi okamziky
diskrétnimi a ptirozenou ¢asovou jednotkou, tedy asu z obr. b) — podstatnou charakteristikou zmény je totiz i
zrnitost ¢asu, velikost prislusného ¢asového kroku.
Proto je za miru zmény vhodné vzit zménu stavu v ,,bezprostiedné nisledujicich okamzicich” relativng k délce
Casového kroku, tj. k zrnitosti. Za miru zmény stavu muzeme tedy povazovat vyraz

FX0y=(F(o(0)-F(0))/n().
Pokud zrnitost je konstantni a rovna ,,ptirozené” ¢asove jednotce, u(r)=1, jedna se o obvyklou diferenci (tradicné
znacenou AF(?)). Je-li vSak okamzik ¢ zprava husty, u(#)=0, pak je také o(¢)=¢ a v dusledku toho F(a(2))-F(#)=0.
Nastava tedy problém, Ze vyraz F(f) je ..neuréity™, je tvaru F(£)=0/0. Tento problém je viak fesitelny — fesenim
je 300 let rozvoje infinitesimalniho poc¢tu. Mirou zmény je pak derivace F” (7).



