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Pocet pravdepodobnosti

Je znamo, ze kdyz muz pouzije jeden z okrajovych pisoaru, snizi se
pravdepodobnost, ze bude pomocen o 50%.
anonym




Pravdepodobnost je matematickym
vyjadrenim, modelem nejistoty

[1 Nejistota je subjektivni nedostatek informaci
B Muzeme hledat chybegjici informace

B Nekdy to neumime, nechceme, nemuzeme — a
zacneme uvazovat pomoci pravdepodobnosti, tj.
pouzijeme matematicky model.




Pravdepodobnost jevu

[0 Pravdépodobnost, ze nastane jev A

B jistyjev.P=1

B nemoznyjev:P =0

B jisté a nemozné jevy se vyskytuji pouze v teorii

[0 2 pojeti pravdepodobnosti

B cetnostni (statistické): z n nahodnych pokusu nastal jev
A n(A)-krat
O P(A) = n(A)/n , blizi-li se pocet pokusu o (populaci)

B subjektivni jistota, zejm. p-nost jednotlivych udalosti, relativni
cetnosti jsou informaci, ktera je soucasti p-nostniho usudku

AJ: probability, event, random trial, subjectivist vs. frequentist probability




Jevy a nahodné pokusy

0 Jevy
B = hodnoty promeénnych — napr. Petr ma IQ = 150, Petr ma dyslexii
B vzorek 15 IQ (lidi) — 15 jevu

B .ajejich kombinace (slozené jevy)
B nahodné vs. deterministické, 2: neslucitelné(disjunktni), ekvivalentni
B doplnkovy jev (A’, not A)

0 Pole jevu
B mnozina hodnot, kterych mize promeénna/é nabyvat

Nahodny pokus

situace, kdy z pole jevl muze nastat jeden nebo vice jevu.
Nahodnym pokusem ziskavame z pole jevu jev.

B = vyber a zmereni cloveka, hod kostkou

B nelze urcit, ktery jev nastane & lze opakovat bez vzajemného
ovliviovani

Nahodna promeénna vznika opakovanim nahodného pokusu.

AJ: event (outcome), sample space, random trial, random vs. deterministic events, mutally exclusive events,
equivalent events




Pocitani s pravdepodobnostmi

0 ,NEBO"- souéetjev& - hastane jeV A nebo jeV B [nebo oba, nejsou-li disjunktni]
®m P(AuB) = P(A) + P(B) — P(AnB)
O  pr. disj. nahodné vybrany clovek ma zakladni vz. nebo je vyucen .
O ,A"-soucinjevd - nastane jev A a zaroven nastane jev B
m P(AnB) = P(A) . P(B) P(AnB) = P(A&B)
O  pr. ndhodné vybrany Clovék je psycholozka (pohlavi=zena, povolani=psychologie)
[0 Kombinatorika — velikost pole jevi
B permutace n prvku
B variace a kombinace r prvkd z n-prvkové mnoziny

[0 Sance - odds - ¢asty zplsob vyjadreni pravdépodobnosti
B pr. sance Komety na vitezstvi jsou 1:10
B O(A) =PA)/PA) = PA)/ (1-P(A))
B Pomer sanci (OR): obvykly zptsob srovnani Sanci ve 2 skupinach: OR,,=0,/0,

AJ: and, or, addition, multiplication, probability calculus, permutations, combinations, odds, odds ratio




Podminéena pravdepodobnost

Pravdepodobnost jevu A, pokud nastal jev B(=podminka)

P(A|B) = P(ANB) / P(B)

P(AnB) = P(B) . P(A|B)

Pr. Kuraku je v populaci 30%, tedy P (Kou*) = 0,3.
12% lidi ma jak rakovinu, tak navyk na koureni: P (Rak* N Kou*)=0,12
Jsem-li kurak, jaka je pro mé pravdépodobnost onemocnéni rakovinou?

Kouri-li clovek (nastaly jev B), je riziko onemocnéni rakovinou (P jevu A)
P (Rak* [Kou*) = P (Rak* N Kou*) / P (Kou*) = 0,12/0,3=0/4

AJ: conditional probability, likelihood, Bayes's theorem




Podminéné pravdepodobnosti
ve ctyrpolni tabulce

Jev B nastal Jev B nenastal
B nebo B+ B’ nebo B-
Celkem

Jev A nastal
A nebo A+ P(ANB) P(ANB’) P(A)
Jev A nenastal
A" nebo A- P(A'NB) P(A'NB") P(A)
Celkem P(B) P(B") 1

Tabulka funguje stejné, kdyz misto pravdépodobnosti obsahuje
cetnosti Ci relativni cetnosti Gerp GiGERENZER




Podminéné p-nosti a teroriste

FBI chtélo moznost neomezenych odposlechl. Automaticky analyzator hovord
dokaze s 99% presnosti identifikovat po hlase teroristu: P(I*|T*) = P(I'|T") = 0,99.

Jaka je P, ze clovek, kterého zacne FBI vysetrovat, je ve skutecnosti

L
Ll

nevinny?
Je-li Clovék identifikovan systémem (I*), jaka je p-nost neviny (T): P(T-|I*)?
V populaci terorista 1 z 100 000 (3000 z 300 000 000 v USA), P(T+)=0,00001.
B 99% z teroristu je identifikovano: P(I*NT*)=0,99x0,00001=0,0000099
B 1% teroristd neni identifikovano: P(I-NT*)=0,01x0,00001= 0,0000001
Neteroristl je 99999 z 100 000 (299 997t z 300 000t v USA), P(T~)=0,99999.
B 99% z neteroristl je OK: P(I-NT~)=0,99x0,99999=0,9899901
B 1% neteroristu je identifikovano: P(1*NT-)=0,01x0,99999= 0,0099999
P(I*) = PI*NT*) + P(I*NT~) = 0,0100098 , tj. 300294 lidi
P(T-|I*) = P(I*NT")/P(*) = 0,0099999 / 0,0100098 = 0,999 ... 999 z 1000

Savage, Wainer (2008)




Detekce teroristy

Predpoklady: P(I*|T*)=P(I'|T")=0,99; P(T*)=0,00001 a N=300M

ANO NE
T+ T-
Celkem
I+ 2970 2 999 970 3 002 940
I' 30 296 997 030 296 997 060
Celkem 3000 299 997 000 300M




BAYESUV TEOREM
Prepocet mezi P (A|B) a P (B|A)

P B)= P(A).P(B| A) _ P(4).(B| 4)

P(A).P(B| A)+ P(A).P(B| A" P(B)

P(A) — apriorni p-nost, prior, prevalence

= vyjadruje P jevu A, kdyz jesté nevime nic o jevu B

= bez dalsi info. je P. ze nahodny telefonista je terorista, 0,00001
P(B|A) - likelihood

= vyjadruje P jevu B, pokud nastal jev A

» vyjadruje P pozitivni identifikace teroristy: 0,99
= P(B) - marginalni likelihood

= prevalence/pravdépodobnost jevu B bez ohledu na jev A

= P zazvoneni u nasi detekcni masinky P(1+): cca 0,01
P(A|B) — posteriorni p-nost, posterior

= Pjevu B se zohlednenim znalosti jevu A

= Zazni-li signal masinky, P stoupne na 0,001




Priklad s teroristy bayesovsky

Predpoklady:

B Prior: P(T*)=0,00001

W [Likelihood: P(I*|T*) =0,99

B Marginalni likelihood =P([*)=
= P(TH)PI*|T*)+P(T)P(I*|T)= 0,00001*0,99+0,99999*0,01 =
=0,0100098 [vime-li, ze P(I|T)=0,99, pak P(I*|T)=1-0,99=0,01]

B P(THI+)=7

P(T*|1*)=(0,00001*0,99)/0,0100098= 9,89e-4 = 0,001




BAYESUV TEOREM

[1 Prepocet mezi P (A|B) a P (B|A)

[1 Aktualizace pravdepodobnosti udalosti
pomoci nové informace

[1 Porovnani P dvou hypotéz — Bayes factor

P(H1|D) _ P(H1).P(D|H1) _ P(H1) |P(D|H1)
P(H2|D) P(H2).P(D|H2) P(H2)|P(D|H2)

posterior odds prior odds BF




]
pr. Test na LMD ma 15% chybovost: P (T-|L+)=0,15; P (T+|L-)=0,15

Prevalence LMD je 5%: P (L+)=0,05
Prior odds: P(L+)/P(L-)=0,05/0,95=0,52
BF= P (T+|L+)/P (T+|L-)=0,85/0,15=5,67

Posterior odds: prior x BF = 0,52 x 5,67 = 0,29:1

I po testu je cca 3x mensi pravdepodobnost, ze dité LMD ma, nez ze ho
nema

Jaka je P, ze ma LMD? P (L+|T+)="?
P (L+|T+) = P(L+).P (T+|L+) / [P (L+).P (T+|L+) + P (L-).P (T+|L-)] =
=0,05.0,85/(0,05.0,85 + 0,95.0,15) = 0,23




Podminéné pravdepodobnosti
v diagnosticke praxi

Pozitivni T+ Negativni T- Celkem
Ma, co hledame Uspéch @ Neuspéch (b) % Lidi s Dg (a+b)
Dg+ false negatives Prevalence
Nema, co NeUspéch (c) foy Lidi bez Dg (c+d)
hledame Dg- false positives Uspech (d)
Celkem % T+ testu (a+c) | % T-testU (b+d)
Senzitivita testu: P(T+|Dg+) Prediktivni hodn. T+: P(Dg+|T+)
Specificita testu: P(T-|Dg-) Prediktivni hodn. T—: P(Dg-|T-)

Pr. Z manualu Addenbrookskeho kognitivniho testu

Vyznam testu pro zachyt syndromu demence

Skoruje-li pacient 88 bodu a méng, je senzitivita pro demenci 94 % a specificita 89 %.
Zvolime-li prisnéjsi kritérium (hranici 82 bodu a méne), je senzitivita 84% a specificita 100%.




Podminene sance a dalsi statistiky

[0 Myslenku ,podminénosti” aplikujeme na
vsechny statistiky, netyka se jen p-nosti

] Vzc
sku
000

[1 Poo

y jde o hodnotu dané statistiky pro
oinu lidi (populaci) definovanou nejakou
minkou

minené sance

[1 Poo

minéné prumery, rozptyly...




ROC dlna |)'lza (Receiver Operating Curve)

[0 Pocitani specificity a senzitivity pro ruzna
kritéria (cut-off scores) s cilem identifikovat
optimalni pomer specificity a senzitivity

[0 Rucne pracné ROCADXFTD
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PRAVDEPOPOBNOSTNf
ROZLOZENI




Pravdepodobnost ruznych hodnot
promenné X

Je-li proménné nahodna (. jeji hodnoty Ize povazovat za vysledek
néhodnych pokusd) ...jaka je P vyskytu jednotlivych hodnot?
B Vzpomenmesi, ze P(A) =n/m , blizi-li se pocet pokusu oo (populaci)

[0 Mame-li tedy dost velky, nahodne vybrany vzorek, pak P vyskytu
jednotlivych hodnot — jejich relativni cetnost

Kdybychom z populace(vzorku) nahodne vylosovali jednu

hodnotu(jedince), jaka je pravdéepodobnost, ze bude mit
hodnotu X=k?

Jak pravdepodobné jsou ruzne hodnoty?




Pravdepodobnostni rozlozeni
nahodné promeéenné

Pravdépodobnostni rozlozeni = teoretické rozlozeni rel. Cetnosti
B U diskrétnich promennych uvazujeme o P vyskytu jednotlivych hodnot.
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Relativni éetnost

U spojitych proménnych neuvazujeme o P vyskytu jednotlivych hodnot (o), ale spise o
p vyskytu hodnot v intervalech — hustota pravdépodobnosti
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Distribucni funkce

P-nostni rozlozeni je Castéji popsano "0
(kumulativni) distribucni funkci
(CDF) 08-
0 CDF(k) = P (X<k) tj. P vyskytu

hodnot < k
[0 Nabyva hodnotodOdo 1 o0
O Neklesa "
O P jerovna ,plose oblasti pod 0,4

krivkou hustoty

pravdépodobnosti” od - do k 0z
O ,jako” percentily

D’GS,D 550 7,0 9,0 11,0 13,

Ukazovacek

AJ: random variable, probability distribution, (cumulative) distribution function (CDF), probability density




Empiricke vs. teoreticke distribucni
funkce

[1 Empiricka rozlozeni
B ziskana z dat
B  hrbolata”

[J Teoreticka rozlozeni

B predpokladana, odvozena z teorie
B  hladka”, jednoducha




Dulezita p-nostni rozlozeni

Normalni

Poissonovo

Studentovo t-rozlozeni
Fisherovo F-rozlozeni
x2-rozlozeni (chi-kvadrat)
Binomické

i A e 0 e R

Vyjma binomickeho se vsechna uvedena rozlozeni pouzivaji jako
priblizné (asymptoticke) idealy, jimz by se rozlozeni nasich
promennych (nebo statistik) blizilo, kdybychom meéli obrovsky a
reprezentativni vzorek.




Standardizované normalni rozlozeni N(O; 1)

—¢—distribu¢ni funkce normalniho rozlozeni

=—&— hustota pravdépodobnosti v normalnim
rozlozeni

1.0 o < = &
- /

U.J /

N Q

J. o

N7

O

o)
—

o)
o




Kolik lidi ma ukazovacek dlouhy 5 az 6cm?

Predpokladame, ze rozlozeni delek
ukazovacku je normalni s M=7cm a SD=1cm.




Kvantily standardniho normalniho rozlozeni N(0;1)
alias oblasti pod krivkou normalniho rozlozeni

Percentage of Cases
Under Portions
of the Normal Curve

2.14% 214%  13%

13%

Standard Deviations 1 13.59% 34.13% 1 13.59% 1 e
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upraveno dle Glass, Hopkins, s. 88







