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Prednaska 6 - 2018

Vztahy mezi dvema
promeénnymi II

Statisticka predikce - linearni regrese

The only useful action for a statistician is to make predictions, and thus to

provide basis for action. - .
William Edwards Deming




Statisticka predikce

O Jaky vysledek v inteligencnim testu lze nejspise ocekavat od nahodnée
prisedsiho, vime-li, ze test ma priblizné normalni rozlozeni s priméerem
100 a smerodatnou odchylkou 15 ?

0 Jaka informace by nam pomohla zpresnit nas odhad?

délka vlast: [ =31 cm

vzdelani: vysokoskolske

vysledek v testu pameti: z=1,6

vysledek v jiném inteligencnim testu: /Q = 108

[0 Statisticka predikce je predpovidani (kvalifikované odhadovani)
nejpravdépodobnéjsi hodnoty proménné z udajl, které jiz zname, a to
pomoci modelu vztahu mezi predikovanou promeénnou a jejimi
korelaty.

AJ: statistical prediction, estimate, predicted value




Dve zakladni otazky predikce

1. Jakou hodnotu predikovat?

B Stanoveni modelu
vyber z mnoha ,sablon”

m C
m C
B C

stanoveni parametri modelu
B Pouziti modelu k predikci

2. S jakou presnosti predikujeme?

Yy
Yy

Yy

oy ve volbé modelu
oy ve stanoveni parametru modelu

oy implikované modelem




1. Stanoveni modelu

Pokud vime (ze zkusenosti, z vyzkumu, z teorie...), ze....
...pokud souvisejici promenna (X) ma hodnotu x...

...tak predikovana promeéenna (Y) muze nabyvat...
...omezeneho rozpeéti hodnot | jen urcitych hodnot | jen
urcite hodnoty...

...budeme predikovat...

..stredni hodnotu techto moznych hodnot.

Napk. M(Y|X=c), Md(Y|X=c), Mo(Y|X=c)




Predikce délky prsteniku z pohlavi
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Viychozi znalost:
data o 312 lidech.

Predikce:

Jak dlouhy prstenik
udelat muzi, ktery si
prisel nechat vyrobit
jeho nahradu po
uraze?




Predikce délky prsteniku z pohlavi

12.5 Vlychozi znalost.
data o 312 lidech.
Predikce:
10.0 Jak dlouhy prstenik
udélat muzi, ktery si
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Predikce délky prsteniku z pohlavi
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Viychozi znalost:
data o 312 lidech.

Predikce:

Jak dlouhy prstenik
udelat muzi, ktery si
prisel nechat vyrobit
jeho nahradu po
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Predikce délky prsteniku z pohlavi
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pohlavi

Viychozi znalost:
data o 312 lidech.

Predikce:

Jak dlouhy prstenik
udelat muzi, ktery si
prisel nechat vyrobit
jeho nahradu po
uraze?

M(Y | X=muz)=7,64
M(Y |X=zena)=7,13
SD(Y [ X=muz)=0,99
SD(Y| X=zena)=0,93




Predikce délky prsteniku z pohlavi

12.5
10.0
R QL£’
= 252
L
w75
o o%e
5.0

muz

pohlavi

zena

pohlavi

Emuz
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Viychozi znalost:
data o 312 lidech.

Predikce:

Jak dlouhy prstenik
udelat muzi, ktery si
prisel nechat vyrobit
jeho nahradu po uraze?

Zapsano jako funkce:
7,6 , X = muz,
f(X) = {7,1 ,X = Zena




Predikce délky prsteniku z

ukazovaku

12 1

prstenik

Predikce:

Jak dlouhy prstenik
udelat cloveku, ktery si
prisel nechat vyrobit jeho
nahradu po uraze?
Ukazovak ma 7cm
dlouhy.
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ukazovak
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Predikce délky prsteniku z
ukazovaku

prstenik

121

Predikce:

Jak dlouhy prstenik udélat
cloveku, ktery si prisel
nechat vyrobit jeho
nahradu po uraze?
Ukazovak ma 7cm dlouhy.

(51 ,x € (4,5;5,5]
6,3 ,x € (5,5;6,5]

X) =+ _
fX) 7,1 ,x € (6,5;7,5]
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Predikce délky prsteniku z

ukazovaku

121

prstenik

Predikce:

Jak dlouhy prstenik
udelat cloveku, ktery si
prisel nechat vyrobit jeho
nahradu po uraze?
Ukazovak ma 7cm
dlouhy.

3 6

9 12
ukazovak




Predikce délky prsteniku z

ukazovaku

12 7

prstenik

Predikce:

Jak dlouhy prstenik udélat
cloveku, ktery si prisel
nechat vyrobit jeho
nahradu po uraze?
Ukazovak ma 7cm dlouhy.

f(X) = vyska krivky v bode x

3 6

ukazovak
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Predikce délky prsteniku z

ukazovaku

121

prstenik

Predikce:

Jak dlouhy prstenik
udelat cloveku, ktery si
prisel nechat vyrobit jeho
nahradu po uraze?
Ukazovak ma 7cm
dlouhy.

f(X)=0,6X+ 2,7

3 6

9 12
ukazovak




1. Stanoveni modelu

Model je funkce

jak ze znameé hodnoty X vypocitat tu neznamou Y
Y=f(X)

Funkce
[0 stanovene vyctem

0 trigonometrické, exponencialni a logaritmicke ...

B :linearni: Y = bX +a {rovna ¢ara ... Pearsonova r)

M kvadratické: Y = cX ?+bX +a (jedna zatacka)...




1. Stanoveni modelu

1. Tuto funkci (po racionalni uvaze) volime, specifikujeme...

B Napt. linearni funkce Y = bX +a

2. ...astanovujeme (odhadujeme) jeji parametry.

B Napr. jaké jsou vhodné hodnoty parametriaa b ... a=2 b=3
3. Funkci pak pouzijeme k predikci - vysledkem je predikovana hodnota Y
B Napr. ma-li clovék hodnotu X=5, pak mu predikujeme 5*3+2=17

4. Zname-li skutecné hodnoty Y, muzeme je porovnat s predikovanymi
hodnotami

B Y =Y'+e =f(X)+e  ,kde e =Y,-Y, aijecislo ucastnika
B ¢ je rezidualni hodnota (reziduum),

B Y jezavisla proménna, X je prediktor, nezavisla promenna

B ¢, predstavuje vsechny ostatni zdroje variability vyjma X

Tradicne modelu, jeho stanoveni a pouziti fikame regrese (regrese Y na X)

AJ: function, polynomial, linear, quadratic, estimation, modelling, estimate n., regression, residual n., predictor, sources of
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1. Stanoveni modelu

Zakladni otazka je

Jak specifikovat model a stanovit jeho parametry tak,
aby byla predikce co nejpresnejsi?




Volba a specifikace modelu

Mnoho moznosti
[0 Funkce s nekolika malo parametry
[0 Vycty — mnoho parametru

Muzeme volit sami, nebo to nechat na chytrych
algoritmech — strojové uceni, neuronove site

Zpocatku volba jasna — linearni model(regrese)




Linearni regrese I. — odhad pfimou Umérou

Je-li Pearsonova korelace dobrym popisem vztahu mezi dvéma promennymi,
Ize popsat vztah mezi nimi linearni funkci

g_

Y'=qa +bX |

£ 87
b ... smernice 3 ;
o V7 3 7
a ... prusecik = .
(Y'=m)= b(X-m,) s
Y=Y +e=a+bX+e a5 .

N EJ I e p p rl m ka ? Délka ukazovacku v cm

AJ: slope, intercept, least squares (estimation), regression coefficents (a,b)




Stanoveni parametru modelu (primky)




Nastavme si parametry regresni pfimky rucné prisecik 0
X Y smérnice 1
Odhad
primkou od
UKA PRS oka
6,5 64 6,5
70 7,0 7,0 9
75 7,5 7,5
52 4,8 5,2
66 67 6,6
6,6 6,8 6,6 8
7,0 7,0 7,0
7,1 7,8 7,1
68 7,1 6,8
70 68 7,0 7
69 69 6,9 g
6,7 64 6,7 2
6,4 5,7 6,4 a 6
7,1 7,6 7,1
69 7,5 6,9
7,2 7,6 7,2
6,1 6,3 6,1 5 ¢ Namérena délka
7,3 7,6 7,3
70 75 7,0 + Odhad pfimkou "od oka"
83 85 8,3
73 7,9 7.3 4 . . |
80 7,7 8,0 6 7 8
8,1 8,4 81 Ukazovacek




Jak stanovit ,nejlepsi primku”?

[0 Vice moznych kritérii
[ Kritérium nejmensich cCtvercu
B Snazime se minimalizovat sumu ctvercu rezidui




Nastavme si parametry regresni primky ru¢né prasecik -1 -1,10 OLS
X Y smérnice 1,1 1,18
Odhad
pfimkou Odhad e."od
UKA PRS "odoka" OIS oka" e.OLS
6,5 64 6,2 6,5 -0,25 0,14
7,0 7,0 6,7 7,1 -0,30 0,13 5
75 7,5 7,3 7,7 -0,25 0,22
52 4,3 47 50 -008 021 y=11x-1
6,6 6,7 6,3 6,7 -0,44 -0,04
6,6 6,8 6,3 6,7 -0,54 -0,14 8 -
70 7,0 6,7 7,1 -0,30 0,13
7,1 7,8 6,8 7,2 -0,99 -0,55
6,8 7,1 6,5 6,9 -0,62 -0,21
7,0 6,8 6,7 7,1 -0,10 0,33 o 7 -
69 6,9 66 70 -031 011 3
67 64 64 68 -0,03 038 &
64 57 60 64 034 072 &
7,1 7,6 6,8 7,2  -0,79 -0,35 6 -
6,9 7,5 6,6 7,0 -0,91 -0,49 y= 1,1756)( _ 1’1
7,2 7,6 6,9 7,4 -0,68 -0,24
6,1 6,3 5,7 6,1 -0,59 -0,23 5 - . o
i 5t e St =ET A gzr:aec;i)r;?mhlf:un'(');z oka"
70 7,5 6,7 7,1 -0,80 -0,37 A 0Odhad OLS
83 85 8,1 8,7 -0,37 0,16 —
73 79 7,0 75 -0,87 -0,42 4 . . . .
80 7,7 7,8 8,3 0,10 0,60 4 5 .. 8
Ukazovacek

81 84 7,9 8,4 -0,49 0,02

SUMA: -9,84 0,00

SUMA C 6.76 2.49




Reseni metodou nejmensich ctvercu

Y' = a +bX :0dhad metodou nejmensich ctvercu

_ Sy _
b—Tyxg a=my —bmy

Jsou-li X a Y vyjadreny v z-skérech, pak b = ry,

Primka prochazi m, a m,

Primer Y a Y’ je stejny

Soucet rezidui je nulovy, soucet rezidui umocnéenych na
druhou nejmensi mozny

AJ: (ordinary) least squares estimation




Délka prostiednicku v cm

me=7,109
5,=0,843

m,=6,983
5,=0,658

roy=0,917

P =11/06U -1,100
(P"—7,109) =1,176(U - 6,983)

6 7 2
Délka ukazovacku v cm




Pouziti modelu




Predikované hodnoty

-u-z—n
60,5413

7 7 7,1291

7,5 7,5 7,7169

5,2 4,8 5,0130

6,6 6,/ 6,6589

6,6 6,8 6,6589

7 7 7,1291

6,8 ?




Rozlozeni predikovanych hodnot

20,049

15,0

Frequency
o
=

5,0

0,0=

mp= 7,109 = mp
sp =0,773




S jakou presnosti predikujeme?

Model nejmensich ctvercu rika, ze
.nepresnost” je nejmensi mozna. Jaka ale je?




Linearni regrese II. — Uspésnost predikce

Jak dobre jsou takto predikované hodnoty?

Dobre = presné = s co nejmensimi rezidui
B Kritériem Uspesnosti je suma ctvercu rezidui
Jak velka jsou rezidua?

ﬂ“““

6,54 -0,14 0,020

7 7 7,13 -0,13 0,017
7,5 75 7,72 -0,22 0,047
52 48 5,01 -0,21 0,045
66 6,7 6,66 0,04 0,002
66 638 0,66 0,14 0,020
7 7 7,13 -0,13 0,017




Rozlozeni rezidui

Frequency

I
-1,00

e = (P-P')

= 0,337

1
1,00




Presnost predikce

s, vyjadruje miru chyby pri individualni predikci
zpusobenou nedokonalou tésnosti linearniho vztahu

B vzhledem k (predpokladanému) normalnimu rozlozeni rezidui
je pravdepodobnost urcitych intervalu rezidui dana kvantily
normalniho rozlozeni (standardizovaného s,)

B Napr. 68% rezidui délky prstenickt <|0,337|, neboli

pravdepodobnost, ze se pri odhadu delky prstenicku mylime
0 0,337 a mene, je priblizne 68%

[0 Zatim nezohlednujeme nejistotu predikce zptsobenou tim, ze jsme
parametry regresni primky pouze odhadovali z (malého) vzorku

[0 Takeé nezohlednujeme to, ze chyby odhadu jsou v extremech X vyssi
nez okolo prumeru X (viz Hendl, s. 285 s chybou)




Rozlozeni predikovanych hodnot a
reziduli

mey=7,109
sp= 0,843

me= 7,109 m,= 0 My




Rozlozeni predikovanych hodnot a
reziduli

mey=7,109
s2,=0,711

me= 7,109 m_= 0 — m;
s2, = 0,598 s°, =0,113 $%p




Linearni regrese II. — Uspésnost predikce

Y
12 X X

E _ 2 (m =YY e _a-=ry
reg res

n—1 n—1 nr

2
SZ — Y(Y_my)
> n—1
O s/ = reg2 + Sresz (SSy=SSres +SSreg)
I
2 — 2 2 2— ¢ 2(1 —_R2 '
EER—==s 75, Se“= Sy (L=R?) :
i
[0 Koeficient determinace (R?) |
B Podil vysvetleneho rozptylu i
B Je ukazatelem kvality, Uspésnosti regrese 4{_ :
B \yjadruje shodu modelu s daty 0 '3 é
i X

AJ: regression and residual variance (sum of squares), explained variance, model fit with the data, coefficient of determination (R square)
Pozn. Zde uvedené vzorce jsou pro s?.... Pro populacni parametr.tj. nejlepsi odhad z vybérovych dat 02, pocitame ss,./ (n-2).




Chyby pri volbé modelu




Linearni regrese III. — predpoklady, platnost

Predpoklady opravnénosti pouziti linearne-regresniho modelu
O jako u Pearsonovy korelace

O konceptualni predpoklady: s g
M vztah je ve skuteCnosti linearni . .';': . / .
B X jejedinym zdrojem Y e Tt
0 rezidua maji normalni rozlozeni ; ;
s prumeéerem 0 a SD=s,, o
[0 homoskedascita P A N iy
B =rozptyl rezidui (chyb odhadu) 4N o s fas
se s rostoucim X nemeni

0 Platnost modelu je omezena daty, z nichz byl ziskan, a teorii.
B Extrapolace, neopravnena extrapolace (sjako generalizace nad ramec empirickych dat)
B Pozor na odlehlé hodnoty — jako u vSech ostatnich momentovych statistik

AJ: assumptions of the linear regression model, residuals normally distributed, homoscedascity,




Dve zakladni otazky predikce

1. Jakou hodnotu predikovat?

B Stanoveni modelu
vyber z mnoha ,sablon” — linearni regrese

stanoveni parametru modelu — vypocet hodnot

B Pouziti modelu k predikci — dosazeni do rovnice
2. S jakou presnosti predikujeme?

m C
m C
B C

Yy
Yy

Yy

oy ve volbé modelu — linearita, homoskedascita
oy ve stanoveni par. — outliefi, vybérova chyba

oy implikované modelem — chyba odhadu s

res




Pouziti (linearni) regrese

[ Prozkoumani (linearniho) vztahu mezi
promennymi (misto korelace)

B analyticko-konceptualni vyuziti
B stredem zajmu je b

[1 Predikce
B prakticke vyuziti
B stredem zajmu je odhad a jeho chyba




Predikce a kauzalita

K predikci staci korelace.

Kauzalni vztah mezi prediktorem a zavislou
neni treba.




Predikce Y pro noveho jedince

Dosazenim do regresni rovnice ziskame odhad Y’

Jak presny?

B Rezidua maji podle predpokladu LR normalni rozlozeni s m=0
a S=S,qc

B 95% chyb odhadu se tak bude priblizne mezi -2s

Presnéji, jak presny?

B s_je,priimérnd” chyba. Cim dale je X od priiméru, tim jsou
chyby vetsi.

B Parametry regrese (a a b) stanovujeme s chybou. Ta zavisi

a +2s

res res

hlavné na N. . 2
B Pak s, =5 \/1 +—+—=— arozloZeni chyb je t s N-2 st.v.
N N-1




Dalsi druhy regrese

Zde je prezentovana pouze jednoducha linearni regrese, tj. s jednou zavislou
a jednou nezavislou proménnou. Potreb a moznosti je vice.
[0 mnohocetna (mnohonasobna) linearni regrese
B Y=ag+bX;+b X, +..+b, X,
B komplikuji ji vztahy mezi prediktory
O logisticka regrese
B pokud je zavisla dichotomie, nominalni proménna
B predikuje se tak pravdépodobnost jednotlivych hodnot zavislé

0  Neni-li vztah linearni
B snazime se transformovat promenné tak, aby byl linearni.
B delime vzorek na podskupiny, v nichz vztah za linearni povazovat lze
B .. opatrné zvazime, zda se pustit do nelinearni regrese

AJ: multiple regression, logistic regression, nonlinear regression




Shrnuti

=

O
O
0

Pro prakticke ucely (predikce/odhad) je korelace malo, je treba
uvazovat o funkcnim vztahu mezi promennymi.

Vztah muzeme znat analyticky nebo ho zkouset modelovat.
Linearni regrese je model linear. vztahu mezi promennymi.

Model se vzdy lisi od skutecnych dat

B diky ziednoduseni

B diky chybé mereni

Mira shody modelu s daty je ukazatelem vhodnosti modelu.
B U linearni regrese R 2 — podil vysvétleného rozptylu

Hendl: kapitoly 7.3 -7.3.2,7.3.6, 7.4




