PSY117 2019
Statisticka analyza dat v psychologii
Prednaska 4

Pocet pravdepodobnosti

Je znamo, ze kdyz muz pouzije jeden z okrajovych pisoaru, snizi se
pravdepodobnost, ze bude pomocen o 50%.
anonym




Pravdepodobnost je matematickym

vyjadrenim, modelem nejistoty

[1 Nejistota je subjektivni nedostatek informaci

B Muzeme hledat chybegjici informace

B Casto to neumime, nechceme, nemuzeme - a
zacneme uvazovat pomoci pravdepodobnosti, tj.

pouzijeme matematicky model.




Pravdepodobnost jevu

[0 Pravdépodobnost, ze nastane jev A

B jistyjev.P=1

B nemoznyjev:P =0

B jisté a nemozné jevy se vyskytuji pouze v teorii

AJ: probability, event, random trial,




2 pojeti pravdepodobnosti

Cetnostni (statistické, frekventistické)
B zn nahodnych pokusu nastal jev A n(A)-krat
B P(A) = n(A)/n , blizi-li se pocet pokusl oo (populaci)

B opakované nahodné jevy vyskytujici se z dlouhodobé
perspektivy (ong run) s urcitou relativni cetnosti

Analyticke

B z n moznych vysledku pokusu je n(A) vysledku A: P(A) = n(A)/n
Subjektivni jistota (evidential, Bayesian p.)

B subjektivni vira, mira podporenosti dukazy

B opakovane i jednotlive udalosti, nemusi byt nahodné




Jevy a nahodné pokusy

0 Jevy
B = hodnoty promeénnych — napr. Petr ma IQ = 150, Petr ma dyslexii
B vzorek 15 IQ (lidi) — 15 jevu

B .ajejich kombinace (slozené jevy)
B nahodné vs. deterministické, 2: neslucitelné(disjunktni), ekvivalentni
B doplnkovy jev (A’, not A)

0 Pole jevu
B mnozina hodnot, kterych mize promeénna/é nabyvat

Nahodny pokus

situace, kdy z pole jevl muze nastat jeden nebo vice jevu.
Nahodnym pokusem ziskavame z pole jevu jev.

B = vyber a zmereni cloveka, hod kostkou

B nelze urcit, ktery jev nastane & lze opakovat bez vzajemného
ovliviovani

Nahodna promeénna vznika opakovanim nahodného pokusu.

AJ: event (outcome), sample space, random trial, random vs. deterministic events, mutally exclusive events,
equivalent events




Pocitani s pravdepodobnostmi

O

,NEBO" — souéetjev& - hastane jeV A nebo jeV B [nebo oba, nejsou-li disjunktni]
B P(AuB) = P(A) + P(B) — P(AnB)
O  pr. disj. nahodné vybrany clovek ma zakladni vz. nebo je vyucen .
LA" — soucin jevd - nastane jev A a zaroven nastane jev B
m P(AnB) = P(A) . P(B) P(AnB) = P(A&B)
O  pr. ndhodné vybrany Clovék je psycholozka (pohlavi=zena, povolani=psychologie)
Kombinatorika — obv. pro urceni velikosti pole jevu
B permutace n prvku
B variace a kombinace r prvkd z n-prvkové mnoziny

Sance — odds - ¢asty zpUsob vyjadfeni pravdépodobnosti

B pr. sance Komety na vitezstvi jsou 1:10

B O(A) =PA)/PA) = PA)/ (1-P(A))

B Pomer sanci (OR): obvykly zptsob srovnani Sanci ve 2 skupinach: OR,,=0,/0,

AJ: and, or, addition, multiplication, probability calculus, permutations, combinations, odds, odds ratio




svisla cara

Podminéena pravdepodobnost

-
~

Pravdepodobnost jevu A, pokud nastal jev B(=podminka)

P(A|B) = P(ANB) / P(B)

P(AnB) = P(B) . P(A|B)

Pr. Kuraku je v populaci 30%, tedy P(Kou*) = 0,3.
6% lidi onemocni za zivot rakovinou a zaroven byli nekdy kuraci:
P(Rak* N Kou*)=0,06
Jsem-li kurak, jaka je pro me pravdepodobnost onemocnéni rakovinou?

Kouri-li clovek (nastaly jev B), je riziko onemocneéni rakovinou (P jevu A)
P (Rak* [Kou*) = P (Rak* N Kou*) / P (Kou*) = 0,06/0,3=0,2

AJ: conditional probability, likelihood, Bayes's theorem, probability of A given B




Podminéné pravdepodobnosti

ve ctyrpolni tabulce

Jev B nastal Jev B nenastal
B B’
(nebo B+) (nebo B-) Celkem
Jev A nastal
A P(ANB)|| | P(ANB) P(A)
(nebo A+)
Jev A nenastal
A P(A'NB) P(A'NB) P(A))
(nebo A-)
Celkem P(B) P(B") 1
P(A[B)

P(B|A)

Tabulka funguje stejné, kdyz misto pravdépodobnosti obsahuje

cetnosti Ci relativni cetnhosti GERD GIGERENZER




FBI chtélo moznost neomezenych odposlechd. Automaticky analyzator hovoru
dokaze s 99% presnosti identifikovat po hlase teroristu: P(I*|T*) = P(I'|T") = 0,99.
Je-li v USA 3000 T+, jaka je P, ze clovek, kteréeho zacne FBI vysetrovat

(kvuli I*), je ve skutecnosti nevinny?
|

P(T-|1*)=?
1% 3000 z 300 000 000, P(T*)=100/10M.
B P(I%)=99/100 P(I*NT+)=0,99x0,00001 = 99/10M
B PI)= 1/100 P(I-NT+)=0,01x0,00001 = 1/10M
T je 299 997 000/300M, P(T)=9 999 900/10M.
B PI9)= 1/100 PI*NT-)=0,01x0,99999= 99 999/10M
B P()=99/100 P(I-NT-)=0,99x0,99999= 9 899 901/10M

P(I*) = P(I*NT*) + P(I*NT~) = 100 098/10M ..... 300 294 lidi v USA
P(T-|I*) = P(I*NT")/P(I*) = 99 999 / 100 098 = 0,999

Savage, Wainer (2008)




Detekce teroristu
Predpoklady: P(I*|T*)=P(I'|T)=0,99; P(T*)=0,00001 a N=300M

ANO NE
T+ T-
Celkem
I+ 2970 2 999 970 3 002 940
I- 30 296 997 030 | 296 997 060
Celkem 3000 299 997 000 300M




BAYESUV TEOREM
Prepocet mezi P (A|B) a P (B|A)

P B)= P(A).P(B| A) _ P(4).(B| 4)

S by R ) P(B)

P(A) — apriorni p-nost, prior, prevalence

= vyjadruje P jevu A, kdyz jesté nevime nic o jevu B

= bez dalsi info. je P. ze nahodny telefonista je terorista, je 0,00001
P(B|A) - likelihood

= vyjadruje P jevu B, pokud nastal jev A

» vyjadruje P pozitivni identifikace teroristy: 0,99
= P(B) - marginalni likelihood

= prevalence/pravdépodobnost jevu B bez ohledu na jev A

» P zazvoneni u nasi detekcni masinky P(I*): cca 0,01
P(A|B) — posteriorni p-nost, posterior

= Pjevu A se zohlednenim znalosti jevu B

= Zazni-li signal masinky, P stoupne na 0,001




Priklad s teroristy bayesovsky

Predpoklady:

B Prior: P(T*)=0,00001

W [Likelihood: P(I*|T*) =0,99

B Marginalni likelihood =P([*)=
= P(TH)PI*|T*)+P(T)P(I*|T)= 0,00001*0,99+0,99999*0,01 =
=0,0100098 [vime-li, ze P(I|T)=0,99, pak P(I*|T)=1-0,99=0,01]

B P(THI+)=7

P(T+|1*)=(0,00001*0,99)/0,0100098= 9,89¢-4 = 0,001 a
tedy P(T-[1*)=0,999

MUlzeme samozrejmé pocitat primo P(T|I*)




BAYESUV TEOREM - pouziti

nove informace

P(H1|D) _ P(H1).P(D

[0 Prepocet mezi P(A|B) a P(B|A)
[0 Aktualizace pravdépodobnosti udalosti pomoci

H1)  P(H))

P(H2|D) P(H2).P(D

posterior odds

[0 Porovnani P dvou hypotéz — likelihood ratio (LR)

P(D| H1)

H2) P(H2)

P(D| H2)

prior odds LR

Likelihood ratio je interpretacné a konceptualné velmi podobné Bayes Factoru (BF), ktery je navrhovan jako nahrada

p (statistické signifikance).




LR detekcni masinky

0 H1: T+, H2: T-
O LR: P(I+|T+)/P(1+|T-)=0,99/0,01=99

B Zazvoneéni masinky znamena 99nasobny narust sance,
ze telefonista je T+

O Prior O: 3000/299 997 000 = 1,00001.10>,
[0 Posterior O: 1,00001.10>x 99 = 0,0009900099

P(H1|D) _ P(H1).P(D|H1) _ P(H) | P(D| H1)

P(H2|D) P(H2).P(D| H2) = P(H2) |P(D|H?2)
posterior odds prior odds LR

Likelihood ratio je interpretacné a konceptualné velmi podobné Bayes Factoru (BF), ktery je navrhovan jako nahrada
p (statistické signifikance).




Z BSS zpet do psychologie

Test na ADHD ma 15% chybovost: P (T-|A+)=0,15; P (T+|A-)=0,15

Prevalence ADHD je 5%: P (A+)=0,05
Prior odds: P(A+) / P(A-)=0,05/0,95=0,052
LR= P(T+|A+) / P(T+|A-)=0,85/0,15=5,67

Posterior odds: prior x LR = 0,052 x 5,67 = 0,29:1

I po testu je cca 3x mensi pravdepodobnost, ze dite ADHD ma, nez ze ho
nema

Jaka je P, ze ma ADHD? P (A+|T+)=?
P (A+|T+) = P (A+).P (T+|A+) / [P (A+).P (T+|A+) + P (A-).P (T+|A-)] =
=0,05.0,85/(0,05.0,85 + 0,95 .0,15) = 0,23 (0,23 je asi 3x meni nez 0,77)




Podminéné pravdepodobnosti
v diagnosticke praxi

Pozitivni T+ Negativni T- Celkem
M4, co hledame oy Neuspech (b) % Lidi s Dg (a+b)
Dg+ Uspech (a) Falesna negativa Prevalence
Nema, co NeUspéch (c) foy Lidi bez Dg (c+d)
hledame Dg- Falesna pozitiva Uspech (@)
Celkem % T+ testl (a+c) | % T-testd (b+d)
Senzitivita testu: P(T+|Dg+) Prediktivni hodn. T+: P(Dg+|T+)
Specificita testu: P(T-|Dg-) Prediktivni hodn. T—: P(Dg-|T-)

Pr. Z manualu Addenbrookskeho kognitivniho testu

Vyznam testu pro zachyt syndromu demence

Skoruje-li pacient 88 bodu a méné, je senzitivita pro demenci 94 % a specificita 89 %.
Zvolime-li prisnéjsi kritérium (hranici 82 bodu a méne), je senzitivita 84% a specificita 100%.

AJ: Sensitivity, specificity, positive predictive value (PPV), negative predictive value (NPV), false positives, false negatives




Podminene sance a dalsi statistiky

[0 Myslenku ,podminénosti” aplikujeme na

[
[

elele
P00

vsechny statistiky, netyka se jen p-nosti
[ Vzo
sku

y jde o hodnotu dané statistiky pro
oinu lidi (populaci) definovanou nejakou
minkou

minené sance

P00

minéné prumery, rozptyly...

[1 Notace pomoci svislé cary zustava




ROC dlna |)'lza (Receiver Operating Curve)

[0 Pocitani specificity a senzitivity pro ruzna
kritéria (cut-off scores) s cilem identifikovat
optimalni pomer specificity a senzitivity

[0 Rucne pracné ROCADXFTD

B SPSS o RS-

N

60.0% N

50 (% —elkem
40,0% Napovéda

30:0% — SpONANNE

20,0%

FREREET

0.0%
-19,0% 1,0% 21,0% 41,0% 61,0% 81,0% 101,0%




PRAVDEPOPOBNOSTNf
ROZLOZENI




Pravdepodobnost ruznych hodnot
promenné X

Je-li proménné nahodna (. jeji hodnoty Ize povazovat za vysledek
néhodnych pokusd) ...jaka je P vyskytu jednotlivych hodnot?
B Vzpomenmesi, ze P(A) =n/m , blizi-li se pocet pokusu oo (populaci)

[0 Mame-li tedy dost velky, nahodne vybrany vzorek, pak P vyskytu
jednotlivych hodnot — jejich relativni cetnost

Kdybychom z populace(vzorku) nahodne vylosovali jednu

hodnotu(jedince), jaka je pravdéepodobnost, ze bude mit
hodnotu X=k?

Jak pravdepodobné jsou ruzne hodnoty?




Pravdepodobnostni rozlozeni
nahodné promeéenné

Pravdépodobnostni rozlozeni = teoretické rozlozeni rel. Cetnosti
B U diskrétnich promennych uvazujeme o P vyskytu jednotlivych hodnot.

50%7 0,57
40% 0,4
w
[=]
s
o 30% 0,37
— o
5
©
2 20% 0,2
10% 0,14
— 0%~ — 0,0 — 1
neviditelnost super super neviditelnost super . super
rychlost  inteligenci rychlost inteligenci
Kterou z nabizenych nadpfirozenych Kterou z nabizenych nadpfirozenych




Relativni éetnost

U spojitych proménnych neuvazujeme o P vyskytu jednotlivych hodnot, ale spise o p
vyskytu hodnot v intervalech — hustota pravdépodobnosti

100 100-

80 80— G

60 60

o
40 40—
207 207
— 0
0 0
- T T T T T
20 50 8,0 11,0 14,0 20 50 8,0 11,0 14,0

Ukazovaéek [em] Ukazovacek




Distribucni funkce (CDF)

P-nostni rozlozeni je Castéji popsano "0
(kumulativni) distribucni funkci
(CDF) 08-
0 CDF(k) = P (X<k) tj. P vyskytu
hodnot < k
[0 Nabyva hodnotodOdo 1 o0
[0 Neklesa "
O P jerovna ,plose oblasti pod 0,4
krivkou hustoty
pravdépodobnosti” od - do k 0z
O ,jako"percentily
O pr. NORM.S.DIST v Excelu .
D’GS,D 530 7,0 9,0 11,0 13,

Ukazovacek

AJ: random variable, probability distribution, (cumulative) distribution function (CDF), probability density




Empiricke vs. teoreticke distribucni
funkce

[1 Empiricka rozlozeni
B ziskana z dat
B  hrbolata”

[J Teoreticka rozlozeni

B predpokladana, odvozena z teorie
B spojita (pr. N) i diskrétni (pr. B)




Dulezita teoreticka p-nostni
rozlozeni

1 Normalni

B Studentovo t-rozlozeni
B Fisherovo F-rozlozeni
B y°-rozlozeni (chi-kvadrat)

[] Binomickeé
[1 Poissonovo




Standardizované normalni rozlozeni N(O; 1)

—¢—distribu¢ni funkce normalniho rozlozeni

=—&— hustota pravdépodobnosti v normalnim
rozlozeni
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Jaka je pravdépodobnost, ze ma nahodny
clovek ukazovacek dlouhy 5 az 6cm?
Predpokladame, ze rozlozeni délek
ukazovacku je normalni s M=7cm a SD=1cm.




Kvantily standardniho normalniho rozlozeni N(0;1)
alias oblasti pod krivkou normalniho rozlozeni

Percentage of Cases
Under Portions
of the Normal Curve

2.14% 214%  13%

13%

Standard Deviations 1 13.59% 34.13% 1 13.59% 1 e
-"—7:0' - 1?;15 -I-_fcs - 110 lIZII + 1:5 +$G +?G +4G
Cumulative 1% 234 159% $0.0% 84.1% 97.7%  99.9%
Percentages Rounded 20 4 5% 50°4 84 98% ‘
Percentile Equivalents T ' T ; THUT T ll i : 1
Typical Standard 5 10 20130 49 50 B0 70180 90 == 99
yp Scores o md Q3
Z-5C0re | L 1 1 1 I L | N 1 1 I 1 I L L J
-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0 +1.0 +2.0 +3.0 +4.0
T-sccre L | | | L ] 1 | 1 | 1 | L L [ | ]
20 30 40 50 60 70 80
Wechsler 1Q | 1 | I | I I 1 | L ! 1 I 1 | I
Stanford-Binet 55 70 85 100 115 130 145
Ic-}b | — | 1 L i i i i 1 | i | 1 | i | ]
52 68 84 100 116 132 148

upraveno dle Glass, Hopkins, s. 88




Shrnuti

-
Pravdepodobnost jako relativni cetnost

Podminena pravdepodobnost a jeji diagnosticka uziti
Pravdepodobnostni rozlozeni

K cemu P?

Uvazovani o vecech nejistych

Stoji v zakladech statistiky (pro nas neviditelné)
.Podminenost” je zakladem pro uvazovani o vztazich mezi
promennymi

Je zakladem pro usuzovani ze vzorku na populaci

O,
MX) = E(X) = LP(X]-).X]-




Iv2E§ENI§vl.'JLOHY NA PODMINENE
PRAVDEPODOBNOSTI VE
CTYRPOLNI TABULCE




I kdyz se podminéné pravdépodobnosti tykaji vSéech moznych jev(i, proménnych vSech urovni, je dobré se s nimi
naucit pocitat na dichotomiich — tedy jevech, které bud  nastanou, nebo nenastanou, a podminkach, které plati nebo

neplati. Radu sloZitéji vypadajicich tloh Ize zjednodusit do tohoto formatu.

Tyto ulohy dobre a uzitecné popisuje Ctyrpolni tabulka cetnosti/pravdépodobnosti, s jejiz pomoci Ize tlohy a

podminéné pravdépodobnosti resit snaze a s mensim rizikem prehlédnuti.

Jev B nastal Jev B nenastal
B B’
(nebo B+) (nebo B-) Celkem
Jev A nastal
A P(ANB)|[| | P(ANBY) P(A)
(nebo A+)
Jev A nenastal
A P(A'NB) P(A'NB) P(A))
(nebo A-)
Celkem P(B) P(B") 1

P(A|B)

P(B|A)

Tabulka funguje stejné, kdyz misto pravdépodobnosti obsahuje

cetnosti Ci relativni cetnosti

GERD GIGERENZER




1. Prevalence impulzivniho sebeposkozovani se u pacientl s poruchami
pfijmu potravy vyskytuje u 30%. Cast&jsf je u bulimie, kde se vyskytuje aZ v
60% pripadu. Je-li bulimikG mezi pacienty s poruchami prijmu potravy 40%,
jaka je pravdépodobnost IS u anorektiki?

Anorexie Bulimie
(A) (B) Celkem
rommatsn || PaS+ N A)=? Pas+nB)=2 || PIS+)=03
Impulzivni sebeposkozovani
nepritomno (IS-)
Celkem P(A)=7? P(B)=0,4
PAS+|A) = ? PIS+|B) = 0,6

Pravdépodobnostni reseni:

P(IS+|A) = P(IS+ N A) / P(A), ale ani jedno z toho nezname
P(A)=1-P(B)=1-04=06

PIS+ N A) =P (IS+) - P(IS+ N B) a P(S+ N B) =P(B) P(IS+|B), takze
P(IS+ N A) =P (IS+) - P(B) P(IS+|B) = 0,3 -0,4.0,6 = 0,3-0,24 = 0,06
P(IS+|A) = 0,06/0,6 = 0,1

Pravdépodobnost toho, ze se pacient s anorexii sebeposkozuje, je 10%.

Na motivy https://www.psychiatriepropraxi.cz/pdfs/psy/2014/02/02.pdf




1. Prevalence impulzivniho sebeposkozovani se u pacientl s poruchami
pfijmu potravy vyskytuje u 30%. Cast&jsf je u bulimie, kde se vyskytuje aZ v
60% pripadu. Je-li bulimikG mezi pacienty s poruchami prijmu potravy 40%,
jaka je pravdépodobnost IS u anorektiki?

Anorexie Bulimie
(A) (B) Celkem

Impulzivni sebeposkozovani

pFiEc)omno (IS+) P 6 24 30
Impulzivni sebeposkozovani

nepritomno (IS-)

Celkem 60 40 100

P(IS+|A) = ? P(IS+|B) = 0,6

Cetnostni fedeni — arbitrarné si zvolim N=100, aby se mi dobfe poditalo:

Ze 100 pacientu se 30 poskozuje (prevalence).

Ze 100 pacientu je 40 bulimikd, a tedy 60 anorektiku.

Z 60% z téch 40 bulimik( se poskozuje — 40.0,6= 24.

Z téch 30, co se poskozuji, je 24 bulimikl. Zbyvajicich 6 jsou tedy anorektici.
Z tech 60 anorektikd se poskozuje 6, tedy 10%.

Navic mtzeme snadno doplnit zbyvajici dvé volna pole tabulky a stanovit libovolnou pravdépodobnost.

Na motivy https://www.psychiatriepropraxi.cz/pdfs/psy/2014/02/02.pdf




2. Prevalence impulzivniho sebeposkozovani se u pacientu s poruchami
pfijmu potravy vyskytuje u 30%. Cast&jsf je u bulimie, kde se vyskytuje aZ v
60% pripadu. Je-li bulimikt mezi pacienty s poruchami prijmu potravy 40%,
jaka je pravdepodobnost, ze sebeposkozujici se pacient ma bulimii?

Pravdépodobnostni reseni:
P(B[IS+) = P(IS+ N B) / P(IS+)

P(IS+ N B) =P(B) P(IS+|B =0,4.0,6 = 0,24

P(B|IS+) = 0,24/ 0,3 = 0,8

P(IS+|B)=0,6

Pravdepodobnost toho, ze sebeposkozujici se pacient ma bulimii, je 80%.

Anorexie Bulimie
(A) (B) Celkem
oo s, | Pas+ NA)=? || Pas+nB)=2 | PASH=03 | P(BJIS+) =7
Impulzivni sebeposkozovani
nepritomno (IS-)
Celkem P(A)=" P(B)=0,4

Na motivy https://www.psychiatriepropraxi.cz/pdfs/psy/2014/02/02.pdf




2. Prevalence impulzivniho sebeposkozovani se u pacientu s poruchami
pfijmu potravy vyskytuje u 30%. Cast&jsf je u bulimie, kde se vyskytuje aZ v
60% pripadu. Je-li bulimikt mezi pacienty s poruchami prijmu potravy 40%,
jaka je pravdepodobnost, ze sebeposkozujici se pacient ma bulimii?

P(IS+|B)=0,6

Pravdépodobnostni reseni pomoci Bayesova teoremu:
P(B|IS+) = P(B) P(IS+|B) / P(IS+) = 0,4.0,6/0,3 = 0,24/0,3= 0,8
Pravdepodobnost toho, ze sebeposkozujici se pacient ma bulimii, je 80%.

Anorexie Bulimie
(A) (B) Celkem
oo s, | Pas+ NA)=? || Pas+nB)=2 | PASH=03 | P(BJIS+) =7
Impulzivni sebeposkozovani
nepritomno (IS-)
Celkem P(A)=" P(B)=0,4

Na motivy https://www.psychiatriepropraxi.cz/pdfs/psy/2014/02/02.pdf




2. Prevalence impulzivniho sebeposkozovani se u pacientu s poruchami
pfijmu potravy vyskytuje u 30%. Cast&jsf je u bulimie, kde se vyskytuje aZ v
60% pripadu. Je-li bulimikt mezi pacienty s poruchami prijmu potravy 40%,
jaka je pravdepodobnost, ze sebeposkozujici se pacient ma bulimii?

PIS+|B)=0,6

Cetnostni fedeni — arbitrarné si zvolim N=100, aby se mi dobfe poditalo:
Kolik z téch, kdo se sebeposkozuji, jsou bulimici?

Sebeposkozuje se 30 ze 100. Kolik z nich je bulimiku?
Celkem je bulimikt 40 ze 100. Z nich 60% se poskozuje, tedy 0,6.40 = 24. Ze 100 pacienty
je tedy 24 lidi, kteri jsou zaroven bulimiky a poskozuji se.

Celkem je sebeposkozujicich 30 a 24 z nich jsou bulimici = 24/30 = 0,8 ... 80%

sebeposkozujicich jsou bulimici.

Anorexie Bulimie
(A) (B) Celkem
eromna s 24 30 P(BIIS+) = ?
Impulzivni sebeposkozovani
nepritomno (IS-)
Celkem 40 100

Na motivy https://www.psychiatriepropraxi.cz/pdfs/psy/2014/02/02.pdf




