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Statistické usuzovani, odhady

Veéci, které mizeme primo pozorovat, jsou témer vzdy pouze vzorky.
Alfred North Whitehead




Barevna srdicka kolegyne Michalcakové

Jaky je podil barevnych srdicek v baleni?




Vylosovali jsme z populace 1 vzorek 10 srdicek
Nasli jsme k barevnych srdicek
Pro jakou relativni cetnost p je P(p|f=k) nejvyssi?

Podil barevnych srdicek v populaci
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Simulace binomického rozlozeni




Binomicke rozlozeni

[J Rozlozeni pravdepodobnosti k£ uspechu z n
pokusu pfi konstantni pravdepodobnosti uspechu
v jednotlivych pokusech p

n = ! —
0 Pyeye = () PR(L = p)" = s p (1 —p)

B Napriklad, jaka je pravdepodobnost, ze si nevytahneme zadné
barevné srdicko (k=0) z 10 (n = 10), kdyz je v populaci 10 %
barevnych srdicek (p=0,1)?

m P, = (100) 0,1°(0,9)10-0= 1% 10(0,9)10= (,3487

0!(10)!

Pozn. ki n jsou diskrétni, k € {0,1,2, ..., n}, p je spojita
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1 Nejlepsi je hadat, ze v populaci je takovy podil
barevnych srdicek, jaky je v nasem vzorku
B Nejlepsi = takovy dohad, ktery maximalizuje
pravdepodobnost, ze nase data vznikla nahodnym

vybérem z populace s danym podilem barevnych
srdicek (odhad maximalni vérohodnosti, ML)

B Plati pro vsechny slusné statistiky

0 Ale i jiné (blizke) podily barevnych srdicek jsou
podobne pravdepodobné — jak moc si muzeme

byt jisti?




Pravdépodobnost populacni proporce pro k
barevnych srdicek ze 100
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S vetsim vzorkem se interval
pravdepodobnych hodnot podilu barevnych
srdicek v populaci zuzuje.

P(plk)

Obratme nyni otazku:
Je-li podil barevnych srdicek p, jaké vysledky
naseho vyzkumu muzeme ocekavat (k)?

P(klp)




Pojdme na to tentokrat hrubou silou

Jakeé je empirickeé rozlozeni odhadu p pomoci
k opakovanymi vyzkumy (=opakovanym
losovanim vzorku)?

Simulace binomického rozlozeni




|
Muzeme take rici, ze nejlepsi odhad podilu barevnych
srdicek je pramér podilu barevnych srdicek ve vice
nahodnych vzorcich z populace srdicek

Variabilita jednotlivych podill nas upozornuje na
moznou nepresnost odhadu

[ to plati pro vetsinu ,slusnych” statistik — opakovani
experimentu a zprumeérovani statistik z jednotlivych
vzorku vede ke zpresneni odhadu.




Vybeéer — od deskripce k indukci

[0 Deskripce dat, odhad
parametru

[1 Usuzovani = inference =
indukce

[0 Pocita se s nahodnym
vyberem

tj. vyber jedince splnuje
podminky nahodného
pokusu

B neni-li vybér v pravém slova
smyslu nahodny, uvazujeme,
v cem se p-dobne lisi od
nahodného

AJ: statistical description, inference, population, sample, data, statistics, inference, parameters, random sample (sampling)




Statistiky a parametry

Na vzorku (datech) pocitame statistiky

Hodnote statistiky v cele populaci rikame parametr.

B Pro parametry pouzivame odpovidajici pismena recke abecedy
O napf. prumer: statistika m, parametr g (mi)
O dalsi: s — o (sigma), r — p(rd), d — & (delta - rozdil)
0 nékdy také parametr 8 a jeho odhad 8

Statistiky jsou odhady parametr
B t). jsou vzdy zatizeny chybou — vybérovou chybou
B chyby nahodne —umime spocitat, zname-li vybérové rozlozeni

B chyby systematicke — nevhodné statistiky, Spatné mereni, spatny
zpusob vyberu vzorku (metodologie)

2k dobré hady?




Vyberove rozlozeni a sm. chyba

Spocitame-li tutéz statistiku na mnoha nezavislych
nahodnych vzorcich

B ziskame mnoho riznych odhadd parametru
B tyto odhady maji nejake rozlozeni - vybérové rozlozeni (statistiky)

http://onlinestatbook.com/stat sim/sampling dist/index.html

Vybérové rozlozeni statistik obvykle muzeme popsat
B prumeérem —ten se u dobrych statistik blizi hodnoté parametru

B smerodatnou odchylkou — rikame ji smérodatna chyba ((odhadu)
parametru) nebo také stredni chyba a obecneji i vybérova chyba (S.E.)

B Cim je velikost vzorku/(i vétsi, tim je smérodatna chyba mensi

AJ: sampling distribution, standard error (of the mean)




Jak zjistime vyberoveé rozlozeni
statistiky?

Moznost opakované vybirat z populace a empiricky tak sestrojit
vyberoveé rozlozeni je obvykle nedostupna, draha, i neeticka....

Parametricka teorie
B Vyberova rozlozeni béznych statistik jsou
matematicky odvoditelna a znama...

[0 ...za ngjakych predpokladu (typicky o parametrech
popisovanych rozlozeni)

Neparametricka teorie — bootstrapping

B \yberoveé rozlozeni se da nasimulovat mnoha
opakovanymi vybery z naseho vzorku




Vybérové rozlozeni (odhadu) priumeéru
dle teorie

Odhad prumeru ma priblizné normalni rozlozeni,
B jehoz prumer je 4 se smerodatnou chybou ..................... . =
B Plati to i tehdy, kdyz rozlozeni promenné neni normalni.
O ato ,diky” centralnimu limitnimu teorému
B Jenomze my obvykle nezname o...

Nezname-li g, musime pouzit s
B primeér zUstava u, smeérodatna chyba je nyni ...................... g =
B vyberové rozlozeni neni normalni, jde o

Studentovo t -rozlozeni
H jako normalni s tézsimi konci (t je pro t-rozlozeni totéz, co z pro normalni rozlozeni)
0 ma ruzne tvary pro rtizna n : stupné volnosti — v (ny)

B zde v= N-1; Cim vyssi N, tim se t-rozlozeni blizi normalnimu

AJ: central limit theorem, Student’s t-distribution, degrees of freedom (d.f.)
Poznamka: odhad priiméru = statistika m.




Studentovo t -rozlozeni

Normal(0,1)
= = Student(1)
- Student(5)




Vybérové rozloZzeni (odhadu) prumeéru

... ma tedy rozptyl N-krat mensi nez je rozptyl
promenneé v populaci...

B s’ =s°/N,
... a zname tvar jeho rozlozeni (N nebo t)

[0 Muzeme si tedy klast otazky typu ,Jak casto
se bude pri velikosti vzorku N lisit nami
spocitany prumer od jeho populacniho
parametru o vice nez C?”




Na vzorku 100 studentl psychologie jsme zjistili, ze jejich prumeérna
hodnota potreby struktury je 4,0 (s=0,9). Rozpeéti skaly je 1-5.

Jaka je P, ze se mylime o vice nez 0,5 bodu, kdyz tvrdime, ze v
populaci studentti psychologie je M=4,0?

F] Vyberove rozlozeni primerd je t-rozlozenis 99 stupnl volnosti,

09 _ 4 Ag
prumeéerem u a smerodatnou chybou S.E. (M) = s, = 0,09

v100
O Mylit se o vice nez 0,5 bodu znamena mylit se 0 —— = 5,6- nasobek
smerodatné chyby.
O Pravdepodobnost, ze bychom se mylili o vice nez 5,6-nasobek S.E.,
je miziva
B Presneji 2*(1-T.DIST(5,6; 99; 1))= 1,92E-07

Poznamky

0 O kolik se tedy mylime? Nevime presné, nezname preci . Ale
vetsina odhadu se od u nelisi o vice nez 1-2 S.E.

~— T . s ] ] o ! ] 11 ] £V . 1 i © ] ] 71 1 s




Vybeéerova rozlozeni dalsich statistik

Nyni je tedy treba ke kazdé popisné statistice znat jeste dalsi vlastnost — jeji
teoretické vybérové rozlozeni
B relativni Cetnost — priblizné normalni - Hendl 162
B rozptyl - po transformaci y?-rozlozeni (chi kvadrat) - Hendl 159
B Pearsonovar - po Fisherove transformaci normalni — Hendl| 252

Teoreticka vybérova rozlozeni rliznych statistik jsou rdzna

B Statistika je obvykle transformovana do podoby, ktera ma jedno z beznych
teoretickych rozlozeni: normalni, chi-kvadrat rozlozeni (Pearsonovo), t-
rozlozeni (Studentovo), F-rozlozeni (Fisherovo, Snedecorovo)

B Netreba je znat z hlavy, programy je pouzivaji za vas, ale stoji za to vedet, ze
existuji prehledy — napr. Receptar Oseckych nebo Sheskin ISBN 1584884401

B Pro interpretacni potreby si obvykle vystacime s predstavou vyberového
rozlozeni prumeru

B Pozor, centralni limitni teorém se tyka pouze vybérového rozlozeni prumeru!

AJ: chi-square distribution, F-distribution




Bootstrapping — zpusob zjisteni vyberového
rozlozeni (jakekoli) statistiky hrubou silou

|
1. Mame nahodny vzorek z populace o velikosti N

2. Z naseho vzorku nahodne vylosujeme novy vzorek o
velikosti N — vyber s vracenim/opakovanim —
bootstrap, resample.

3. Na bootstrapu spocitame kyzenou statistiku a
zaznamename Si ji

4. Opakujeme body 2 a 3 mnohokrat, trebas 1000x
5. Ziskame 1000 statistik, jejichz rozlozeni je vybéerovym
rozlozenim statistiky. Bud spocitame jeho

smerodatnou odchylku — S.E., nebo pracujeme primo
s jeho kvantily.

Cesky je resampling pfevzorkovani, bootstrapping je bootstrapping.




Priklad postupu v R

https.//www.tutorialspoint.com/execute r online.php

# Vyber N=100 vzorkRu z populace s M=0 a SD=1
vzorek <- rnorm(100)

# Vytvoreni prostoru, kam se budou uklddat praméry bootstrapl
prumery_b <- rep(NA, 1000)

# Bootstrapovdni
for (i in 1:1000) {prumery b[i] <- mean(sample(vzorek, 100, replace=TRUE))}

# Histogram prumérd bootstrapovych vzorki, tj. vybérové rozlozZenti
hist(prumery_b)

# SD pramért bootstrapovych vzorkl, tj. odhad SE
sd(prumery_b)




Estimacni kvality statistik I

Kvality statistiky jako prostredku odhadu ,skutecné” hodnoty v populaci

TABLE 5.1 The Expected Values of the Range, s, and s as a Function of Sample Size
of n Observations from a Random Sample from a Normal Distribution in
which =10

Ifo=10 Expected Value Expected Value Expected Value Expected Value

n of the Range of s° af s of Rangels
2 11 100 8.0 |.4
5 23 100 9.4 2.4
10 31 100 9.73 3.2
20) 37 100 9.87 3.7
50 45 100 0,95 4.5
100 50 100 0.97 5.0
200 35 100 9.987 5.5
500 61 100 9.993 6.1
1.000 63 100 9.997 6.5

AJ: statistics as estimators, estimation upraveno dle Glass, Hopkins




Estimacni kvality statistik II

[0 Nezkreslenost
B ). ze systematicky nenad(pod)hodnocuje
B napr. s podhodnocuje
[1 Konzistence
B s velikosti vzorku roste presnost odhadu
[0 Relativni ucinnost
B jak rychle roste presnost s velikosti vzorku

B zde vitézi M nad Md a strhava s sebou i dalsi momentové
statistiky

0 jejich vyhodou je i snadné pocitani s nimi

Alternativne Kvalita bodového odhadu viz Hendl 175

AJ: unbiasedness, consistency, relative efficiency




a je p-nost chyby a
proto je hladina
spolehlivosti 1-a, tj.
95% spolehlivost

Bodove vs. intervalové odhady [

Parametr se muzeme snazit odhadnout...

B bodovym odhadem - tj. odhadujeme primo hodnotu
parametru, napr. prumer.

B intervalovym odhadem - tj. odhadnutim intervalu, ktery
parametr s urcitou p-nosti zahrnuje

O
O

O
O

vysledkem intervalového odhadu je interval spolehlivosti

interval spolehlivosti tvorime z bodového odhadu a znalosti jeho
vybérového rozlozeni, tj. (bod+odchylka)

intervalovy odhad lepsi - vice informaci  (1-a) [ = Xil—a/zza)?

té p-nosti se v tomto kontextu rika hladina spolehlivosti (1-a)
B typicky se pouziva 95% a 99% hladina spolehlivosti
B pak rikame, Ze hledany parametr je s 95% p-nosti v intervalu spolehlivosti

Zkuste si sami: http://onlinestatbook.com/stat sim/conf interval/index.htmi

AJ: point estimate, interval estimate, confidence interval (Cl), level of confidence, consistency, unbiasedness, relative efficiency, resistence




1-aCl = (M — 1_g/22Sp; M + 1_g/2Z5y)
1-aCl = (M + o pZSy; M+ 1_y/2ZSy)

Sirka intervalu: od P, do P,_,,, vyberového
rozlozeni
umisteni intervalu: kolem (vybeéerove) statistiky




Priklad konstrukce intervalu spolehlivosti
oro prumer 1

Na vzorku déti (N=100) s ruznobarevnyma oc¢ima jsme spocitali priimérné
IQ 130, pricemz vime, ze g =15.

B bodovy odhad primérného IQ v populaci déti s riznobarevnyma ocima (tj.
parametru, ) je 130

B intervalovy odhad

O Zname-li G vybérove rozlozeni priméru ma normalni rozlozZeni...

O ..sestfedem v [ [ neznadme, a tak pouZijeme bodovy odhad m = 130

O .. se smérodatnou chybou odhadu primeéru §,,, = o/NN =15/v100 = 1,5.

[0 Zvolime-li hladinu spolehlivosti 1-a = 95%,

0 pak v tabulkach/Excelu zjistime, ze 95% normalniho rozl. je mezi hodnotami
z= -1,96a 1,96 4.1 ,»Z = (9752 = 1,96 , Excel: =NORMSINV(0,975)

0 interval spolehlivosti: (m — 1,965m; m + 1,96Sm) = (127,1;132,9),

O  tj. s 95% pravdépodobnosti 127,1 < 4<132,9
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Priklad konstrukce intervalu spolehlivosti
Oro prumer 2

Na vzorku déti (N=100) s riznobarevnyma ocima jsme spocitali
prumérné IQ 130 a s =15.

B bodovy odhad prumeéerného IQ v populaci deti s ruznobarevnyma
ocCima (tj. parametru, ) je 130

B intervalovy odhad

O
O

O 0O O

stfed intervalu spolehlivosti bude na bodovém odhadu, tj. m = 130
vime, Ze vybérové rozlozeni primeéru ma t-rozlozeni se stupni volnosti
v=N-1=99

zvolime-li hladinu spolehlivosti 1-a =95%,

pak v tabulkach (Excelu) zjistime, ze 95% t-rozlozeni je mezi hodnotami
t=-1,98 a 1,98 (4j. 1.4t (V= g7t (99) = 1,98 excel: TINV(0,05,99))

smérodatna chyba odhadu prameérus,, =s/¥Yn =15/+v 100 = 1,5

interval spolehlivosti: (m-1,98s_; m +198s,) = (127,0; 133,0),
tj. s 95% pravdépodobnosti 127,0 < u< pozor na tento rozdil: ve

stfedu intervalu je m, nékde v
intervalu je v 95% pfipadl i




Interpretace intervalu spolehlivosti

O .. je prosta, avSak zradna

O  95% interval spolehlivosti znamena, ze sestrojujeme-li tento interval dle vyse
uvedenych instrukci, v 95% pripadu sestrojeni intervalu tento interval
zahrnuje odhadovany parametr, tj. v 95% pripadu je zaveér, ze i je mezi Cisly a a
b, spravny.

0 V tomto smyslu to také znamena, ze mame subjektivni 95% jistotu, ze parametr je
v nami urceném intervalu.

O V konkretnim pripade, kdy jsme spocetli konkretni interval spolehlivosti (127 < u <
133), to neznamena, ze v 95% pripadech je v intervalu od 127 do 133.

O To proto, ze u je konstanta; pri opakovanych vyzkumech se neméni. Diky omylnému vybéru v kazdém
vyzkumu vychazi ponékud jiny interval sestrojeny podle jiného vybérového priméru. Jinymi slovy,
trefujeme se obruci na kolik a ne kolikem do obruce.

O O cem tohle slovickareni je? O rozdilu mezi cetnostnim a subjektivnim
(Bayesovskym) pojetim pravdépodobnosti.




...Vybéerove rozlozeni medianu

O Simulace: www.stat.tamu.edu/~jhardin/applets/signed/SampDist2.html

O V pripadé normalniho rozlozeni je taky normalni a smerodatna chyba je
cca 1,25 smérodatné chyby priméru

[0 Poradovy zpUsob nabizi Campbell a Gardner!
B Pfiblizny interval (pro N>100) se stanovuje opravdu poradovym zpusobem, tj. pocitame
poradi, které urcuje horni a dolni mez intervalu
B Pro 95% interval spolehlivosti pak je r poradi urcujici horni mez a s poradi urcujici dolni

mez " \/; = \/;

r=—-2z — s=1+—+:2 —
_a _a
2 % 2 2 % 2
[0 Bootstrap
B Obecna metoda, nejen pro mediany, témér bez predpokladl (neparametricka)
®  Algoritmus:
O 1. Provedte vybér s navracenim ze svého vybeéru (o velikosti N)

O 2. Spocitejte median a ulozte
O 3. Opakuijte kroky 1 a 2 tisickrat

B 95% interval je ohraniCen 25. a 975. nejvyssim spocitanym medianem.

1Campbell, M.J,, Gardner, M.J. (2000). Medians and their differences. In Altman et al., Statistics with confidence (36 — 44). BMJ Books.




..Vyberoveé rozlozeni relativni ¢etnosti p

Pro dostatecne velkou populaci (np>10; n(1-p)>10)...

...Je priblizné normalni s prumerem p a smerodatnou

chybou \/p(l —p)/n
(1-a)% interval spolehlivosti ma tedy podobu:

(P = Z1eap [P = ) [ 15 p + z_yna/ p(1 = p)/ 1)

...proto na malych vzorcich muze byt tézké usuzovat na rozlozeni
promenne




..Vyberove rozlozeni rozptylu s’

Rozlozeni pomeéru (s2/0%)(n-1) ma podobu chi-kvadrat
rozlozeni s v = n-1 stupni volnosti,

(-1~ W)
)

(1-a)% interval spolehlivosti pro 02 ma tedy podobu:
( A

o) n_l .2n_1

S

2 2 S 2
\ Xl—a/z (V) Xa/z (V))

V Excelu =CHISQ.INV(1-a;df)=x?;_(df) [=CHINV(c;df)]




...Vlyberové rozlozeni Pearsonovy korelace r

[0 Vybeéeroveé rozlozeni korelace nezname.

[0 Zname vyberove rozlozeni korelace po Fisherove transformaci:
Z = 0,5 In((1+r)/(1-r)) = arctgh(r) = FISHER(r)

0 Vybeérové rozlozeni Z je priblizné normalni s primérem Z a
smérodatnou chybou s,=1/+v(n-3)

1-a)% ClproZ. \Z = z,_,,5,;Z *+ z,__,S
1-a/2° 7 1-a/2° 7

Nutno transformovat zpet do metriky korelacniho

koeficientu: r=(e22-1)/(e22+1)=FISHERINV(Z)
(FISHERINV (Z - z,_,,,s, } FISHERINV (Z + z,_,,s,))




Shrnuti

|
Na vzorcich pocitame statistiky, které jsou odhadem
populacnich parametru.

K posouzeni presnosti odhadu musime znat vybérové
rozlozeni statistiky, kterou k odhadu pouzivame,
zejmena jeho variabilitu — smérodatnou chybu.
Vybéerove rozlozeni zname bud' z teorie, nebo ho ziskame
bootstrapovanim

Smerodatna chyba klesa predevsim s velikosti vzorku a s
variabilitou jevu v populaci.

Presnost odhadu parametru sdelujeme prostrednictvim
intervalu spolehlivosti.




