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Faktorova analyza
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FA v kostce

Pokud Metaforické pochopeni FA nestaci.
Je nezbytné nutné skutecné rozumeét

R: = Ak(Ak(I)k A;c + I)Ak = AkAk(I)k A;c Ak + Ai analytickému principu.

a zaroven Uvedené vzorce je bezpodmineéné
s (I)k +1 (I)kA;k nutné chapat, znat a umét pouiit.
k Ask(l)k Askq)kA;k +1 Jsou jednoduché; zbytek hodiny se je

pokusime interpretovat.
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Konceptualni uvod do FA

* Faktorova analyza a realismus

* Latentni proménné

* Faktorova analyza
* Specifikace FA
* Datovy model FA

* Common Factor Model
* Druhy FA




Validita v realismu

Atribut existuje a kauzdlné zptsobuje pozorovani

Jak néco takového empiricky testovat?

Velmi obtizné, ale:
1. Dany predpoklad lze formulovat jako statisticky model
“Jak by méla vypadat pozorovani (data), kdyby byl pfedpoklad pravdivy?”

2. Nasledné lze porovnat ocekavani s pozorovanim — nejsou-li od sebe moc daleko, ziskavame
podporu pro predpoklad (a v disledku pro validitu ndstroje)




Specifikace ocekavani

Typicky se komunikuje symbolicky, symboly ale implikuji matematickou strukturu modelu

Stavebni kameny:

Latentni proménna (nepozorovatelnad) Manifestni proménna (primo pozorovatelna)

Kauzdlni vztah Korelace (kovariance)
> < >




Specifikace modelu FA

_




Specifikace modelu FA

Predpoklady:

Vztahy (kovariance, korelace) mezi manifestnimi proménnymi jsou vysvétleny jednou latentni
proménnou

Po kontrole efektu latentni proménné jsou manifestni proménné vzajemné nezavislé
(parcidlni korelace prislusnych MVs jsou po kontrole efektu LV nulové)




Specifikace modelu (obecné)

Na zakladé teorie jde nicméné specifikovat mnoho ridznych variant napf.:




Specifikace modelu (obecné)

Na zakladé teorie jde nicméné specifikovat mnoho riznych variant napf.:
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Specifikace modelu (obecné)

Na zakladé teorie jde nicméné specifikovat mnoho riznych variant napf.:
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FIGURE 1.
Hlustration of Model 1: Single-accumulator model. The model is a combination of the latent response formulation and

the single-boundary Wiener process.




Specifikace FA modelu

V pripadé faktorové analyzy si ale vystacime s:

Stavebni kameny:

Latentni proménna (nepozorovatelnad) Manifestni proménna (primo pozorovatelna)

Kauzdlni vztah Korelace (kovariance)
> < >




Take home message

1. Faktorova analyza je jeden ze zpUsobU testovani teoretickych oéekavani spojenych se vztahem
mezi atributem a nastrojem




Latentni promenna

WAYWARD PLANET URANUS orbited
sometimes faster, sometimes slower,
than predicted. From these discrepancies,
Adams and Le Verrierindependently
worked out the position of the body that
would later be named Neptune.

- “ = 3 “7 e
“ 1846 1840

. Uranus’s predicted position
(if Neptune did not exist)

_. Uranus’s observed position
Neptune’s actual position
. Neptune’s position predicted by Le Verrier

# Neptune’s position predicted by Adams

Not to scale




Latentni promenna

Consider the following sentence: “Einstein would not have been
able to come up with his e = mc? had he not possessed such an
extraordinary intelligence.” What does this sentence express? It
relates observable behavior (Einstein’s writing e = mc?) to an
unobservable attribute (his extraordinary intelligence), and it does
so by assigning to the unobservable attribute a causal role in
bringing about Einstein’s behavior. In psychology, there are many
constructs that play this type of role in theories of human behavior;
examples are constructs like extraversion, spatial ability, self-
efficacy, and attitudes. Such variables are usually referred to as
latent variables. It is common to investigate the structure and
effect of unobservables like intelligence through the analysis of
interindividual differences data by statistically relating covariation
between observed variables to latent variables. This is done, for
example, in the widely used factor model. The idea is that although




Latentni promenna

Vic nazorU, dle Borsbooma (2008) je rozdil mezi MV (manifestni p.) a LV (latentni p.)
epistemologicky, ne ontologicky

Jinymi slovy — proménné nejsou nutné latentni, nebo manifestni, jde vzdy jen o to, jak presné je
dokazeme pozorovat

MVs tak jsou vlastné specialnim pripadem LV, protoZe jdou presné pozorovat




Latentni promenna

Hlavnim rozdilem je vztah mezi skutecnou pozici clovéka na mérené proménné (variable
structure) a pozorovanou pozici clovéka na pozorované proménné (data structure)

Manifestni proménnd: Pozice ¢lovéka na mérené proménné se do pozorované promeéné preklada
pfimo (deterministicky)

Latentni proménnd: Vztah mezi skute¢nou pozici ¢lovéka v atributu se do jeho*jeji pozice
preklada pravdpodobnostné

Teoreticky je mozné, Ze se z dnesni LV ¢asem stane MV (?)




Latentni promenna

Dle Borsbooma (2008) jsou LVs pomérné obycejné, tajemné jsou naopak MVs

O mnoha proménnych nema smysl neuvazovat jako o LV, ackoliv by to Slo — jejich pojeti jako MV
je akceptovatelné zjednoduseni (v psychologii tfeba pohlavi, vék)

Dle Borsbooma (2003) je daleZité LV neztotoZnovat s vystupem analyzy (tzv. operaciondini LV),
jde vzdy o teorii popsanou proménnou, ktera koresponduje s nécim realnym

LVs mUZou mit vice forem — nomindlni, spojita,... V FA jde vidy o spojitou LV (lidé se liSi v mire
atributu)




Take home message

1. Faktorova analyza (FA) je jeden ze zpUsobU testovani teoretickych ocekavani spojenych se
vztahem mezi atributem a nastrojem

2. FA ocekava latentni proménnou, o které jde uvazovat jako o obtizné pozorovatelné, ale
existujici proménné, ktera zplsobuje pozorovani




Historie FA

Pocatky u Spearmana, ktery se snazil vysvétlit korelace inteligencnich subtest
Pozdéji ji zdokonaloval Thurstone (kniha Vectors of Mind)

Nasledné se stala dllezitym ndstrojem pro rozvoj psychologickych teorii

V 70. letech Joreskog prisel s “konfirmacni” FA, paralelné s tim se rozvijely modely z Teorie
odpovédi na polozku (IRT), které umoznily dalSi aplikace ve vzdélavani (Rasch, Birnbaum)

Dnes je FA ¢lenem Siroké rodiny mnoha rliznych modelt s latentni proménnou




Common Factor Model

Rekn&me, Ze nas zajima schopnost hrat $achy.

NemUzZeme ji pozorovat pfimo, jde tedy o latentni proménnou.

Projevuje se skrze jednotlivé Sachové partie.




Common Factor Model

Rekn&me, Ze nas zajima schopnost hrat $achy.

NemUzZeme ji pozorovat pfimo, jde tedy o latentni proménnou.
Projevuje se skrze jednotlivé Sachové partie.

MVs (“polozky”):

- kolikrat z 10 her porazil*a cvicenou opici?

- kolikrat z 10 her porazil*a okresniho mistra v Sachu? <=

- kolikrat z 10 her porazil*a Magnuse Carlsena?  ¢—

SCHOPNOST HRAT SACHY




Common Factor Model

MVs (“polozky”):

- kolikrat z 10 her porazil*a cvicenou opici?

- kolikrat z 10 her porazil*a okresniho mistra v Sachu? <=

- kolikrat z 10 her porazil*a Magnuse Carlsena? <«

SCHOPNOST HRAT SACHY
Adam: (9, 1, 0)

Bara: (10, 10, 1)

Cecil: (3, 0, 0)




Common Factor Model

Rozdilna schopnost hrat sachy se projevi rozdilnou Gspésnosti na rtizné obtiznych polozkach

Z definice LV vime, Ze tento vztah nebude dokonaly, ale zatizeny chybou

Na drovni jedné polozky tedy, v FA:

Ycarisen = 0btiZnost + naboj *x schopnost + chyba
Nebo:

Yearisen =4+ A6 +u




Common Factor Model

Yearisen =80+ 10 +u

Y ... odpovéd na polozku (MV) oznacenou dolnim indexem

U ... obtiznost polozky (nebo taky jeji prisecik / primér)
Proc? Porazit Magnuse Carlsena je téZsi neZ porazit cvicenou opici

A ... faktorovy naboj (tésnost vztahu mezi LV a MV)
Proc¢? KaZda poloZzka méri dany atribut riizné dobre

u ... chyba
Proc? Vztah mezi LV a MV neni dokonaly




Common Factor Model

Yearisen =80+ 10 +u

Jde o regresi!

YCCLT‘Z.S‘GR =M+bX+e




Chyba v FA

Co je myslenou chybou?

Nedokonalost vztahu mezi LV a MV je dana:
1. Nahodnymi (nesystematickymi) vlivy (chybovy rozptyl)
2. Systematickymi vlivy specifickymi pro danou MV (specificky rozptyl)

Oba zdroje chyby nemUzeme rozplést, pokud dvé MV nesdili specificky rozptyl (tj. nemaji néco
spole¢ného nad ramec efektu LV)

Spolecné tak mluvime o unikatnim rozptylu, ktery je slozeny z chybového a specifického.




Chyba v FA

Dale pokud:

Y=u+ A0 +u

Tak lze dovodit, Ze chyba u je to, co z(stava nevysvétlené LV:

komunalita




Multidimenzionalita

Faktorovy model muze obsahovat vice LVs.

BOXERSKA ZDATNOST

Novy atribut: boxerska zdatnost

MVs:

*Kolikrat z 10 boxerskych zapasl porazil*a cviéenou opici? <

*Kolikrat z 10 boxerskych zapasl porazil*a okresniho Sachového mistra?

*Kolikrat z 10 boxerskych zapasl porazil*a Magnuse Carlsena?




Multidimenzionalita

*Kolikrat z 10 boxerskych zapasl porazil*a cviéenou opici?

*Kolikrat z 10 boxerskych zapasl porazil*a okresniho Sachového mistra?
*Kolikrat z 10 boxerskych zapasl porazil*a Magnuse Carlsena?

*Kolikrat z 10 her porazil*a cvicenou opici?

*Kolikrat z 10 her porazil*a okresniho mistra v Sachu?

*Kolikrat z 10 her porazil*a Magnuse Carlsena?




BOX_OPICE BOX_MISTR BOX_MAGNUS




BOX_OPICE BOX_MISTR BOX_MAGNUS




Multidimenzionalita

Méli jsme:

YCarlsen_gACHY =u+ A8 +u

Jak se to zméni v multidimenzionalnim modelu?




Multidimenzionalita

Méli jsme:

YCarlsen_gACHY =u+ A8 +u

Jak se to zmeéni v multidimenzionalnim modelu?

YCarlsen_§ACHY = U+ ABpoy + AaﬁaChy +u

Kolika je ale rovno A8y,,, ?




Multidimenzionalita

Méli jsme:

YCarlsen_gACHY =u+ A8 +u

Jak se to zméni v multidimenzionalnim modelu?

YCarlsen_§ACHY = U+ ABpoy + AaﬁaChy +u

Kolika je ale rovno 48,, ?
ABpoy = 0% 0 =0

Boxerska zdatnost totiZz u Sachové poloZzky nema hrat Zadnou roli!




Multidimenzionalita

Je ale mozné modelovat i tzv. crossloading, tedy situaci, kdy jednu MV zpUlsobuje vice LVs

MVs
*Kolikrat z 10 zdpasl v Sachboxu porazil*a cvi¢enou opici?

*Kolikrat z 10 zdpasl v Sachboxu porazil*a okresniho Sachového mistra?

*Kolikrat z 10 zdpasl v Sachboxu porazil*a Magnuse Carlsena?




Take home message

1. Faktorova analyza (FA) je jeden ze zpUsobU testovani teoretickych ocekavani spojenych se
vztahem mezi atributem a ndstrojem (modelt méreni)

2. FA ocekava latentni proménnou, o které jde uvazovat jako o obtizné pozorovatelné, ale
existujici proménné, ktera zplsobuje pozorovani

3.V FA mlzZeme specifikovat fadu modell méreni, véetné multidimenzionality




Common Factor Model

Dosud uvadény model predikoval hodnotu jednoho ¢lovéka na jedné MV

YCarlsen_§ACHY =u+ AOpox + Agéachy +u

Obsahuje ale pfilis mnoho neznamych — je potreba najit néjaké reseni, které obejde potrebu
znat latentni skér konkrétnich osob.

Faktorova analyza proto stoji na modelovani kovarianci mezi MVs (covariance structure).

| ndS model proto musi pocitat se vSemi MVs a LVs najednou.




Zakladni pojmy

* Jaka je typicka podoba dat v pripadeé faktorové analyzy?

* Multivariacni data — data pro soubor osob, vetsi mnozstvi manifestnich
(mérenych, pozorovanych) proménnych (napf. skory z testu, skal, polozek...)

Co sloupec, to proménna
Datova matice:

Co radek, to osoba




Zakladni pojmy

* Jednotlivé bunky v datové matici predstavuji skor dané osoby na dané
manifestni proménné

* Fundamentalni premisa faktorové analyzy: Tyto skory nejsou néjakymi
nahodnymi hodnotami, ale vykazuiji urcité systematické aspekty, kterymi se
muzeme zabyvat

Co sloupec, to proménna

Datova matice:

Co radek, to osoba




Zakladni pojmy

Datova matice: p sloupct (proménnych)
X11 | X12 X1p
X = X;; N Fddkd (osob)
//'

Skér osoby i na proménnéj — |




Zakladni pojmy

Ceho si mtizeme na téchto datech v§imnout? X171 | Xqp X,

> Variabilita kazdé proménné napfri¢ osobami
(rozptyl / SD)
ij

o Kovariance dvou proménnych napri¢ osobami
(kovariance / korelace)




Zakladni pojmy

Korelacni matice: p manifestnich proménnych

1 ry, ;g . v Ty
Ia1 1 Fa3 Iap
R = rs; rp 1 3, | p manifestnich
' ' Iy promeéennych
rjk
rog o2 Ip3 1

Pozn.: Na obrazku je korelacni matice (na diagonale jsou jednicky rj; = 1, mimo diagonalu korelace 7;.), faktorova analyza
- W - - b r - , - L - 2 - - Ed - v bl ’
ale velmi Casto pracuje s kovariancni matici, kde na diagonale je rozptyl (g;;) a mimo diagonalu kovariance (g ) pfislusnych
proménnych. Typicky EFA pracuje s korelacni, zatimco CFA s kovarianéni matici. Z kovarian¢ni matice lze ziskat korelani
. . Oik
matici snadno, rj, = ——2

. Naopak to nefunguje, protoze korelacni matice nenese informaci o rozptylech.




Model kovariancni struktury

Jednoduchy model:

YCarlsen_ﬁACHY =pu+ Agbox + ABEaChJ’ Tu

Je proto (pomoci krasné matematiky zalozené na vlastnostech jednotlivych ¢asti modelu) nutné
formulovat model kovariancni struktury vSech MVs a LVs:

Z = ApA + D,




Model kovariancni struktury
X =A®A' + D,

* I (sigma) je matice korelaci / kovarianci mezi manifestnimi proménnymi

* A (lambda) je matice faktorovych naboji (apostrof znaci transpozici)

* ® (phi / fi) je matice korelaci / kovarianci mezi (obecnymi) faktory. Faktory byt korelované nemusi
— v takovém pfripadé lze fici, ze faktory jsou tzv. ortogonalni

* Dy (D-psi / D-psi) je matice rozptyl( unikatnich faktor( (a pfipadné rezidualnich kovarianci).

* ...jak moZna spravné tusite, k faktorové analyze nepotiebujete syrova data, ale korelace /
kovariance mezi MVs.




Model kovariancni struktury
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Common Factor Model

Faktorova analyza se zabyva vysvétlenim kovarianci / korelaci mezi MVs.

° V pfipadé jediné dimenze je kovariance poloZek a, b rovna g, = A4, ®, kde ¢ je rozptyl faktoru.
° V pfipadé korela¢ni matice a jediného a standardizovaného faktoru plati r,;, = A,4;.

Znamena to, Ze nepotrebujeme znat skory osob na LVs (které stejné nezname a
znat nemUizZeme — jsou nepozorované a neurcitelné [indeterminate]).




Common Factor Model

Neni nutné predchozi rovnice chapat — v praxi se bez nich obejdete, jinak se jim blize
vénujeme v B kurzu Introduction to Factor Analysis

Je ale zasadni:

1. védeét, co predstavuji jednotlivé ¢asti common factor modelu (jednotlivé matice)

2. odnést si, Ze FA vysvétluje kovariance / korelace pomoci jinych parametr( (napt.
faktorovych nabojll), které maji teoretickou interpretaci

3. uvédomit si, Ze rovnice common factor modelu doslova znamena, Ze obé strany
jsou ekvivalentni, tedy ze A®PA" + Dy, je jen prekladem (jinym vyjadrenim)
kovariancni matice mezi MVs.




Take home message

1. Faktorova analyza (FA) je jeden ze zpUsobU testovani teoretickych ocekavani spojenych se
vztahem mezi atributem a ndstrojem (modelt méreni)

2. FA ocekava latentni proménnou, o které jde uvazovat jako o obtizné pozorovatelné, ale
existujici proménné, ktera zplsobuje pozorovani

3.V FA mlzZeme specifikovat fadu modell méreni, véetné multidimenzionality

4. FA modeluje kovariancni strukturu mezi MVs tim, ze ji zjednodusuje na latentni strukturu
slozenou z faktorovych ndboju, korelaci mezi faktory a residualnich rozptyll (kovarianci)




O co nam tedy ve FA jde?

* Cilem je odhalit, pochopit, popsat a/nebo otestovat latentni strukturu, ktera
zpUsobuje korelace mezi MVs.

* Chceme tedy identifikovat (nebo ovérit) pocet a charakter (vyznam) faktord,
které zpusobuji pozorované korelace mezi manifestnimi proménnymi.

* Jinymi slovy, chceme prijit na to, kolik LVs ovliviuje nase MVs a odhadnout silu
a smér (+/-) faktorovych naboju.

* Velikost a smér faktorovych naboji nam napomahaji v uréeni podstaty LV (dle
vazby mezi konkrétni LV a konkrétnimi MV, viz definice validity)




Dva cile FA

Konfirmacni cil

Zname latentni strukturu a testujeme,
nakolik odpovida pozorované kovariancni
strukture

“Kdyby byla pravda, ze inteligenc¢ni
subtesty zpUsobuje pravé jeden g-faktor,
jaké kovariance mezi inteligencnimi
subtesty bychom museli pozorovat?”

Vysledkem je vyjadreni shody modelu
(ocekavani) s daty (pozorovanim) a test
teorie

Exploracni cil

Latentni strukturu nezname, snazime se ji
najit pomoci pozorované kovarian¢ni
struktury

“Kdyby byla pravda, Ze inteligencni
subtesty zpUsobuje nékolik LVs, jaka
latentni struktura nejlépe odpovida
pozorované kovarian¢ni strukture?”

Vysledkem je vyjadreni shody modelu
(ocekavani) s daty (pozorovanim), ale
nikoliv test teorie




Dva druhy FA

“Konfirmacni” FA

Umoznuje specifikovat latentni strukturu a
testovat, nakolik odpovida pozorované
kovarianéni strukture

Ale latentni struktura jde testovat i
exploracné (exploracni “tunéni modelu”)!

LepSi nazev je proto restricted FA, protoze
vyZzaduje specifikovat a umoznuje testovat
restrikce, bez ohledu na cil

“Exploracni” FA

Umoznuje najit latentni strukturu pomoci
pozorované kovariancni struktury

Ale i EFA vyzaduje specifikovat aspon pocet
faktoru, takze jde pouzit konfirmacné!

Lepsi nazev je proto unrestricted FA,
protoze vyzaduje jen specifikaci poctu
faktor(




Take home message

1. Faktorova analyza (FA) je jeden ze zpUsobU testovani teoretickych ocekavani spojenych se
vztahem mezi atributem a ndstrojem (modelt méfreni).

2. FA ocekava latentni proménnou, o které jde uvazovat jako o obtizné pozorovatelné, ale
existujici proménné, ktera zplsobuje pozorovani.

3.V FA mUzeme specifikovat fradu modelt méreni, véetné multidimenzionality.

4. FA modeluje kovariancni strukturu mezi MVs tim, ze ji zjednodusuje na latentni strukturu
slozenou z faktorovych ndboiju, korelaci mezi faktory a residualnich rozptylt (kovarianci).

5. Cilem FA muze byt konfirmace, nebo explorace. Pouzit k tomu jdou dva typy FA — restricted a
unrestricted, tradicné zvané konfirmacni (CFA) a exploracni (EFA).




N&které otazky k FA

1. Je mozné FA provést, i kdyz LV neexistuje / nezplsobuje MVs?

2. Znamena dobra shoda FA modelu s daty, Zze latentni struktura odpovida realité?
3. Jaky je vztah mezi FA a reifikaci?

4. Jaka jsou vyuziti FA mimo psychometriku?

https://www.researchgate.net/publication/321253793 What is the p -
factor of psychopathology Some risks of general factor modeling




